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Аннотация. Метод расчета эффективного волнового числа и профиля поля направляемой моды периодической 
волноводно лестничной системы , каждая ячейка которой состоит из нескольких коаксиальных цилиндрических 
полостей, соединенных фланцами, основан на представлении поля внутри ПВЛС в виде линейной комбикации функций 
базисной системы. Задача расчета ПВЛС сначала с помощью метода проекционного сшивания полей приводится к 
нелинейной задаче на собственные значения для системы алгебраических уравнений для коэффициентов разложения по 
системе базисных функций. Затем мы погружает задачу в семейство краевых задач, зависящих от параметра гомотопии. 
Для вычисления волнового числа и профиля электромагнитного поля получается задача Коши для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Одно уравнение описывает зависимость волнового числа от 
геометрических параметров ПВЛС, остальные уравнения описывают эволюцию поля собственной моды. В данной 
работе мы расширяем метод гомотопии на задачи в цилиндрической геометрии.  

 
     1. Введение. Мы используем для построения точной модели метод проекционного 
сшивания полей, основанный на использовании метода Галеркина [1], [2]. Этот метод 
основан на разложении электрического и магнитного полей в ряды по собственным 
функциям поперечного сечения, и проекционном сшивании полей, гарантирующем точное 
соблюдение закона сохранения энергии для приближеннного решения. Мы рассматриваем 
периодическую структуру, каждый период которой состоит из нескольких секций, 
соединенных фланцами.  
     2. Поле в продольно-однородных областях. Пусть внутри одной ячейки   
периодической структуры . Мы рассматриваем монохроматические поля вида 
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для всех возможных индексов. В соответствии с методикой применения метода Галеркина 
в электродинамике, разработанной в [2] , координатные функции должны удовлетворять 
условию ограниченности поля на оси и граничным условиям на внешней цилиндрической 
поверхности.  
     4. Поле в продольно однородных областях. Внутри коаксиального цилиндра ( )s
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     5. Проекционное сшивание полей на границах секций. Запишем проекционные 
условия сшивания полей на границе сложной секции  (слева) и простой секции  

(справа), следуя методике, разработанной в [2]. Сначала для тангенциальной компоненты 
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где  В качестве системы проекционных функций [1] используем :  = 0.j ( 1) ( )e j
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где , 1= = 1,...,m m N1 = 0j . То же проделаем для сшивания поперечной компоненты 



магнитного поля. Для правой границы каждого из блоков ( )
1 ,sD

( ,
m

,

( ,)] m j s

j s

 , в качестве системы 

проекционных функций используем координатные функции h :  

= 0;1s
) ( )j s r

)( )h r

( )
( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ,

=1

( , )[ ( )] ( ) =h h h

sNs j
j s j s j s j sj
n n n n ms j srj n

j sV W r r
  

   dr

,rdr

                                                       (4) 

   
( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1
( ) =1

= [ (h h
s

N j j j jj j
n n n ns nrj

A B
  

   
 

где  = 0;1,s ( )
, = 1,..., s

s j jm N , = 0j . Теперь пусть однородный блок слева прилегает к 

неоднородному блоку справа в сечении 1 = z2 . Аналогично получим  

                                                           (5)  

( )
( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( 1)
( )

=0 =1

[ ( ( ) ( ) )] ( )e e

sS Nsj j
j s j s j s j s jj
n n n n msrjs n

r V r W r
  


   =e rdr

( 1)( )j j
n nr B ( 1) ( 1) ( 1)1 1

=1
1

= [ ( ( ) ( )e e e
N j jj j

n nnrj

r A rdr( 1))] j
m r

  
  

  


  

=r rdr

1) )]



,

( , )(h m j s

j s


,    

                           (6) 

( )
( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ,

=1

( , )[ ( )] ( )h h h

sNs j
j s j s j s j sj
n n n n ms j srj n

j sV W
  

  
( )s

( 1) ( 1) ( 1) (1
( ) =1

= [ ( )h h
N j j j jj j

n n n ns nrj

A B r
  

  
 

( )

,rdr   

для ,  , 1= 1,..., jm N  = 2,j = 0;1s , = 1,..., s
j s jm N . Составим матрицы  размера ( , )j sP

( , ) ][ , s j ( , )j sQ
( )s

jN N ,  размера , элементы которых равны  ( , )[ ,s j
jN ]N

( , ) ( , ) ( 1)
, ( )= ( ) ( )j s j s jj

m n n msrj

P r
 


  e e ,r rdr 1= 1,..., ,jm N   ( ),...,= 1 ,s

jn N   

( )s
( , ) ( 1)

, ( ) ,

( , )= ( ) (j s jj
m n n ms j srj

j sQ r
 


  h h ) ,r rdr ( )= 1,..., , s

jm N  n N= 1.j1,...,    

     Запишем (3), (4) в векторно-матричной форме:  
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     Условия Флоке дают такие уравнения для коэффициентных векторов на концах одной 
ячейки периодической структуры: V A . Граничные условия на 

концах перекладины буквы Т имеют вид , 
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квадратной матрицей, зависящей от параметров   и  , а также от всех геометрических 
размеров системы. Требуется найти все (или некоторые) значения  , при которых задача 
имеет нетривиальные решения. Запишем эту задачу в виде ( )L u = 0.  Здесь   есть 
неизвестное волновое число,  есть оператор краевой задачи на собственные значения, 
включающий граничные условия и условия Флоке,  вектор неизвестных.  

L
u

     6. Метод гомотопии. Для решения мы предлагаем метод, основанный на 
использовании гомотопии [3], т.е. погружения задачи о собственных колебаниях в 
семейство задач, зависящих от параметра, который мы будем называть параметром 
гомотопии и обозначать  . Рассмотрим вместе с ( ) = 0L u  семейство краевых задач 

( , ) ( ) = 0.M u    Предполагаем, что ( ,1) = ( )M L   и оператор ( ,0)M   таков, что задача 

( ,0) = 0M u  имеет известное решение  (выражающееся аналитически через 

элеменарные функции) и соответствующее значение спектрального параметра 
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построения решения продифференцируем по  :  
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Заметим, что однородное уравнение  ( /M du d ) = 0  имеет нетривиальное решение ( )u  . 
Поэтому неоднородное уравнение имеет решение тогда и только тогда, когда имееет место 
условии ортогональности правой части каждому из решенией однородного уравнения. 
Отсюда получим задачу Коши для дифференциального уравнения: 

  1
/ = ( / ) ,d d M u u  ) , , (0) =u u 0.( /M           Метод гомотопии и метод 

проекционного сшивания позволяют строить эффективные алгоритмы численного и 
аналитического расчета собственных волн периодических лестничных структур. Работа 
выполнена при финансовой поддержке Российского Фонда фундаментальных 
исследований (проект 16-01-00690-а).  
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