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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ýëëèïñîèäàëüíûì ìåòîäàì â çàäà-

÷àõ óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Èññëåäîâàíèå ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì îáóñëîâëåíî ñóùåñòâîâàíèåì ïðî-

öåññîâ, çàêîíû ðàçâèòèÿ êîòîðûõ âêëþ÷àþò â ñåáÿ íå òîëüêî òåêóùåå ñîñòîÿ-

íèå, íî è ïðåäûñòîðèþ. Ïîäîáíûå ïðîöåññû âîçíèêàþò â ìåõàíèêå, ýëåêòðî-

äèíàìèêå, õèìèè, áèîëîãèè, ìåäèöèíå.

Âîçíèêàåò çàïàçäûâàíèå â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþ-

äåíèé. Çàïàçäûâàòü ìîãóò êàê ñàìè èçìåðåíèÿ, òàê è ïåðåäà÷à ñèãíàëîâ íà-

áëþäåíèé.

Â ìåõàíèêå ñèñòåìàìè ñ çàïàçäûâàíèåì îïèñûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ íàïðÿ-

æåííîé äå�îðìàöèè ðÿäà ìàòåðèàëîâ. Ýòî çàäà÷è íàñëåäñòâåííîé óïðóãîñòè

èëè âÿçêîóïðóãîñòè. À òàêæå çàäà÷è àýðîàâòîóïðóãîñòè, èçó÷àþùèå äâèæå-

íèÿ òåë ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé.

Â áèîëîãèè çàäà÷è ñ ïîñëåäåéñòâèåì âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ýâîëþöèè

ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, â ìåäèöèíå - ïðè îïèñàíèè �óíêöèîíèðî-

âàíèè ñèñòåì æèçíåäåÿòåëüíîñòè îðãàíèçìà (íàïðèìåð êðîâîîáðàùåíèÿ).

Àêòèâíîå èçó÷åíèå óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì íà÷àëîñü â 50-å ãîäà 20-

ãî âåêà. Èññëåäîâàíèåì òàêèõ óðàâíåíèé íà÷àëè çàíèìàòüñÿ À.Ä. Ìûøêèñ

[36-38℄ è Á.Ñ. �àçóìèõèí [32℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ðàñ-

ñìàòðèâàëîñü òîëüêî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. ×òî ñóùåñòâåííî îãðà-

íè÷èâàëî êðóã ðåøàåìûõ çàäà÷.

Íà÷àëî ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî ýòàïà ðàçâèòèÿ òåîðèè äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì ñâÿçàíî ñ èìåíåì Í.Í. Êðàñîâñêîãî [11-17℄.

Îí ïåðâûì ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü �óíêöèîíàëüíóþ ñòðóêòóðó ðåøåíèé

óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì [12℄. Ýòî ïîçâîëèëî âûâåñòè òåîðèþ óðàâíåíèé ñ

çàïàçäûâàíèåì íà óðîâåíü ñ òîé æå ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè êàê ó òåîðèè äëÿ

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ïðîäîëæèëèñü â ðàáîòàõ

�. Áåëëìàíà, Ê. Êóêà [4, 39℄, Äæ. Õåéëà [35, 40℄. Ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ñèñòå-

ìàìè ñ çàïàçäûâàíèåì ðàçâèòû â ðàáîòàõ Ñ.Í. Øèìàíîâà [37℄, Þ.Ñ. Îñè-

ïîâà [29℄, À.Á. Êóðæàíñêîãî [18-20℄, Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî [2℄, �.Ô. �àáàñîâà,

Ô.Ì. Êèðèëëîâîé [5℄, Í.Â. Àçáåëåâà [1℄, Ë.Ý. Ýëüñãîëüöà, Ñ.Á. Íîðêèíà [38℄,

�.À. Êàìåíñêîãî [8℄, A.M. Çâåðêèíà [6℄, À.Â. Êèìà [9℄, Í.Þ. Ëóêîÿíîâà [22℄.

Â ïîäõîäå Í.Í. Êðàñîâñêîãî èññëåäóåìóþ ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ýëåìåíòàìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèé ñ ïðåäûñòîðèÿìè. Ýòî ïîçâîëÿåò âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñîáåííîñòüþ ïðè-

ìåíåíèÿ êîòîðîãî áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñòðóêòóðà äàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàþùèåñÿ â �óíêöèîíàëü-

íîì ïðîñòðàíñòâå, òðåáóþò ââåäåíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé â äàííîì ïðî-

ñòðàíñòâå è ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ. �àçëè÷íûå ïîä-

õîäû ê ââåäåíèþ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïîñìîòðåòü â [2, 9, 22℄.

Äðóãîé ïðîáëåìîé ïðè ðàññìîòðåíèè äàííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêò-

íîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîäõîäû äëÿ

ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû õîðîøî èçâåñòíû äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè

ïàðàìåòðàìè - ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà [34℄, ìåòîä êâàçèðåøåíèé

Â.Ê. Èâàíîâà [7℄, ìåòîä êâàçèîáðàùåíèÿ Æ.-Ë. Ëèîíñà � �. Ëàòòåñà [21℄ è

äð.

Ïðè îáðàùåíèè ðåøåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ çàïàçäûâàíèåì ìîæíî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ìåòîäîì ïðÿìûõ [18℄, à òàêæå ñâåäåíèåì ê óðàâíåíèþ íåéòðàëüíî-

ãî òèïà [4℄. Â ïåðâîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ ñèñòåìó. Äëÿ íåå ïðè

ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ õîðîøî ðàçâèò ìåòîä ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâà-

íèÿ [55-58℄. Ñ ïîìîùüþ ýëëèïñîèäîâ îöåíèâàþòñÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è

ðàçðåøèìîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ èñêîìûõ ìíîæåñòâ è ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñèíòåç óïðàâëåíèÿ â ðåæèìå
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ðåàëüíîãî âðåìåíè. Èçâåñòíî ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ

çàäà÷. �àñøèðåíèå ãðàíèö ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷ ïîçâîëèò

ðåøàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷, âêëþ÷àÿ è çàäà÷è ñ çàïàçäûâàíèåì.

Öåëü ðàáîòû

Ïðèìåíèòü ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è öåëå-

âîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîñòðîèòü òðåáóåìûå �óíêöèîíàëû öåíû è ïîëó÷èòü äëÿ

íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ òèïà �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Âûïè-

ñàòü ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè.

Ïîñòðîèòü ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ çàäà÷

ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ñîâìåùàÿ ìåòîä ïðÿìûõ è ýëëèïñîèäàëüíîå èñ÷èñëåíèå ïîëó÷èòü àë-

ãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñèíòåçà äëÿ çàäà÷ ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ

ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîé ñòðîèòñÿ ñèíòåç óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ

ýëëèïñîèäàëüíûõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïîëó÷åíû ÿâíûé âèä �óíêöèîíàëà öåíû è óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûì çàïàç-

äûâàíèåì. �àññìîòðåíû ñëó÷àè íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàç-

ðåøèìîñòè.

Ïîëó÷åíû íîâûå �îðìóëû èñ÷åðïûâàþùèõ ýëëèïñîèäàëüíûõ îöåíîê äëÿ

ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â êîíå÷íîìåðíîì è �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñ ïîìîùüþ ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîñòðîåí àëãîðèòì âû÷èñëå-

íèÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè äëÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ëèíåé-

íîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíû-

ìè óðàâíåíèÿìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

�àáîòà íîñèò â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîäû, ðàçâèòûå â
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ðàáîòå, ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü îöåíêè ìíîæåñòâ, êîòîðûå àêòèâíî èñïîëüçó-

þòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Êàæäàÿ îöåíêà ñ÷èòàåòñÿ íåçàâèñèìî

îò äðóãîé, ÷òî ïîçâîëÿåò àêòèâíî ïîëüçîâàòüñÿ ñóïåðêîìïüþòåðíûìè âû÷èñ-

ëåíèÿìè. Àëãîðèòìû ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàáîòàòü â ðåàëüíîì

âðåìåíè, ÷òî ñóùåñòâåííî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Èñïîëüçîâàí ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

�óíêöèîíàëà öåíû è âûâîäà óðàâíåíèÿ òèïà �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Ñ

ïîìîùüþ ìåòîäîâ âûïóêëîãî àíàëèçà ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêèé âèä èñêîìîãî

�óíêöèîíàëà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîëó÷åíû

�îðìóëû èñ÷åðïûâàþùèõ ýëëèïñîèäàëüíûõ îöåíîê äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæè-

ìîñòè è ñèíòåç óïðàâëåíèÿ äëÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

�åçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íîì ñåìèíàðå �Ïðèêëàäíûå

çàäà÷è ñèñòåìíîãî àíàëèçà� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà À. Á. Êóðæàíñêîãî

íà êà�åäðå ñèñòåìíîãî àíàëèçà �àêóëüòåòà ÂÌÊ Ì�Ó èìåíè Ì.Â. Ëîìî-

íîñîâà, íà ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàðå �Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è òåîðèÿ îáîáùåí-

íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé �àìèëüòîíà-ßêîáè� (CGS'2005, Åêàòåðèíáóðã, 2005),

íà ñèìïîçèóìå �Óïðàâëåíèå óïðóãèìè êîëåáàíèÿìè� (Ïåðåñëàâëü-Çàëåññêèé,

2006), íà êîí�åðåíöèè �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ-2013� (Ìîñêâà, 2013), íà ÕÕ

Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèÿ ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ �Àâòîìàòèêà

- 2013�, (Íèêîëàåâ, Óêðàèíà, 2013), íà êîí�åðåíöèè �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ-

2014� (Ìîñêâà, 2014)

Ïóáëèêàöèè.

�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3-õ ðàáîòàõ [45-47℄, ñïèñîê êî-

òîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå�åðàòà. Âñå îíè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç

ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

�àáîòû [45, 47℄ ïîäãîòîâëåíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

�àáîòà [46℄ ïîäãîòîâëåíà ñîâìåñòíî ñ À.Í. Äàðüèíûì è À.Á Êóðæàí-

6



ñêèì. Èäåÿ èññëåäîâàíèé ïðèíàäëåæèò íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ àâòîðà, àêà-

äåìèêó À. Á. Êóðæàíñêîìó. Àâòîðîì ïîëó÷åíû �îðìóëû ýëëèïñîèäàëüíûõ

îöåíîê è ýëëèïñîèäàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëåíèé. À.Í. Äàðüèí ïðîâåë ÷èñëåí-

íîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà

ëèòåðàòóðû.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâ-

íåíèÿìè ñ çàïàçäûâàíèåì. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî

â ðàáîòå [47℄.

�àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì:

ẋ(τ) = A0(τ)x(τ) + A1(τ)x(τ − h) + B(τ)u(τ), τ ∈ [t0, t1],

xt(τ) = x∗(τ), τ ∈ [−h, 0].

ñ ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå:

u(τ) ∈ P (τ) ïðè τ ∈ [t0, t1]

ãäå P (τ) � íåïðåðûâíàÿ ïî ìåòðèêå Õàóñäîð�à �óíêöèÿ, çíà÷åíèÿìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå êîìïàêòû â ïðîñòðàíñòâå R
n
.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà X0 íà-

÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé íà ìíîæåñòâî M.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òåêóùåé ïîçèöèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Òåêóùàÿ ïîçèöèÿ {t, xt(·)} ñèñòåìû åñòü ïàðà, ñîñòîÿ-

ùàÿ èç òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè t è �óíêöèè xt(·) � ðåøåíèÿ â òåêóùèé

ìîìåíò âðåìåíè âìåñòå ñ ïðåäûñòîðèåé íà èíòåðâàëå [t− h, t).
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Â ñèëó �óíêöèîíàëüíîé ïðèðîäû òåêóùåãî �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿ (äëÿ

ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè òðåáóåòñÿ çíàòü ïðåäûñ-

òîðèþ íà îòðåçêå [t − h, t]) âîçìîæíû äâå ïîñòàíîâêè - �óíêöèîíàëüíàÿ è

êîíå÷íîìåðíàÿ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïîïàñòü â öåëåâîå ìíîæåñòâîM(·) ñîñòîÿíèé,

çàäàííûõ â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå H = L2[−h, 0]×R
n
: Â ÷àñòíîñòè,

åñëè òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, òî íåîáõîäèìî óäåðæè-

âàòü ñèñòåìó â ýòîì ñîñòîÿíèè â ïðîñòðàíñòâå R
n
â òå÷åíèè âñåãî îòðåçêà

âðåìåíè äëèòåëüíîñòüþ h. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî M(·) ñîñòîèò èç íóëå-

âîé �óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà H.

Âî âòîðîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïîïàñòü âî ìíîæåñòâî M êîíå÷íîìåðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà R
n
. Çäåñü îòñóòñòâóåò òðåáîâàíèå óäåðæàòü ñèñòåìó â ýòîì

ìíîæåñòâå ïîñëå ïîïàäàíèÿ â íåãî. Âîçìîæíû äâà êëàññà óïðàâëåíèé � ïðî-

ãðàììíûå u(t) è ñèíòåçèðîâàííûå U(t, xt(·)).

Îáå ïîñòàíîâêè ïîäðàçóìåâàþò ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòèXt[·]

è ðàçðåøèìîñòè Wt[·], ÿâëÿþùèìèñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâàìè âñåâîç-

ìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû äîñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè ñèñòåìû è

ñîñòîÿíèé, îòêóäà ìîæíî ïîïàñòü â öåëåâîå ìíîæåñòâî:

Xt[·] = Xt(·, t0, X
0(·)) =

⋃

{xt(·, t0, xt0(·), u(·))},

Wt[·] =
⋃

{x∗(·) ∈ H | ∃u(·) ∈ U [t, t1] : xt1(·, t, x
∗(·), u(·)) ∈ M(·)}.

Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íîìåðíàÿ è �óíêöèîíàëüíàÿ ïîñòàíîâêè

çàäà÷è öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ íå â çàäàííîå âðåìÿ, à â òå÷åíèå íåêîòîðîãî èí-

òåðâàëà. Â ýòîé ïîñòàíîâêå òðåáóåòñÿ ïîïàäàíèå òðàåêòîðèè ñèñòåìû â òðå-

áóåìîå ìíîæåñòâî íå â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, à â ëþáîé ìîìåíò

âðåìåíè â òå÷åíèè âñåãî çàäàííîãî îòðåçêà. Òî åñòü, äëÿ çàäà÷è öåëåâîãî

óïðàâëåíèÿ âî ìíîæåñòâî M(·) òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü óñëîâèå xτ (·) ∈ M(·),

ïðè êàêîì ëèáî ìîìåíòå âðåìåíè τ ∈ [t0, t1]. Îñîáåííîñòüþ äàííûõ çàäà÷

áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâûïóêëàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàç-
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ðåøèìîñòè.

Êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì ïðè íàõîæäåíèè ââåäåííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ �óí-

êöèîíàë öåíû V (t, xt(·)), çàâèñÿùèé îò òåêóùåé ïîçèöèè, è ìíîæåñòâàìè

óðîâíÿ êîòîðîãî áóäåò èñêîìîå ìíîæåñòâî. È äëÿ âñåõ çàäà÷ áóäåò âàæíûì

îïðåäåëåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè èëè ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà êàê äëÿ

�óíêöèîíàëîâ, òàê è äëÿ ìíîæåñòâ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ýòè

îáúåêòû ðåêóððåíòíî, òåì ñàìûì óìåíüøàÿ îáúåì âû÷èñëåíèé.

Ôóíêöèîíàë öåíû V (t, x∗(·)) ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë:

V (t, x∗(·) | τ, ϕ(·)) = min
u(·)∈U [t,τ ]

{ϕ(xτ(·, t, x
∗(·), u(·))) | xt(·) = x∗(·)},

V (t, x∗(·)) = V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)),

V (t1, x
∗(·)) = d2(x∗(·),M(·)), x∗(·) ∈ H.

Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ïîëóãðóïïîâîìó ñâîéñòâó:

V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)) = V (t, x∗(·) | τ, V (τ, · | t1, V (t1, ·))), ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1.

À ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîæåñòâà óðîâíÿ:

Wt[·] =
⋃

{x∗(·) ∈ H | V (t, x∗(·)) ≤ 0}.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà ìîæíî ïîëó÷åíî ÿâíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå �óíêöèîíàëà öåíû V (t, xt(·)), çàäàâàåìîå �îðìóëàìè

V (t, x∗(·)) = max
l(·)∈H

ϕ(t, x∗(·), l(·)).

Çäåñü

ϕ(t, x∗(·), l(·)) = 〈l(·), x∗(·)〉+
〈

LS ′
t1
(·, t)l(·), x(0)

〉

−

−
t1
∫

t

ρ
(

−LB′(τ)S ′
t1(·, τ)l(·)

∣

∣P (τ)
)

dτ+

+
t
∫

t−h

〈

LA′
1(τ + h)S ′

t1
(·, τ + h)l(·), x(τ − t)

〉

dτ − ρ ( l(·)|M(·))− 1/4 〈l(·), l(·)〉 ,

La∗(·) = a∗(0) +

0
∫

−h

a∗(τ)dτ,
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x∗(τ) = x(τ + t1 − t), τ ∈ [−h, t− t1), x∗(τ) = 0, τ ∈ [t− t1, 0].

Â ñëó÷àå t1 ≥ t+ h �óíêöèÿ x∗(τ) = 0 ïðè τ ∈ [−h, 0].

Äîêàçàíî, ÷òî äàííûé �óíêöèîíàë öåíû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿ �à-

ìèëüòîíà - ßêîáè - Áåëëìàíà:

∂V (t, x∗(·))

∂t
+

〈

∂V (t, x∗(·))

∂x0(·)
,
dx0(·)

dτ

〉

+

+

〈

∂V (t, x∗(·))

∂x0
, A0(t)x(0) +A1(t)x(−h)

〉

−ρ

(

−B′(t)
∂V (t, x∗(·))

∂x0

∣

∣

∣

∣

P (t)

)

= 0,


 îãðàíè÷åíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t1:

V (t1, x
∗(·)) = d2(x∗(·),M(·)).

Ñëó÷àé êîíå÷íîìåðíîãî öåëåâîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

çàäà÷è ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì öåëåâûì ìíîæåñòâîì. Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè

è �óíêöèîíàë öåíû íàõîäÿòñÿ ïî âûøåîïèñàííûì �îðìóëàì, êîòîðûå ñîõðà-

íÿþò ñâîé âèä. Îòëè÷èå ïðîÿâèòñÿ òîëüêî â êðàåâîì óñëîâèè, êîòîðîå áóäåò

êîíå÷íîìåðíûì.

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà ñòðîèòñÿ âîîáùå ãî-

âîðÿ ìíîãîçíà÷íûé ñèíòåç óïðàâëåíèé:

U(t, xt(·)) = Argmin
u∈P (t)

〈

B′(t)
∂V (t, xt(·))

∂x0
, u

〉

.

Ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé

V (t, xt(·), zt1(·) | τ, ϕ(·, ·)) = min
u(·)∈U [t,τ ]

{ϕ(xτ(·, t, xt(·), u(·)), zt1(·))}.

V (t, xt(·), zt1(·)) = V (t, xt(·), zt1(·) | t1, V (t1, ·, ·)),

V (t1, x
∗(·), z∗(·)) = d2(x∗(·), z∗(·)), x∗(·) ∈ H, z∗(·) ∈ H.

ââîäèòñÿ �óíêöèîíàë öåíû V (t, xt(·), zt1(·)) äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà äî-

ñòèæèìîñòè. Äëÿ êîòîðîãî òàêæå âûâîäÿòñÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè è óðàâ-

íåíèå �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âûïóêëîãî àíàëèçà

íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå.
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Äëÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â òå÷åíèå çàäàííîãî ïðî-

ìåæóòêà âðåìåíè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèîíà-

ëû öåíû.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ èñ÷åðïûâàþùèõ ýëëèïñîèäàëü-

íûõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ îöåíîê ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ó ëèíåéíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

óïðàâëåíèå. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå [45℄.

Çàäàåòñÿ ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì

ẋ(τ) = A0(τ)x(τ) + A1(τ)x(τ − h) + B(τ)u(τ), τ ∈ [t0, t1],

xt(τ) = x∗(τ), τ ∈ [−h, 0].

íà îòðåçêå [t0, t1].

�åøåíèå ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

òàê è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àþòñÿ äâå ïîñòàíîâêè - êîíå÷íîìåðíàÿ è �óíêöè-

îíàëüíàÿ.

Íà óïðàâëåíèå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ýëëèïñîèäàëüíûå îãðàíè-

÷åíèÿ:

u(τ) ∈ E(q(τ), Q(τ)) ïðè τ ∈ [t0, t1],

x0(τ) ∈ E(x0(τ), X0(τ)), τ ∈ [t0 − h, t0].

Ïîä E(q, Q), ãäå q ∈ R
n
, Q ∈ R

n×n
, Q′ = Q ≥ 0, áóäåì ïîíèìàòü ýë-

ëèïñîèä ñ öåíòðîì q è ìàòðèöåé Q, òî åñòü âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

îïðåäåëÿåìîå îïîðíîé �óíêöèåé

ρ ( l| E(q, Q)) = 〈q, l〉+ 〈l, Ql〉1/2 .

Â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñóì-

ìîé ýëëèïñîèäà è èíòåãðàëà îò ýëëèïñîèäà. Ïîýòîìó èñïîëüçóÿ àïïàðàò âíóò-

ðåííåãî ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ([43℄, ñ.204) ïîëó÷àþòñÿ ÿâíûå èñ÷åð-
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ïûâàþùèå ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòèX[t] åñòü îáú-

åäèíåíèå ýëëèïñîèäîâ ïî âñåâîçìîæíûì T (·), T0, T0(·):

X[t] =
⋃

{E(x−(t), X−(t))|T (·), T0, T0(·)}.

�äå

X−(t) = Q∗(t)′Q∗(t),

Q̇∗(τ) = Q∗(τ)A′
0(τ) +Q∗(τ − h)A′

1(τ) + T (τ)Q1/2(τ)B′(τ), τ ∈ [t0, t],

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

Q∗(τ) = T0(τ)X
1/2
0 (τ), τ ∈ [t0 − h, t0].

Âûáîðîì ìàòðèö T0(·) è T (·) ([43℄, ñ.204) ìîæíî äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ

îïîðíûõ �óíêöèé ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è âíóòðåííåé îöåíêè äëÿ ëþáîãî

çàðàíåå �èêñèðîâàííîãî âåêòîðà l èç Rn
:

Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ äëÿ âíåøíèõ îöåíîê.

Ïðèâåäåíû ãðà�è÷åñêèå èëëþñòðàöèè ïîñòðîåíèÿ âíåøíèõ è âíóòðåí-

íèõ îöåíîê.

Â �óíêöèîíàëüíîì ñëó÷àå òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ïîëó÷èòü âíóòðåííèå èñ-

÷åðïûâàþùèå îöåíêè ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ ìîæ-

íî âû÷èñëÿòü ðåêêóðåíòíî.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíà àïïðîêñèìàöèÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ìå-

òîäà ïðÿìûõ. Îáîáùåí ðåçóëüòàò [18℄ íà ñëó÷àé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì.

Ïðè íàõîæäåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé âîçìîæíû äâà ïîäõîäà. Àï-

ïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèé è àïïðîêñèìàöèÿ ñàìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â äàííîì

ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ âòîðîé ïîäõîä. Íåîáõîäèìîñòü ðåãóëÿðèçàöèè âûçâàíà

íåêîððåêòíîñòüþ çàäà÷è íà ïîèñê ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè, òðåáóåìîãî ïðè

ïîèñêå ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

�àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì

ẋ(τ) = A0(τ)x(τ) + A1(τ)x(τ − h) + B(τ)u(τ), τ ∈ [t0, t1],
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xt(τ) = x∗(τ), τ ∈ [−h, 0].

íà îòðåçêå [t0, t1] ñ îãðàíè÷åííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

‖x0(·)‖ ≤ K1.

Óïðàâëåíèå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷èâàåòñÿ äëÿ τ ∈ [t0, t1]:

‖u(τ)‖ ≤ K2, åñëè u(τ) ∈ P (τ), τ ∈ [t0, t1]

Ýòà ñèñòåìà ìîæíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẏ0(t) = A0(t)y0(t) + A1(t)ym(t) +B(t)u(t),

ẏ1(t) =
m
h (y0(t)− y1(t)),

...

ẏm(t) =
m
h (ym−1(t)− ym(t)),

ãäå yi(t) ∈ R
n
, i = 0, 1, ..., m.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

y0(t0) = x0(0), yi(t0) =
m

h

(−i+1)h/m
∫

−ih/m

x0(τ)dτ, i = 1, 2, ..., m.

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Äëÿ ëþáûõ ε > 0, δ > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî M(ε, δ) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî m >

M(ε, δ) ðàâíîìåðíî ïî âñåì íà÷àëüíûì �óíêöèÿì x0(·) è óïðàâëåíèÿì u(·),

óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíûì îãðàíè÷åíèÿì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

‖x(t− ih/m)− yi(t)‖C[t0+h+δ,t1] < ε, i = 0, 1, ..., m.

Èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðåøèòü çàäà÷ó ñèíòåçà äëÿ ïðèáëèæåííîé

ñèñòåìû ( ïðè ýòîì óïðàâëåíèå è íà÷àëüíîå óñëîâèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü

ñîîòâåòñòâóþùèì îãðàíè÷åíèÿì) è ïîäñòàâèòü íàéäåííûé ñèíòåç â èñõîäíóþ

ñèñòåìó, òî â ðåçóëüòàòå îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîïàäàíèå íà öåëåâîå ìíîæåñòâî ñ

òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.
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Äëÿ ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ïðèâåäåíî äîêàçàòåëü-

ñòâî ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðÿìûõ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûê-

íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìó ñ çà-

ïàçäûâàíèåì. Îñíîâíûå ìåòîäû è âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàííîé ãëàâå,

îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [46℄.

Ââîäèòñÿ �óíêöèÿ öåíû

V (t, x) = min
u

d2(x(t1),M).

Äàííàÿ �óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëë-

ìàíà

∂V (t, x)

∂t
+ min

u∈P (t)

〈

∂V (t, x

∂x
, A(t)x+B0(t)u

〉

V (t1, x)t = d2(x(t1),M)

Òðåáóåìûé ñèíòåç óïðàâëåíèÿ çäåñü ñîñòîèò èç ìèíèìèçàòîðîâ u:

U(t, x) = Argmin
u∈P (t)

〈

B′
0(t)

∂V (t, x)

∂x
, u

〉

.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé �óíêöèÿ öåíû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìíîæåñòâî ðàç-

ðåøèìîñòè W [t]:

V (t, x) = d2(X(t1, t)x,X(t1, t)W [t]).

V (t, x) = max
l

{〈X ′(t1, t)l, x〉 − ρ (X ′(t1, t)l|W [t])−
1

4
〈l, l〉} =

= max
l

{〈l, x〉 − ρ ( l|W [t])−
1

4
〈X ′(t, t1)l, X

′(t, t1)l〉}

U(t, x) = Argmin
u∈P (t)

〈

B′
0(t)l

0, u
〉

,

ãäå l0- ìàêñèìèçàòîð â ïðåäûäóùåì âûðàæåíèè.

Íî ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû âåëèêà, äàííûå âûðàæåíèÿ, íåñìîò-

ðÿ íà ñâîé ÿâíûé âèä, îáëàäàþò áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ. Íî

åñëè çàìåíèòü òî÷íîå ìíîæåñòâî W [t] íà åãî âíóòðåííþþ ýëëèïñîèäàëüíóþ
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îöåíêóW[t] òî âûðàæåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòÿòñÿ. Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå ìî-

æåò áûòü íàéäåíî ïî òåì æå �îðìóëàì, íî ñ çàìåíîé òî÷íîãî ìíîæåñòâàW [t]

íà åãî âíóòðåíþþ îöåíêó Z[t].

Ïðè ýëëèïñîèäàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óïðàâëåíèå è öåëåâîå ìíîæåñòâî

ñòðîÿòñÿ âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè E(x−(t), X−(t)). È íà èõ îñíîâå

ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèé.

U(t, x) = Argmin
u∈E(p(t),P (t))

〈

B′
0(t)l

0, u
〉

,

Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìèçàòîð l0, íåîáõîäè-

ìûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèÿ, ìîæåò áûòü íàéäåí êàê

l0 = 2λ(X−(t) + λF (t))−1(x(t)− x−(t)),

F (t) = X ′(t, t1)X(t, t1),

ãäå λ � åäèíñòâåííûé íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

〈X−(t) + λF (t))−1(x(t)− x−(t)), X−(t)(X−(t) + λF (t))−1(x(t)− x−(t)〉 = 1,

èëè l0 = 0, åñëè íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé íåò.

Ïðèâåäåíû ãðà�è÷åñêèå èëëþñòðàöèè ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííèõ îöåíîê è

ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó-

÷åííûå â äèññåðòàöèè, à òàêæå ðåêîìåíäàöèè è ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàç-

ðàáîòêè òåìû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Ïîëó÷åí ÿâíûé âèä äëÿ ðàçëè÷íûõ �óíêöèîíàëîâ öåíû, èñïîëüçóå-

ìûõ ïðè íàõîæäåíèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè äëÿ ëèíåéíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì.

2. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ òèïà �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà äëÿ ñèñòåì ñ

çàïàçäûâàíèåì è äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèîíàëû öåíû èì óäîâëåòâîðÿþò.

3. Ïîëó÷åíû èñ÷åðïûâàþùèå âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè äëÿ

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì â êîíå÷íîìåðíîì è
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�óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâàõ, âíåøíèå îöåíêè â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå.

4. Ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è ñèíòåçà äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíè-

åì. Ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì ïðÿìûõ ïîëó÷åíà

ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ýëëèïñîèäàëüíîãî ñèíòåçà â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ñèíòåç óïðàâëåíèé â ðåæèìå

ðåàëüíîãî âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, à òàêæå îöåíêè

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè. Ïîëó÷åííûå ñõåìû ìîãóò áûòü äî-

âåäåíû äî àëãîðèòìîâ äëÿ ðàñ÷åòà íà ÝÂÌ. Ïðè÷åì, â ñõåìàõ îöåíèâàíèÿ

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè êàæäàÿ îöåíêà ñ÷èòàåòñÿ íåçàâè-

ñèìî îò äðóãèõ. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ðàñïàðàëëåëåíû, òåì

ñàìûì ïîçâîëÿÿ îñóùåñòâëÿòü âû÷èñëåíèÿ ãîðàçäî áûñòðåå, è ìîãóò áûòü

ðåêîìåíäîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà íà ñóïåðêîìïüþòåðàõ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåìû ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ðàñøèðåíèå êðó-

ãà ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Äîáàâëåíèå èçìåðåíèé, îøèáîê è çàïàçäûâàíèÿ

â èçìåðåíèÿ. Äîáàâëåíèå íåîïðåäåëåííîñòè â äèíàìèêó ñèñòåìû. �àññìîò-

ðåíèå ãðóïïîâîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Âñå ýòî íîñèò

âåñüìà àêòóàëüíûé õàðàêòåð è ïðåäîñòàâëÿåò øèðîêîå ïîëå äëÿ äàëüíåéøèõ

èññëåäîâàíèé.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ àêàäåìèêà Àëåêñàíäðà

Áîðèñîâè÷à Êóðæàíñêîãî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðà-

áîòå, öåííûå çàìå÷àíèÿ è áåçãðàíè÷íîå òåðïåíèå.

Àâòîð áëàãîäàðèò êîëëåêòèâ êà�åäðû ñèñòåìíîãî àíàëèçà, íà êîòîðîé

îí îáó÷àëñÿ è ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû

ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè � ÍØ-2692.2014.1,
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