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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Среди многочисленных на-
правлений качественной теории дифференциальных уравнений тео-
рия устойчивости решений дифференциальных систем занимает осо-
бое место в силу присущего ей сочетания теоретической значимо-
сти с близостью к практическим приложениям. А.М.Ляпуновым [31]
в рамках предложенного им так называемого первого метода иссле-
дования устойчивости обыкновенных дифференциальных систем бы-
ла разработана теория характеристических показателей, получившая
развитие в работах многих авторов. Приведём далеко не полный
список тех из них, кто внёс существенный вклад в эту теорию:
Р.Э.Виноград [14, 15], Б.Ф.Былов [7, 8], В.М.Миллионщиков [36–38],
Н.А.Изобов [21, 25, 26], М.И.Рахимбердиев [45, 46], И.Н.Сергеев [47,
48], А.В.Ильин [29, 30], Е.А.Барабанов [4, 5], С.Н.Попова [43, 44],
Е.К.Макаров [33,34], О.И.Морозов [41,42], А.С.Фурсов [57,58], А.Н.Ве-
тохин [12,13], В. В.Быков [9,10], Ю.И.Дементьев [16,17] и другие. Здесь
указаны далеко не все работы каждого автора, а исчерпывающую (на
настоящий момент) библиографию по этим вопросам можно найти в об-
зорах [24,28] и монографиях [6,19].

Теория характеристических показателей идейно восходит к оценкам
роста нормы решения системы в специальных упорядоченных шкалах, в
качестве которых, как правило, выбираются экспоненциальные. Введён-
ный самим А.М.Ляпуновым (1892 г.) показатель, называющийся сейчас
верхним характеристическим, оценивает сверху рост нормы решения в
экспоненциальной шкале. Этот показатель активно используется при ис-
следовании устойчивости и неустойчивости по Ляпунову решений систем
и детально изучен к настоящему времени. Вслед за верхним характери-
стическим позже были определены и другие показатели: нижние харак-
теристические показатели Перрона [64], степенные показатели Демидо-
вича [18], экспоненциальные и σ-показатели Изобова [23, 26], централь-
ные показатели Винограда–Миллионщикова [15], генеральные (особые)
показатели Боля–Персидского [19,59], вспомогательные показатели Мил-
лионщикова [39,40].

Возникший, таким образом, целый набор показателей ляпуновско-
го типа отвечает на разнообразные вопросы о свойствах решений ли-
нейных систем, начиная от исследования различных типов устойчиво-
сти и заканчивая изучением зависимости асимптотических характери-
стик решений от возмущений системы. Ближайшим к исходному пока-
зателю Ляпунова, по-видимому, является нижний характеристический
показатель Перрона, оценивающий снизу рост нормы решения диффе-
ренциальной системы в экспоненциальной шкале. Этот показатель при-
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меняется для изучения неустойчивости решений по Ляпунову и устой-
чивости по Перрону [53, 54]. Показатель Перрона исследовался в ра-
ботах О.Перрона [64], Н.А.Изобова [21, 22, 27], Е.А.Барабанова [1–4],
И.Н.Сергеева [49, 50, 53, 54], А.В.Филипцова [55, 56], A.Czornik [60, 61],
M.Niezabitowski [62, 63] (более полные библиографии по этому вопросу
можно найти, например, в обзорах [24,28] и монографии [19]).

Нижний характеристический показатель был впервые введён О.Пер-
роном в 1930 году в работе [64]. Там же автором было подмечено одно
из принципиальных отличий введённого показателя от верхнего характе-
ристического. Как известно [6, §3], набор значений показателя Ляпунова
на ненулевых решениях фиксированной n-мерной системы состоит из не
более чем n различных чисел. В статье [64] О.Перрон приводит пример
двумерной диагональной системы, на решениях которой нижний харак-
теристический показатель принимает три различных числовых значе-
ния.

Исследования свойств спектра (множества значений) показателя
Перрона на множестве решений заданной системы продолжились во вто-
рой половине XX века белорусской школой математиков. Н.А.Изобов в
работах [20, 21] показал, что n-мерная диагональная система имеет не
более 2n − 1 нетривиальных решений с попарно различными значения-
ми нижнего показателя. Достижимость этой оценки для произвольной
размерности (для случая n = 3 она была установлена уже в работе [20])
была доказана Е.А.Барабановым в статье [1].

В работе [20] Н.А.Изобовым приводится пример недиагональной сис-
темы с неограниченными коэффициентами, имеющей континуум нетри-
виальных решений с попарно различными значениями нижнего показа-
теля, а в статье [21] удаётся реализовать континуальный спектр показа-
теля Перрона на решениях ограниченной двумерной системы.

При этом оказывается, что спектр показателя Перрона линейной
системы, рассматриваемый как подмножество числовой прямой, может
быть устроен довольно разнообразно. В работе [21] Н.А.Изобов доказал,
что спектр нижнего характеристического показателя системы с неогра-
ниченными коэффициентами может быть числовым подмножеством по-
ложительной меры Лебега, а в работе [22] построил двумерную ограни-
ченную систему, нижние показатели решений которой заполняют цели-
ком отрезок [0, 1].

Окончательно вопрос о структуре спектра показателя Перрона ли-
нейной системы с ограниченными коэффициентами был решён Е.А.Ба-
рабановым. В статье [2] им было доказано, что спектр нижнего харак-
теристического показателя такой системы может совпадать с любым
ограниченным и замкнутым сверху суслинским подмножеством число-
вой прямой. Развитие этого результата на случай некоторых нелинейных
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систем приводится в работе [4].
Учитывая то, что спектр показателя Перрона линейной даже огра-

ниченной системы может быть устроен крайне сложно, особый интерес
представляет вопрос о распределении значений показателя Перрона по
решениям заданной системы.

Как известно [6,19], почти на всех решениях заданной линейной систе-
мы реализуется максимальное на пространстве её решений значение по-
казателя Ляпунова. Оказалось [3,21,27], что схожим свойством обладает
и показатель Перрона: почти все по мере Лебега решения n-мерной огра-
ниченной системы, начинающиеся на k-мерной (k = 1, . . . , n) аффинной
плоскости, имеют нижний показатель, равный наибольшему из нижних
показателей рассматриваемых решений. Аналогичный вопрос для систем
с неограниченными на полуоси коэффициентами оставался открытым.

Обобщая указанное свойство распределения значений верхнего и
нижнего характеристических показателей по решениям линейных систем
с ограниченными коэффициентами, И.Н.Сергеев в работе [51] дал опре-
деление метрической типичности и метрической существенности значе-
ния произвольного показателя системы. В работе [52] им же предложено
альтернативное определение типичности и существенности значения по-
казателя системы с топологической точки зрения. В работах [51,52] были
поставлены вопросы о наличии метрической типичности максимально-
го значения показателя Перрона, принимаемого на решениях системы с
неограниченными коэффициентами, а также о наличии топологической
типичности или хотя бы существенности максимального значения по-
казателя Перрона, принимаемого на решениях ограниченной линейной
системы.

Цель работы. Целью настоящей диссертационной работы являет-
ся исследование свойств распределения значений показателя Перрона
по решениям произвольной линейной дифференциальной системы (как
с ограниченными, так и с неограниченными коэффициентами) и, в част-
ности, наличия у этого распределения типичных или существенных в
метрическом или топологическом смысле значений.

Научная новизна. В диссертации доказаны следующие основные
утверждения:

• существуют системы с ограниченными коэффициентами, на решени-
ях которых показатель Перрона не имеет ни одного топологически
типичного и даже топологически существенного значения;

• точная верхняя грань показателя Перрона на решениях любой систе-
мы с неположительным значением показателя Ляпунова её опера-
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тор-функции достижима и метрически типична;

• существуют системы с любым наперёд заданным положительным
значением показателя Ляпунова их оператор-функций, на решениях
которых показатель Перрона не имеет ни одного метрически типич-
ного и даже метрически существенного значения;

• точная верхняя грань показателя Перрона на решениях любой диа-
гонализуемой слабым ляпуновским преобразованием системы дости-
жима и метрически типична;

• отображение, сопоставляющее каждому ненулевому решению систе-
мы с неограниченными коэффициентами значение его показателя
Перрона, может оказаться произвольной непрерывной функцией с
естественными ограничениями.

Методы исследования. В работе применяются аналитические
методы качественной теории дифференциальных уравнений, теории
устойчивости, линейной алгебры, математического анализа. В доказа-
тельствах ряда утверждений используются методы, которые обобщают
и развивают техники, предложенные в работах Н.А.Изобова [21,27].

Положения, выносимые на защиту. В диссертации выносятся
на защиту следующие основные положения:

• метод построения линейных дифференциальных систем с ограничен-
ными коэффициентами, на решениях которых показатель Перрона не
имеет ни одного топологически существенного значения;

• доказательство достижимости и метрической типичности точной
верхней грани показателя Перрона на решениях всякой систе-
мы с неположительным значением показателя Ляпунова её опера-
тор-функции;

• метод построения линейных дифференциальных систем с любым на-
перёд заданным положительным значением показателя Ляпунова их
оператор-функций, на решениях которых показатель Перрона не име-
ет ни одного метрически существенного значения;

• доказательство включения всех непрерывных функций, удовлетворя-
ющих естественным ограничениям, в класс отображений, сопоставля-
ющих ненулевым решениям линейной дифференциальной системы с
неограниченными коэффициентами значения их показателей Перро-
на.
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Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит
теоретический характер. Полученные результаты могут быть использо-
ваны в дальнейших исследованиях специалистами по качественной тео-
рии дифференциальных уравнений.

Апробация работы. Автор выступал с докладами по теме диссер-
тации на следующих научных семинарах:

• Семинар по качественной теории дифференциальных уравнений
кафедры дифференциальных уравнений механико-математического
факультета МГУ под рук. проф. И.В.Асташовой, проф. А.В.Бо-
ровских, проф. Н.Х.Розова, проф. И.Н.Сергеева (неоднократно:
2013–2017 гг.);

Содержащиеся в диссертации результаты докладывались автором на
следующих конференциях:

• Международная научная конференция студентов, аспирантов и мо-
лодых учёных «Ломоносов — 2013» (г. Москва, апрель 2013 г.), при-
суждена первая премия;

• XVI Международная научная конференция по дифференциальным
уравнениям «Еругинские чтения — 2014» (Республика Беларусь,
г. Новополоцк, май 2014 г.);

• II Международная научная конференция «Осенние математические
чтения в Адыгее» (г. Майкоп, октябрь 2017 г.);

• XVIII Международная научная конференция по дифференциаль-
ным уравнениям «Еругинские чтения — 2018» (Республика Беларусь,
г. Гродно, май 2018 г.);

• Международная конференция по дифференциальным уравнениям и
динамическим системам 2018 (г. Суздаль, июль 2018 г.).

Публикации. Личный вклад автора По теме диссертации опуб-
ликовано 9 печатных работ. Из них 3 статьи с переводом в научных жур-
налах из списков ВАК, RSCI, SCOPUS, Web of Science, 2 аннотации до-
кладов, 4 статьи в сборниках трудов конференций. Работ в соавторстве
нет.

Все представленные в диссертации результаты являются новыми и
получены лично автором.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из вве-
дения, четырёх глав, разделённых на параграфы, заключения и списка
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литературы. Работа изложена на 89 страницах. Библиография содер-
жит 73 наименования.

Краткое содержание диссертации

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, опре-
деляется цель работы и кратко излагаются основные определения и ре-
зультаты диссертации.

В работе под Rn понимается произвольное n-мерное пространство,
наделённое евклидовой нормой | · |, а под L(Rn) и Sn−1 — пространство
его линейных преобразований с операторной нормой и соответственно
единичная сфера с центром в нуле в пространстве Rn. Для всякого линей-
ного пространства X через X∗ в работе обозначается подмножество его
ненулевых векторов, а также для каждого вектора v ∈ Rn

∗ через span(v)
обозначается его линейная оболочка. Кроме того, нетривиальной плос-
костью в линейном пространстве называется любое содержащее более
одной точки аффинное подпространство, отличное от одномерной пря-
мой, содержащей нулевой вектор.

Для каждого n ∈ N черезMn в работе обозначается множество ли-
нейных дифференциальных систем

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ def
= [0,+∞), (1)

оператор-функции A : R+ → L(Rn) которых кусочно непрерывны и, во-
обще говоря, не ограничены. Считается, что множество точек разрыва
кусочно непрерывного отображения из полупрямой R+ в нормированное
пространство не имеет точек накопления, а само отображение в каж-
дой точке разрыва имеет пределы слева и справа. При этом решени-
ями системы (1) с кусочно непрерывной функцией A по определению
считаются только непрерывные кусочно дифференцируемые функции.
Каждая система (1) в работе отождествляется с задающей её оператор-
функцией A. В частности, пишется A ∈ Mn и система называется огра-
ниченной (неограниченной, бесконечно гладкой), если соответствующим
свойством обладает функция A.

Для системы A ∈ Mn через S(A) и S∗(A) в работе обозначают-
ся множества всех и соответственно всех ненулевых её решений, а че-
рез ιA : S(A) → Rn — естественный линейный изоморфизм, заданный
равенством ιA(x)

def
= x(0), x ∈ S(A). Кроме того, полагается

S def
=
⋃
n∈N

⋃
A∈Mn

S(A), S∗
def
=
⋃
n∈N

⋃
A∈Mn

S∗(A).

8



Определение 1 [6]. Показателем Ляпунова отображения f : R+ →
→ X полупрямой в пространство X с нормой | · | называется величи-
на χ(f), заданная равенством

χ(f)
def
= lim

t→∞

1

t
ln |f(t)|,

в котором значение логарифма от нуля полагается равным −∞.

Определение 2 [19,64]. 1. Показателем Перрона называется функ-
ционал π : S → R def

= R t {−∞,+∞}, заданный равенствами

π(x)
def
= lim

t→∞

1

t
ln |x(t)|, x ∈ S∗, π(0)

def
= −∞.

2. Для системы A ∈ Mn назовём отображение π ◦ ι−1A : Rn → R
распределением показателя Перрона по решениям этой системы и обо-
значим его через πA.

Из определения немедленно вытекает, что показатель Перрона ин-
вариантен относительно умножения функции-аргумента на ненулевые
скаляры, а значит, значения функции πA на всех коллинеарных нену-
левых векторах совпадают между собой. Таким образом, функция πA
однозначно определяется своим сужением на сферу Sn−1. Более того, в
диаметрально противоположных точках этой сферы функция πA также
заведомо принимает одинаковые значения.

Определение 3 [51]. 1. Для отображения f : X → Y измеримого
пространства X во множество Y значение y ∈ Y называется метри-
ческим типичным или метрически существенным, если полный про-
образ f−1(y) ⊂ X является подмножеством полной меры или соответ-
ственно хотя бы содержит подмножество положительной меры в про-
странстве X.

2. Для системы A ∈ Mn и аффинного подпространства P ⊂ S(A)
размерности k 6 n величину ξ ∈ R назовём метрически типичным
или метрически существенным на P значением показателя Перрона,
если это значение метрически типично или соответственно метрически
существенно для отображения πA|ιA(P) в смысле k-мерной меры Лебега
на аффинном подпространстве ιA(P) ⊂ Rn.

Определение 4 [52]. 1. Для отображения f : X → Y топологическо-
го пространства X во множество Y значение y ∈ Y называется тополо-
гически типичным или топологически существенным, если дополнение
к полному прообразу f−1(y) ⊂ X во всём пространстве X или соответ-
ственно хотя бы в некотором его открытом подмножестве есть множество
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первой категории Бэра, то есть представимо в виде счётного объедине-
ния нигде не плотных множеств.

2. Для системы A ∈ Mn и аффинного подпространства P ⊂ S(A)
величину ξ ∈ R назовём топологически типичным или топологически
существенным на P значением показателя Перрона, если это значение
топологически типично или соответственно топологически существенно
для отображения πA|ιA(P) аффинного подпространства ιA(P) с индуци-
рованной из пространства Rn топологией.

Из определений немедленно следует, что типичное (в метрическом
или топологическом смысле) значение показателя Перрона на некотором
подпространстве решений всегда является единственным существенным
(в том же смысле), а при отсутствии типичного значения логически воз-
можно наличие бесконечного, но не более чем счётного числа существен-
ных значений.

В первой главе исследуются распределения значений показате-
ля Перрона на пространствах решений линейных дифференциальных
систем с ограниченными коэффициентами. В работах [21, 27] доказа-
но, что для показателя Перрона системы A ∈ Mn с ограниченными
на полуоси R+ коэффициентами метрически типичным значением на
всяком аффинном подпространстве пространства S(A) (в том числе и
на всём S(A)) является точная верхняя грань показателя Перрона на
этом подпространстве. Однако в топологическом смысле точная верх-
няя грань показателя Перрона на пространстве решений ограниченной
системы может не оказаться даже существенным значением.

Основным результатом первой главы является
Теорема 1. Для любого натурального n > 2 существует систе-

ма A ∈ Mn с ограниченными бесконечно гладкими коэффициентами,
на пространстве решений которой у показателя Перрона нет ни одно-
го топологически существенного значения.

В параграфе 1 первой главы приводится необходимый для даль-
нейшего аппарат интегрирования треугольных линейных дифференци-
альных систем. Параграф 2 первой главы посвящён построению объек-
тов, использующихся далее в доказательстве теоремы 1. В параграфе 3
первой главы приводится ряд технических лемм и на основе полученных
результатов доказывается теорема 1.

Вторая глава посвящена исследованию точных верхних граней по-
казателя Перрона на пространствах решений линейных дифференциаль-
ных систем с неограниченными коэффициентами. В главе показано, что
свойство метрической типичности точных верхних граней показателя
Перрона на подпространствах решений сохраняется в классе систем, ко-
эффициенты которых, возможно, не ограничены, но растут не слишком
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быстро.
Основным результатом второй главы является
Теорема 2. Если для системы A ∈ Mn выполняется неравен-

ство χ(A) 6 0, то для всякого аффинного подпространства простран-
ства S(A) точная верхняя грань показателя Перрона на этом подпро-
странстве является метрически типичным на нём значением.

В параграфе 1 второй главы вводятся технические определения и
доказываются необходимые для дальнейшего вспомогательные утвер-
ждения. Параграф 2 второй главы посвящён доказательству теоре-
мы 2.

В третьей главе исследуется класс отображений, сопоставляющих
ненулевому решению линейной дифференциальной системы значение по-
казателя Перрона на нём. Из теоремы 2 следует, что для всякой сис-
темы (1), оператор-функция которой имеет неположительный показа-
тель Ляпунова, распределение показателя Перрона по решениям явля-
ется функцией, постоянной почти всюду по мере Лебега. Оказывается,
что для систем с неограниченными коэффициентами произвольного ро-
ста это утверждение не выполняется, а класс отображений, являющихся
распределениями показателя Перрона по решениям систем (1), довольно
широк.

Основным результатом третьей главы является
Теорема 3. Для любого натурального n > 2 и любой непре-

рывной функции f : Sn−1 → R, принимающей одинаковые значения в
диаметрально противоположных точках, существует такая систе-
ма A ∈ Mn с бесконечно гладкими коэффициентами, что справедливо
равенство πA|Sn−1 = f .

В параграфе 1 третьей главы доказывается лемма о сглаживании
коэффициентов неограниченной системы в классе слабо-ляпуновски при-
водимых к ней.

Определение 5 [11, определение 2 и замечание 1]. Пусть зада-
ны n ∈ N, A, Ã ∈ Mn. Для каждого t ∈ R+ обозначим через X(t)

и X̃(t) операторы Коши систем A и соответственно Ã с начальным нуле-
вым и конечным t моментами времени. Будем говорить, что система A
слабо-ляпуновски приводима к системе Ã, если существует такой невы-
рожденный оператор C ∈ L(Rn), что

sup
t∈R+

(
‖L(t)‖+

∥∥L−1(t)∥∥) конечен, где L(t)
def
= X̃(t)CX−1(t), t ∈ R+. (2)

Непосредственно из определения следует, что слабая ляпуновская при-
водимость является симметричным отношением для линейных систем.

11



Условимся далее для каждого n ∈ N обозначать через idn тожде-
ственный оператор в Rn.

Лемма. Для любой системы A ∈ Mn найдётся система Ã ∈ Mn

с бесконечно гладкими коэффициентами, для которой выполнено усло-
вие (2) с оператором C = idn. В частности, система A слабо-
ляпуновски приводима к системе Ã.

Параграфы 2 и 3 третьей главы посвящены построению объектов,
использующихся в конструкциях заключительной части доказательства.
В параграфе 4 третьей главы на основе полученных результатов дока-
зывается теорема 3.

В четвёртой главе развиваются некоторые результаты предыдущих
глав. Из теоремы 3, в частности, следует, что на пространстве решений
произвольной системы с неограниченными коэффициентами у показате-
ля Перрона может не оказаться метрически типичного значения. При
этом, согласно результату теоремы 2, неположительность значения по-
казателя Ляпунова оператор-функции системы является достаточным
условием для того, чтобы на всяком аффинном подпространстве её ре-
шений метрически типичное значение у показателя Перрона нашлось.

Параграфы 1 и 2 четвёртой главы посвящены доказательству сле-
дующей теоремы, которая утверждает, что метрически типичное значе-
ние показателя Перрона может отсутствовать на пространстве решений
системы со сколь угодно малым положительным значением показателя
Ляпунова её оператор-функции.

Теорема 4. Для любого натурального n > 2 и любого числа Λ > 0
существует система A ∈Mn с бесконечно гладкими коэффициентами,
для которой выполняется оценка χ(A) 6 Λ, а на всякой нетривиальной
плоскости P ⊂ S(A) в пространстве решений у показателя Перрона
нет ни одного метрически существенного значения.

Необходимость условия нетривиальности плоскости P в формулиров-
ке теоремы следует из того, что на всех ненулевых решениях одномерно-
го линейного подпространства в пространстве S(A) показатель Перрона
принимает одно и то же значение, автоматически являющееся метриче-
ски типичным на рассматриваемой прямой решений.

В параграфе 1 четвёртой главы доказывается вспомогательная лем-
ма об оценке значений показателя Ляпунова оператор-функций систем,
построенных в третьей главе. Параграф 2 четвёртой главы посвящён
доказательству теоремы 4.

Несмотря на результат теоремы 4, существует довольно широкий
класс систем (в том числе с положительными значениями показателя
Ляпунова их оператор-функций), на подпространствах решений которых
показатель Перрона имеет метрически типичные значения.
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Основным результатом параграфа 3 четвёртой главы является
Теорема 5. Если система A ∈ Mn слабо-ляпуновски приводима к

диагональной, то для всякого аффинного подпространства простран-
ства S(A) точная верхняя грань показателя Перрона на этом подпро-
странстве является метрически типичным на нём значением.

В доказательстве теоремы использована техника Н.А.Изобова, при-
менённая им в работах [20, 21] для исследования мощности множества
значений показателя Перрона, принимаемых на решениях диагональной
системы.

Заключение

В работе изучены свойства возможных распределений показателя
Перрона по решениям линейных дифференциальных систем как с огра-
ниченными, так и с неограниченными на временно́й полуоси коэффици-
ентами.

Доказано, что существуют линейные дифференциальные системы с
ограниченными коэффициентами, на пространствах решений которых
показатель Перрона не имеет ни одного топологически типичного и даже
топологически существенного значения.

Доказано, что если показатель Ляпунова нормы оператор-функции
линейной дифференциальной системы неположителен, то для любого
аффинного подпространства начальных векторов точная верхняя грань
показателей Перрона решений, начинающихся на этом подпростран-
стве, достигается, а множество начальных векторов решений с наиболь-
шим показателем Перрона имеет в подпространстве полную меру Ле-
бега. Показано, что аналогичным свойством обладают системы, слабо-
ляпуновски приводимые к диагонализуемым.

Доказано, что отображение, сопоставляющее ненулевому решению
системы с неограниченными коэффициентами значение его показателя
Перрона, может оказаться произвольной непрерывной функцией, посто-
янной вдоль всякой проходящей через нуль прямой в пространстве ре-
шений.

Показано, что существуют системы с любым наперёд заданным поло-
жительным показателем Ляпунова их оператор-функций, на всех нетри-
виальных подпространствах решений которых показатель Перрона не
имеет ни одного метрически типичного и даже метрически существенно-
го значения.

Интересным остаётся вопрос о топологической типичности или хотя
бы существенности точной верхней грани показателя Перрона на нетри-
виальных аффинных подпространствах решений систем с ограниченны-
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ми коэффициентами. Представляет интерес задача о полном исследова-
нии класса возможных распределений показателя Перрона по решениям
линейных систем с неограниченными коэффициентами.
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