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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè ëàãðàí-
æåâîé ôîðìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì, ðàç-
âèòèþ è ïðèëîæåíèÿì ìåòîäîâ àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè è äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè
ëèíåéíûõ ïî ñêîðîñòÿì èíòåãðàëîâ (îáùèõ è íåêîòîðûõ ÷àñò-
íûõ) â äèíàìèêå ãîëîíîìíûõ è íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì.

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ è ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå
çàäà÷è.

(1) Ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíî íåâûðîæäåííîãî êèíåòè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà, äëÿ ñèñòåì ñ èäåàëüíûìè íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿ-
ìè, îïèñûâàåìûõ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì óðàâíåíèé.

(2) Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíûõ è êîíñòðóêòèâíûõ ïðèçíàêîâ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ â ãîëîíîìíûõ è íåãîëîíîìíûõ ñèñòåìàõ, îòíåñåí-
íûõ ê ïðîèçâîëüíî çàäàííûì îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì, ëè-
íåéíûõ ïî ñêîðîñòÿì ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
è ñîâîêóïíîñòåé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ èíâàðèàíòíûõ ñîîòíî-
øåíèé.

(3) Àíàëèç óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ
ïëîùàäåé è âîçìîæíîñòåé èõ ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì äèíàìè-
êè òâåðäûõ òåë, êàòàþùèõñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîé
ðåãóëÿðíîé îïîðíîé ïîâåðõíîñòè.

Âòîðàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà îáùåòåîðåòè÷åñêèì è
ïðèêëàäíûì çàäà÷àì ìåõàíèêè ñèñòåì ñ ñóõèì òðåíèåì. Â íåé
ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è.

(4) Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå óñëîâèÿ Ëå Ñóàí Àíÿ
âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàäîêñîâ òðåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ îäíîé ôðèêöè-
îííîé ïàðîé.
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(5) Ðàçðàáîòêà ïðèëîæåíèé òåîðèè Áîëîòîâà-×àïëûãèíà î êðè-
òè÷åñêîì ïåðåìåùåíèè â çàäà÷àõ äâèæåíèÿ òâåðäûõ òåë ñ ñó-
õèì òðåíèåì, óòî÷íåíèå âîçìîæíîñòåé ïðèìåíåíèÿ ïîñòðîåí-
íîé êëàññèêàìè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè.

(6) Èññëåäîâàíèå êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñ ñóõèì òðå-
íèåì ñ öåëüþ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ îñîáûõ äâèæåíèé è ïîâå-
äåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì èñêëþ÷èòåëüíî íà îñíîâå êëàññè-
÷åñêîãî çàêîíà Êóëîíà î òðåíèè áåç ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëü-
íûõ ãèïîòåç î çàêîíå òðåíèÿ.

(7) Çàäà÷è î íàèáûñòðåéøåì ñïóñêå òåë ñ òðåíèåì ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, â òîì ÷èñëå, î íàèáûñò-
ðåéøåì ñïóñêå òÿæåëîãî äèñêà ñ òðåíèåì íà îñíîâå ìîäèôè-
öèðîâàííîé òåîðèè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñ ââåäåíèåì äîïîë-
íèòåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ìíîãèå çàäà÷è, ðàññìîòðåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ
êëàññè÷åñêèìè, èìåþò áîãàòóþ èñòîðèþ è îáøèðíóþ áèáëèî-
ãðàôèþ. Ñóòü ðàáîòû ñîñòîèò â ïðîÿñíåíèè íåêîòîðûõ òîíêèõ
òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, îñòàâàâøèõñÿ íåçàìå÷åííûìè èëè íå
ïîääàâàâøèõñÿ äîëãîå âðåìÿ ðåøåíèþ è âûçûâàâøèõ îøèá-
êè. Ïîýòîìó ëþáîå ïðîäâèæåíèå â èõ ðåøåíèè íåñîìíåííî ÿâ-
ëÿåòñÿ àêòóàëüíûì. Òàêæå àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèâëå÷åíèå
ñòðîãî îáîñíîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ñ öåëüþ ðàç-
âèòèÿ è ïðèäàíèÿ çàâåðøåííîé ôîðìû êëàññè÷åñêèì ìåòîäàì
òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ðàñøèðåíèþ ñôåðû èõ ïðèìåíåíèÿ.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ìåòîäîâ àíàëèòè÷åñêîé
ìåõàíèêè ãîëîíîìíûõ, íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì è ñèñòåì ñ òðåíè-
åì äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ èíâàðèàíòíûõ
óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ìîæíî
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ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü; äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåêîòîðûõ ñïåöèôè-
÷åñêèõ äâèæåíèé, íàáëþäàþùèõñÿ â ðÿäå ñèñòåì ñ òðåíèåì,
èñêëþ÷èòåëüíî íà îñíîâå çàêîíîâ ìåõàíèêè; äëÿ ðàñøèðåíèÿ
äèàïàçîíà âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ìåõàíèêè, êîòîðûå ðåøàþò-
ñÿ ñðåäñòâàìè êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è èõ
ìîäèôèêàöèé, ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãåáðû, äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè, òåíçîðíîãî àíàëèçà è äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñ-
öèïëèí.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà ïðîÿñíÿåò è ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè àíàëèçà äè-
íàìèêè ñèñòåì íà òå ñëó÷àè, êîãäà ñèñòåìà îáëàäàåò ëèíåéíû-
ìè èíòåãðàëàìè è èíâàðèàíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, óêàçûâàåò
ãðàíèöû íåêîòîðûõ ïðèìåíåíèé îáùåé òåîðèè, äàåò òåîðåòè÷å-
ñêîå îáîñíîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðÿäà ïðèêëàäíûõ ñèñòåì ñ ñóõèì
òðåíèåì, äåìîíñòðèðóåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìîäè-
ôèöèðîâàííîé òåîðèè Ëàãðàíæà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âàðèàöè-
îííîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðè íàëè÷èè îäíîâðåìåííî îãðàíè÷åíèé-
ðàâåíñòâ è îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
âîøëè â îïóáëèêîâàííûå îáçîðû è ìîíîãðàôèþ ïî òðåíèþ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ

Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè, îñ-
íîâàíû íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäàõ èññëåäîâàíèÿ â ðåøåíèè
òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè. Äîñòîâåðíîñòü
ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿëàñü, ãäå
ýòî âîçìîæíî, äóáëèðîâàíèåì âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ êîìïüþ-
òåðíûõ ñèñòåì.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1) Äîêàçàíî, ÷òî â çàäà÷å î êà÷åíèè òâåðäîãî òåëà ïî
ïëîñêîñòè áåç ñêîëüæåíèÿ íå ñóùåñòâóåò ñëó÷àåâ, êîãäà âñå
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òðè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýòîé íåãîëîíîìíîé ñèñòåìû â ôîð-
ìå ×àïëûãèíà âûðîæäàþòñÿ â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà 2-ãî ðî-
äà. Íàéäåí îáùèé âèä íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé, äëÿ êîòîðûõ ïðè
îãðàíè÷åíèè îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû òåëà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ïðèíèìàþò ëàãðàíæåâó ôîðìó.

2) Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êâàäðàòè÷íîãî ïî
ñêîðîñòÿì êèíåòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé
ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî óñêîðå-
íèé, ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ îäíîðîäíûìè êâàäðà-
òè÷íûìè ôîðìàìè ñêîðîñòåé.

3) Äîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî äåéñòâèÿ
òèïà äåéñòâèÿ ïî Ãàìèëüòîíó, óðàâíåíèÿ ýêñòðåìàëåé êîòîðîãî
ñîâïàäàþò ñ äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè íåãîëîíîìíûõ ñèñ-
òåì ×àïëûãèíà.

4) Äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ãîëîíîìíûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòå-
ïåíÿìè ñâîáîäû, ëàãðàíæèàí êîòîðûõ çàïèñàí â ïðîèçâîëüíûõ
îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ, ðåøåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷å÷íî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íîâûì îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì, ñðåäè
êîòîðûõ èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà öèêëè÷åñêàÿ. Ïîëó÷åíû íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ êîîðäè-
íàò, êîòîðûå òðåáóþò ïðîâåðêè ïðîñòûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó
êîýôôèöèåíòàìè ëàãðàíæèàíà è èõ ïðîèçâîäíûìè. Ýòè óñëî-
âèÿ äàþò òàêæå êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî ëèíåéíîãî ïî
ñêîðîñòÿì èíòåãðàëà â êîíñåðâàòèâíûõ ãîëîíîìíûõ ñèñòåìàõ
ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ðåçóëüòàòû îáîáùåíû íà íåêîí-
ñåðâàòèâíûå ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

5) Äàíî êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè
ñêðûòûõ öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò â ãîëîíîìíûõ ñèñòåìàõ ñ òðå-
ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ðåøåíèå ñâåäåíî ê ïîñòðîåíèþ â ÿâíîì
âèäå ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ ëàãðàíæèàíà
ñèñòåìû, çàïèñàííîãî â ïðîèçâîëüíûõ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíà-
òàõ.
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6) Íàéäåíî êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñóùåñòâî-
âàíèè â êîíñåðâàòèâíûõ ãîëîíîìíûõ ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ è òðåìÿ
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû óñëîâíîãî ïî Áèðêãîôó ëèíåéíîãî èíòåãðà-
ëà ñèñòåìû.

7) Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â êîíñåðâàòèâíîé ãîëîíîìíîé ñèñ-
òåìå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èçâåñòíû n − 1 ôóíêöèîíàëüíî
íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ ëàãðàíæèàíà ñèñòåìû, çàïèñàííîãî
â ïðîèçâîëüíûõ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàòàõ, òî âîïðîñ î ñóùå-
ñòâîâàíèè ñêðûòîé öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòû ðåøàåòñÿ ýôôåê-
òèâíî ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèðîâàíèé è ýëåìåíòàðíûõ îïå-
ðàöèé ëèíåéíîé àëãåáðû.

8) Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé íåîáðàòèìîé êîíñåðâàòèâíîé
ãîëîíîìíîé ñèñòåìû îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçäå-
ëÿþùèõñÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò â å¼ óðàâíåíèè Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè, íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ â ñèñ-
òåìå, à, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâíûõ èëè ñêðûòûõ öèêëè÷åñêèõ êî-
îðäèíàò.

9) Ïîëó÷åí êîíñòðóêòèâíûé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ ëè-
íåéíîãî èíòåãðàëà â íåãîëîíîìíîé ñèñòåìå ×àïëûãèíà ñ äâóìÿ
ñòåïåíèÿìè ñâîáîäû â ñëó÷àå íåíóëåâûõ àêòèâíûõ ïîçèöèîí-
íûõ ñèë.

10) Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ãîëîíîìíûõ è íåãîëîíîìíûõ ñèñ-
òåì äàíû èíâàðèàíòíûå ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ
îäíîðîäíûõ èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòè
ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ÿâíîì âèäå.

11) Â çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ïî ãî-
ðèçîíòàëüíîé ãëàäêîé ïëîñêîñòè íàéäåíî â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìå îáùåå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïîâåðõíîñòè, îãðàíè-
÷èâàþùåé òåëî, ïðè êîòîðîé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîïóñêàþò
ñîâîêóïíîñòü ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ è îäíîðîäíûõ ïî ñêîðîñòÿì
èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé. Òðè èç íèõ èçâåñòíû, ÷åòâåðòîå
çàïèñàíî ÿâíî. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà
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òåëî îãðàíè÷åíî ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ, îñü ñèììåòðèè êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ îñüþ îäíîãî èç êðóãîâûõ ñå÷åíèé öåíòðàëüíî-
ãî ãèðàöèîííîãî ýëëèïñîèäà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêîãî òå-
ëà äîïóñêàþò îäèíî÷íîå èíâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèå. Íàéäåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ òåëà, ïîëó÷åíî äîñ-
òàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé ñòà-
öèîíàðíûõ äâèæåíèé.

12) Äîêàçàíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å î êàòàíèè òâåð-
äûõ òåë áåç ñêîëüæåíèÿ óñëîâèÿ òåîðåì ×àïëûãèíà, îáîáùàþ-
ùèõ òåîðåìó ïëîùàäåé, âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî äëÿ ñèììåòðè÷-
íûõ øàðîâ, êàòàþùèõñÿ ïî ñôåðè÷åñêîé èëè öèëèíäðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè.

13) Äàíî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ Ëå Ñóàí Àíÿ
î âîçíèêíîâåíèè ïàðàäîêñîâ Ïåíëåâå â ñèñòåìå ñ îäíîé ôðèê-
öèîííîé ïàðîé ïðè íàëè÷èè â íåé ñóõîãî òðåíèÿ.

14) Äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé âàðèàíò òåîðèè êðè-
òè÷åñêîãî ïåðåìåùåíèÿ ïî Áîëîòîâó-×àïëûãèíó â çàäà÷å î äâè-
æåíèè ñ ñóõèì òðåíèåì òâåðäîãî òåëà ïî íåïîäâèæíîé ïîâåðõ-
íîñòè ïðèìåíèì òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îïîðíàÿ ïîâåðõíîñòü
− ïëîñêîñòü.

15) Â çàäà÷å î ïëîñêîì äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ïî íåïî-
äâèæíîé ïîâåðõíîñòè ïðè íàëè÷èè ñóõîãî òðåíèÿ (ñâÿçü ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ íåóäåðæèâàþùåé) ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, èìåþùèå âèä
ñèñòåìû äâóõ îäíîòèïíûõ íåðàâåíñòâ, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò
êîíòàêò ïîâåðõíîñòåé è ñîõðàíåíèå êà÷åíèÿ òåëà áåç ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç ýòèõ óñëîâèé íà êîíêðåòíûõ ïðè-
ìåðàõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.

16) Ðåøåíà ïðèêëàäíàÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè òî÷êè ñî-
ïðèêîñíîâåíèÿ è óãëà íàêëîíà èíñòðóìåíòà, çàòà÷èâàåìîãî íà
òî÷èëüíîì êðóãå, ïðè êîòîðûõ äàâëåíèå êðóãà íà èíñòðóìåíò
îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî âåëè÷èíå.

17) Îïèðàÿñü òîëüêî íà çàêîí ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà,
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áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î íåîáõîäèìîñòè êàêèõ-
ëèáî ìîäèôèêàöèé ýòîãî çàêîíà, äàíî îáúÿñíåíèå õàðàêòåðíî-
ãî äâèæåíèÿ ½êà÷àþùåãîñÿ ìàÿòíèêà“ Ïîøåõîíîâà, ÷òî çàâåð-
øèëî îáùóþ òåîðèþ ýòîãî ìàÿòíèêà, ïðåäëîæåííóþ À.Þ.Èø-
ëèíñêèì.

18) Ïîñòðîåíà ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ îáúÿñíåò
îñîáûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ ìîíåò â àòòðàêöèîíàõ ñ ìîíåòî-
ïðèåìíèêîì â âèäå ïëàñòèêîâîé âîðîíêè. Ðåøàþùèì â ýòîé
ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ìîìåíòîâ ñèë òðåíèÿ êà÷åíèÿ è âåð÷å-
íèÿ â ìàëîì ïÿòíå êîíòàêòà ìîíåòû ñ ïîâåðõíîñòüþ âîðîíêè,
ïî êîòîðîé îíà, óñêîðÿÿñü, è, ñäåëàâ íåñêîëüêî äåñÿòêîâ îáî-
ðîòîâ, ñêàòûâàåòñÿ âíèç.

19) Çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå äëÿ ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû,
ñêàòûâàþùåéñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïî ìàòåðèàëüíîé
íàïðàâëÿþùåé ñ ñóõèì òðåíèåì, ïîñòàâëåíà è ðåøåíà êàê âà-
ðèàöèîííàÿ çàäà÷à ñ äâóìÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêèìè óñëîâèÿìè.
Óðàâíåíèÿ ýêñòðåìàëè ïðåäñòàâëåíû â êîíå÷íîì âèäå.

20) Ðåøåíà çàäà÷à î íàèáûñòðåéøåì ñïóñêå â âåðòèêàëü-
íîé ïëîñêîñòè òÿæåëîãî îäíîðîäíîãî äèñêà, êîòîðûé ìîæåò
êàòèòüñÿ è ñêîëüçèòü ñ ñóõèì òðåíèåì ïî íåïîäâèæíîé ìà-
òåðèàëüíîé íàïðàâëÿþùåé, à òàêæå ïîêèäàòü å¼. Äîêàçàíî,
÷òî â ýêñòðåìàëüíîì äâèæåíèè äèñê ìîæåò òîëüêî ñêîëüçèòü
âî âðåìÿ äâèæåíèÿ. Êà÷åñòâåííî îïèñàíû âñåâîçìîæíûå âèäû
ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé öåíòðà äèñêà.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

I. Íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî äåéñòâèÿ òèïà äåéñòâèÿ
ïî Ãàìèëüòîíó, óðàâíåíèÿ ýêñòðåìàëåé êîòîðîãî ñîâïàäàþò
ñ äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì ×àïëû-
ãèíà.

II. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ ïî ñêîðîñòÿì ïåð-
âûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãîëîíîìíûõ è íåãîëî-
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íîìíûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ è òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû äîïóñêàþò
èíâàðèàíòíóþ è êîíñòðóêòèâíóþ ôîðìó çàïèñè, ÷òî äàåò ñó-
ùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â ðåøåíèè ïðîáëåìû èíòåãðèðóåìî-
ñòè óðàâíåíèé àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

III. Îáîáùåíèÿ òåîðåìû ïëîùàäåé è òåîðèÿ ×àïëûãèíà î
êðèòè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèÿõ â çàäà÷å êà÷åíèÿ òâåðäîãî òåëà ïî
àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòè ñ òðåíè-
åì èìåþò ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ ïðèìåíèìîñòè, êîòîðûå
óñòàíîâëåíû â ÿâíîì âèäå.

IV. Ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå îñîáûå äâèæåíèÿ â ðÿäå ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè:

• äëÿ ½êà÷àþùåãîñÿ ìàÿòíèêà“ Ïîøåõîíîâà ½çàñòðåâàíèå“
ðàìû â íà÷àëå äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ â ðàìêàõ çàêîíà Êó-
ëîíà ñëåäñòâèåì âçàèìîäåéñòâèÿ ìîìåíòîâ ñèë òðåíèÿ â
öèëèíäðè÷åñêèõ îïîðàõ âåðòèêàëüíîé îñè ðàìû è ñèëû
Êîðèîëèñà, ïðèëîæåííîé ê ôèçè÷åñêîìó ìàÿòíèêó, êîòî-
ðûé ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè ðàìû;

• óñêîðÿþùååñÿ ñêàòûâàíèå äèñêà îò ïåðèôåðèè ê îñè ñèì-
ìåòðèè ïî ñïèðàëåâèäíîé òðàåêòîðèè íà ïîâåðõíîñòè âðà-
ùåíèÿ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû íàáëþäàåòñÿ â ðàìêàõ
íåãîëîíîìíîé ìîäåëè èç-çà ïðèñóòñòâèÿ ìîìåíòîâ ñèë
òðåíèÿ êà÷åíèÿ è âåð÷åíèÿ â ïÿòíå êîíòàêòà.

V. Â çàäà÷å ïåðåìåííîé ñòðóêòóðû î íàèáûñòðåéøåì ñêà-
òûâàíèè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè òÿæåëîãî êðóãëîãî äèñêà
ïî îïîðíîé êðèâîé ñ ñóõèì òðåíèåì

• ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëüíûõ êðèâûõ öåíòðà äèñêà çàâè-
ñèò îò âûïîëíåíèÿ îïðåäåëåííûõ óñëîâèé äëÿ ñòàðòîâîãî
ïîëîæåíèÿ äèñêà;

• â ýêñòðåìàëüíîì äâèæåíèè äèñê ìîæåò òîëüêî ñêîëüçèòü;
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• ñóùåñòâóþò äâà ðàçíûõ òèïà ýêñòðåìàëüíûõ êðèâûõ ñïóñ-
êà â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.
Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ó÷åáíûõ êóðñàõ è íà-
ó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ â ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Èíñòèòóòå
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, Èíñòèòóòå
ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ.Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, ÌÔÒÈ, ÌÀÈ,
ÊÍÈÒÓ-ÊÀÈ è â äðóãèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ ìàòåìàòèêè è ìå-
õàíèêè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíà-
ðàõ â ÂÖ ÐÀÍ, ÌÃÓ, Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìåõàíèêè ÐÀÍ, Óíè-
âåðñèòåòå Ïàðèæ-6, â Íàöèîíàëüíîé øêîëå øîññå è ìîñòîâ
(Ïàðèæ), â Èíñòèòóòå ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè "Æ.-Ë.Ëàã-
ðàíæ" Òóðèíñêîãî óíèâåðñèòåòà, â Âûñøåé òåõíè÷åñêîé øêî-
ëå (Äàðìøòàäò), â Èíñòèòóòå ïðîáëåì òåõíèêè Àêàäåìèè íà-
óê Ïîëüøè (Âàðøàâà), à òàêæå íà ñëåäóþùèõ Âñåñîþçíûõ è
Âñåðîññèéñêèõ ìåæäóíàðîäíûõ ñúåçäàõ, êîíôåðåíöèÿõ, ñèì-
ïîçèóìàõ, ñåìèíàðàõ è øêîëàõ:

1. Âñåñîþçíûå è Âñåðîññèéñêèå ñúåçäû ïî òåîðåòè÷åñêîé
è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå V (1981), VI (1986), VIII (2001),
IX (2006), X (2011), XI (2015).

2. Âñåñîþçíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ìå-
õàíè÷åñêèõ ñèñòåì" (Ãîðüêèé, 1987).

3. IUTAM-ISIMM Symposium on Modern Developments in
Analyt. Mech. (Torino, June 7-11, 1982).

4. ×åòàåâñêèå êîíôåðåíöèè ïî óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ,
àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è óïðàâëåíèþ äâèæåíèåì III (1977),
IV (1982), V (1987), X (2012), XI (2017).

5. Int. Conf.-Sem. "Dynamics of multibody systems contai-
ning rigid, elastic and liquid elements" , Sagarejo (1996).
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6. XII Âñåðîññèéñêîå ñîâåùàíèå ïî ïðîáëåìàì óïðàâëå-
íèÿ (Ìîñêâà, ÈÏÓ ÐÀÍ, 2014).

7. Ìåæäóíàðîäíûå ñèìïîçèóìû ïî êëàññè÷åñêîé è íåáåñ-
íîé ìåõàíèêå. Âåëèêèå Ëóêè. II (1996), III (1998), V (2004),
VI (2007).

8. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ èì. Å.Ñ.Ïÿòíèöêîãî
"Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ"
(Ìîñêâà, ÈÏÓ ÐÀÍ). X (2008), XI (2010).

9. Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ïðîáëåìàì ìà-
òåìàòèêè, èíôîðìàòèêè, ôèçèêè, õèìèè è ìåòîäèêå ïðåïî-
äàâàíèÿ åñòåñòâåííîíàó÷íûõ äèñöèïëèí (Ìîñêâà, Ðîññèéñêèé
Óíèâåðñèòåò Äðóæáû Íàðîäîâ). XXXVIII (2002), XLV (2009).

10. Int. Conf. "Dynamical System Modelling and Stability
Investigation" (Kyiv, Nat. Univ.) (2005, 2007, 2009, 2011, 2013,
2015).

11. Int. Sc. Kravchuk Conf. (Kyiv, Polytechnik Inst.)
XI (2006), XII (2008), XIII (2010), XV (2014), XVI (2015).

12. Êðûìñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà
"Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è åãî ïðèëîæåíèÿ" (Ñèìôåðîïîëü,
Ñèìô. ãîñ. óí-ò). IV (1998), V (2000), VI (2002), VII (2004),
VIII (2006), IX (2008), X (2010).

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 38 ïå÷àò-
íûõ ðàáîòàõ, 16 èç êîòîðûõ îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ
æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ â ìåæäóíàðîäíûõ áàçàõ Scopus,
WoS, RSCI. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ëè÷íûé âêëàä

Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
ëè÷íî ñîèñêàòåëåì.



13

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì ðàáîòû 285 ñòðàíèö. Ãðàôè÷å-
ñêèõ èëë. 31. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 246 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî Ââåäåíèè êðàòêî èçëàãàþòñÿ ñîäåðæàíèå äèññåðòà-
öèè, ñâåäåíèÿ ïî åå àïðîáàöèè è ñòðóêòóðà ðàáîòû.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà çàäà÷å íàõîæäåíèþ óñëîâèé, ïðè êî-
òîðûõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü
ïðèâåäåíû ê ëàãðàíæåâîé (ãàìèëüòîíîâîé) ôîðìå.

Ðàçâèòèå ìåõàíèêè íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì íà÷àëîñü ñ ïðàê-
òè÷åñêè íå çàìå÷åííîé ïèîíåðñêîé ðàáîòû 1872 ãîäà Í.Ì.Ôåð-
ðåðñà, â êîòîðîé ÿâíî óêàçûâàëîñü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
â ôîðìå Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäà íå ïðèãîäíû äëÿ îïèñàíèÿ äâèæå-
íèÿ ñèñòåì ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ
î êà÷åíèè òâåðäîãî òåëà áåç ñêîëüæåíèÿ. Ïîíà÷àëó ðÿä èçâåñò-
íûõ ó÷åíûõ íåêîððåêòíî çàïèñûâàëè óðàâíåíèÿ íåãîëîíîìíîé
äèíàìèêè.

Êîãäà áûëî îñîçíàíî ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ñèñòåì ñ ãîëîíîìíûìè è íåãîëîíîìíûìè èäåàëü-
íûìè ñâÿçÿìè, âîçíèêëè ïîïûòêè ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèÿ
íåãîëîíîìíîé äèíàìèêè ê ëàãðàíæåâîé ôîðìå. Çäåñü, íà ñå-
ãîäíÿøíèé äåíü, ïðàêòè÷åñêè åäèíñòâåííûì ðàáîòàþùèì ìå-
òîäîì îñòàåòñÿ ìåòîä ðåïàðàìåòðèçàöèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé (ìåòîä ïðèâîäÿùåãî ìíîæèòåëÿ), èäåþ êîòîðîãî âûñêàçàë
Ï.Àïïåëü è ðàçâèë Ñ.À.×àïëûãèí. Ìåòîä ïðèâîäÿùåãî ìíî-
æèòåëÿ îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì òîëüêî äëÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñ-
òåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â ïîñëåäíèå 20-25 ëåò îí ïå-
ðåæèâàåò âòîðîå ðîæäåíèå â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì ñåðèè ðàáîò
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â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ïî ãàìèëüòîíè-
çàöèè íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì.

Â �1 äîêàçàíà ò å î ð å ì à: â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ñ òðåìÿ
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû î êà÷åíèè òâ¼ðäîãî òåëà ïî íåïîäâèæíîé
ïëîñêîñòè áåç ñêîëüæåíèÿ ñëó÷àåâ, êîãäà âñå òðè óðàâíåíèÿ
×àïëûãèíà âûðîæäàþòñÿ â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäà, íå
ñóùåñòâóåò.

Îäíàêî åñòü ïîëîæèòåëüíûå ïðèìåðû âîçíèêíîâåíèÿ ëàã-
ðàíæåâîé ôîðìû â íåãîëîíîìíûõ ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Â �1 äîêàçàíî, ÷òî åñëè íàëîæåíà äîïîëíèòåëüíàÿ ãî-
ëîíîìíàÿ ñâÿçü, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïîñòîÿíñòâî âûñîòû öåíòðà
ìàññ êàòàþùåãîñÿ òåëà, òî óðàâíåíèÿ

ẋ = u̇ F (u) cos(u,w), ẏ = u̇ F (u) sin(u,w)

ãäå u(q1, q2), w(q1, q2) − ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò ñ íåíóëåâûì ÿêîáèàíîì J(u,w) 6= 0, ïðåäñòàâëÿ-
þò ñàìûé îáùèé âèä íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé â çàäà÷å êàòàíèÿ
áåç ñêîëüæåíèÿ òåëà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïðè íàëîæå-
íèè êîòîðûõ îáà óðàâíåíèÿ ×àïëûãèíà ïðèíèìàþò ëàãðàíæå-
âó ôîðìó.

Êðîìå òåîðèè ïðèâîäÿùåãî ìíîæèòåëÿ, çàäà÷ó ãàìèëü-
òîíèçàöèè â íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêå ïûòàëèñü ðåøàòü ñ ïîìî-
ùüþ îáðàòíîé çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ (È.ÌÐàïî-
ïîðò, Â.Ñ.Íîâîñåëîâ, Ñ.Í.Êèðïè÷íèêîâ, Â.Ñàðëå, è äð.), êî-
òîðàÿ ñîñòîèò â ïîèñêå êèíåòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà − ôóíêöèè,
óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà êîòîðîé òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò ñ óðàâ-
íåíèÿìè äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíîé ñèñòåìû.

Â �2 ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî íåâûðîæäåííîãî êâàäðàòè÷íîãî ïî ñêî-
ðîñòÿì êèíåòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíå-
íèé 2-ãî ïîðÿäêà ñ ïðîèçâîëüíûìè êâàäðàòè÷íûìè ïðàâûìè
÷àñòÿìè. Óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà îïèñûâàþò, íàïðèìåð, äâè-
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æåíèå íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì ïî èíåðöèè. Äëÿ óðàâíåíèé ñàíåé
×àïëûãèíà (íåãîëîíîìíàÿ ñèñòåìà ñ 2-ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû)
ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ.

Â ìåõàíèêå ãîëîíîìíûõ ñèñòåì èìååòñÿ ðÿä äåñêðèïòèâ-
íûõ ôóíêöèé (Ëàãðàíæà, Ãàìèëüòîíà, ßêîáè, Ðàóñà), êîòîðûå
äàþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû êàê óðàâíå-
íèÿ ýêñòðåìàëåé ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà. Íî íè îäíà
èç ýòèõ ôóíêöèé íå ãîäèòñÿ äëÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì. Â �3
äîêàçàíî ïðèíöèïèàëüíîå óòâåðæäåíèå: íå ñóùåñòâóåò óíèâåð-
ñàëüíîãî äåéñòâèÿ òèïà äåéñòâèÿ ïî Ãàìèëüòîíó, óðàâíåíèÿ
ýêñòðåìàëåé êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíè-
ÿìè íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì ×àïëûãèíà.

Ãëàâà 2 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà îäíîìó èç àñïåêòîâ ïðîá-
ëåìû èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé äèíàìèêè − óñëîâèÿì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ â ãîëîíîìíûõ è íåãîëîíîìíûõ ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ
ïî îáîáùåííûì ñêîðîñòÿì èíòåãðàëîâ è èíâàðèàíòíûõ ñîîò-
íîøåíèé.

Çäåñü ñóùåñòâåííà ñàìà ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ôóíêöèÿ Ëàã-
ðàíæà ãîëîíîìíîé ñèñòåìû çàäàåòñÿ â ïðîèçâîëüíûõ îáîáùåí-
íûõ êîîðäèíàòàõ è òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè ñêðû-
òàÿ öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà â ýòîé ñèñòåìå. Ïî òåîðåìå Ëåâè-
Óèòòåêåðà ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ëèíåéíîãî
ïî îáîáùåííûì ñêîðîñòÿì ïåðâîãî èíòåãðàëà ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ðàáîò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ïî ñêîðîñòÿì èíòåãðàëîâ â ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èññëåäóåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà êèíåòè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ çàïèñàíà â ñïåöèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (èçîòåð-
ìè÷åñêèõ, íóëü-êîîðäèíàòàõ è äð.). Îäíàêî ïðè ýòîì íå îò-
ìå÷àåòñÿ, ÷òî ïåðåõîä îò çàäàííûõ êîîðäèíàò ê ñïåöèàëüíûì
êîîðäèíàòàì ñâÿçàí ñ íàõîæäåíèåì îáùåãî èíòåãðàëà ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà, ÷òî,
âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëÿåò íåðàçðåøèìóþ çàäà÷ó. Äëÿ ðå-
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øåíèÿ çàäà÷è î öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ýòîãî íå òðåáóåòñÿ.

Â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Ô.Ã.Ìèíäèíãà, Ý.Áåëüòðàìè,
Ë.Áèàíêè áûëè ââåäåíû è èñïîëüçîâàëèñü âàæíûå ïîíÿòèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî èíâàðèàíòà è äèôôåðåíöèàëüíîãî ïàðà-
ìåòðà â ãåîìåòðèè, êîòîðûå îêàçàëèñü âîñòðåáîâàííûìè è äëÿ
ïîèñêà ñêðûòûõ öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò â êîíñåðâàòèâíûõ ãî-
ëîíîìíûõ ñèñòåìàõ. Îïèðàÿñü íà ðàáîòû êëàññèêîâ äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè, íà ðåøåíèå çàäà÷è î íà-
ëîæèìîñòè äâóõ ïîâåðõíîñòåé, îäíà èç êîòîðûõ îáëàäàåò ìåò-
ðèêîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, â �1 ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèè ñêðûòîé öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòû â êîíñåðâàòèâíûõ ãî-
ëîíîìíûõ ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïðè ýòîì âîç-
íèêëà ïîëíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ ïðè çàìåíå îáîáùåííîé
ñèëîâîé ôóíêöèåé a = a0 + U ãàóññîâîé êðèâèçíû K ïåðâîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû êîíôèãóðàöèîííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñèñ-
òåìû. Â ìåõàíèêå ýòà ôîðìà çàäàåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé:

ds2 = 2T2(dt)
2, T = T2 + T1 + T0 = 1/2 aij(q)q̇

iq̇j + ai(q)q̇
i + a0

(ñóììèðîâàíèå ïî i, j = 1, . . . , n; δ2 = det‖aij‖)

Èìåííî, ñïðàâåäëèâà ò å î ð å ì à (n = 2): ïóñòü

Φ =

{
a, åñëè a 6≡ const

K, åñëè a ≡ const

(ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Φ 6≡ const), òîãäà ïðè âûïîëíåíèè ñëåäó-
þùèõ óñëîâèé

J(∆1Φ,Φ) = J(∆2Φ,Φ) = J(rot b,Φ) = 0 ,

ãäå∆1Φ = | grad Φ|2, ∆2Φ = div grad Φ, rot b =
1

δ

(
∂a2
∂q1
− ∂a1
∂q2

)
,

â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà. Ïðè íàðóøå-



17

íèè õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ óñëîâèé ñêðûòîé öèêëè÷åñêîé êî-
îðäèíàòû íåò.

Ðåçóëüòàò îáîáùåí íà ãîëîíîìíûå íåêîíñåðâàòèâíûå ñèñ-
òåìû.

Â �2 ïîëó÷åíû èíâàðèàíòíûå êîíñòðóêòèâíûå ïðèçíàêè
ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîé è äâóõ ñêðûòûõ öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò
â ñèñòåìàõ ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà
ò å î ð å ì à (n = 3): îáîçíà÷èì

∇(ϕ1, ϕ2) = aij∂iϕ1∂jϕ2, τ = gradϕ1 × gradϕ2, ω = rotb

Åñëè

a, ∆1ϕα , ∇(ϕ1, ϕ2) , gradϕα · rot τ , τ · rot τ

ω · gradϕα , ω · τ (α = 1, 2)

− ôóíêöèè êàêèõ óãîäíî ëîêàëüíî íåçàâèñèìûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ (ïàðàìåòðîâ) ϕ1, ϕ2 ëàãðàíæèàíà, òî
â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà. Åñëè õîòÿ áû
îäíà èç ñåìè ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé íå çàâèñèò îò ϕ1, ϕ2, òî
ñêðûòûõ öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò â ñèñòåìå íåò.

Â êà÷åñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ϕ1, ϕ2 ìîæ-
íî âçÿòü, ïîìèìî ïðî÷èõ, èíâàðèàíòû êâàäðàòè÷íîé äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ôîðìû îò òðåõ ïåðåìåííûõ, íàéäåííûå êàçàíñêè-
ìè ãåîìåòðàìè Ô.Ì.Ñóâîðîâûì (1871) è Ï.È.Ïåòðîâûì (1960).

Â �3 ðàññìîòðåíû çàäà÷à Äæ.Áèðêãîôà îá óñëîâíîì ëè-
íåéíîì èíòåãðàëå è åùå äâà ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ��1-2.
Äîêàçàíî, ÷òî åñëè íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå êîíñåðâàòèâ-
íîé ãîëîíîìíîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ïî ñêîðîñòÿì
èíòåãðàë, òî â íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìå åñòü ñêðû-
òàÿ èëè ÿâíàÿ öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà.

Ðåçóëüòàòû ��4-6 â ãë. 2 ïîëó÷åíû ïîä âëèÿíèåì èäåé
êëàññè÷åñêîé ðàáîòû Ã.Ðè÷÷è-Êóðáàñòðî è Ò.Ëåâè-×èâèòû îá
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àáñîëþòíîì äèôôåðåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè (1901). Ýòà ðàáî-
òà äàëà ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ ðàçâèòèÿ îáùåé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè. Âåëèêî åå çíà÷åíèå äëÿ äðóãèõ íàóê, â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ îáùåé ìåõàíèêè.

Â �4 äëÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì ×àïëûãèíà ñ äâóìÿ ñòåïå-
íÿìè äàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî ëèíåéíîãî èíòåãðà-
ëà è îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî èíâàðèàíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Åñëè
ïðèëîæåííûå àêòèâíûå ñèëû íåíóëåâûå, òî îíè îïðåäåëÿþò
îðòîãîíàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, ñâîéñòâà êîòîðîãî ïîçâîëÿþò
îäíîçíà÷íî ðåøèòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè â ñèñòåìå ëèíåé-
íîãî îáùåãî èíòåãðàëà è ñ ïîìîùüþ åäèíñòâåííîé êâàäðàòóðû
çàïèñàòü ýòîò èíòåãðàë â ÿâíîì âèäå.

Â �5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ òðàåêòîðèé ãîëî-
íîìíîé èëè íåãîëîíîìíîé ñèñòåìû, çàäàâàåìûå â ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿìè ëèíåéíûìè è îäíîðîäíûìè îòíîñè-
òåëüíî îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé. Â êîíñòðóêòèâíîé ôîðìå óñòà-
íàâëèâàþòñÿ ëîêàëüíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðûõ òà-
êèõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñîâî-
êóïíîñòü ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé
íåãîëîíîìíîé ñèñòåìû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîñòîèò èç
óðàâíåíèé ñâÿçåé è åùå îäíîãî ëèíåéíîãî ïî ñêîðîñòÿì ðàâåí-
ñòâà, òî ïîñëåäíåå èìååò âèä

det‖F, η, λ4, . . . , λn, q̇‖ = 0

ãäå λi − êîýôôèöèåíòû i-ãî óðàâíåíèÿ ñâÿçåé (i = 4, . . . , n),
n − ÷èñëî îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû, F − çàäàííûé âåê-
òîð îáîáù¼ííûõ àêòèâíûõ ñèë, η = (F,∇)F .

Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ
íà ïðèìåðàõ èç äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà.

Â �6 â çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ïî ãî-
ðèçîíòàëüíîé ãëàäêîé ïëîñêîñòè íàéäåíî â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìå îáùåå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïîâåðõíîñòè, îãðàíè-
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÷èâàþùåé òåëî, ïðè êîòîðîé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîïóñêàþò
ñîâîêóïíîñòü ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ è îäíîðîäíûõ ïî ñêîðîñòÿì
èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé. Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñò-
íûé ñëó÷àé, êîãäà òåëî îãðàíè÷åíî ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ,
îñü ñèììåòðèè êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îñüþ îäíîãî èç êðóãîâûõ ñå-
÷åíèé öåíòðàëüíîãî ãèðàöèîííîãî ýëëèïñîèäà. Óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ òàêîãî òåëà äîïóñêàþò îäèíî÷íîå èíâàðèàíòíîå ñîîò-
íîøåíèå. Íàéäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ
òåëà, ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ
ìíîãîîáðàçèé ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé.

Çàêëþ÷èòåëüíûé �7 ãë. 2 ñâÿçàí ñ îáîáùåíèÿìè òåîðåìû
ïëîùàäåé è âûòåêàþùèõ èç íåå ëèíåéíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â
ñëó÷àÿõ, êîãäà îñü âèðòóàëüíûõ ïîâîðîòîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñ-
òåìû êàê îäíîãî òâåðäîãî òåëà ïîäâèæíà â ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïðÿìóþ AL, íàïðàâëåíèå êîòî-
ðîé â ïðîñòðàíñòâå çàäàíî åäèíè÷íûì âåêòîðîì e(t). Ïðÿìàÿ
ïîñòîÿííî ïðîõîäèò ÷åðåç äâèæóùóþñÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ òî÷-
êó A, êîòîðàÿ ìîæåò íå ñîâïàäàòü íè ñ êàêîé ìàòåðèàëüíîé
òî÷êîé ñèñòåìû, vA − ñêîðîñòü òî÷êè A, MvG − êîëè÷åñòâî
äâèæåíèÿ ñèñòåìû, KA − êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ñèñòåìû îòíî-
ñèòåëüíî òî÷êè A.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Â.Â.Êîçëîâà è Í.Í.Êîëåñíèêîâà (1978),
åñëè ñðåäè âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé èìååòñÿ ïîâîðîò ñèñòåìû
êàê îäíîãî òâåðäîãî òåëà âîêðóã îñè AL è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(MvG, vA × e) + (KA, ė) = 0

òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñèñòåìû îòíî-
ñèòåëüíî îñè AL ðàâíà ãëàâíîìó ìîìåíòó àêòèâíûõ ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà òî÷êè ñèñòåìû, îòíîñèòåëüíî ýòîé æå îñè.

Â òåîðåìå Ñóñëîâà (1902) ôèãóðèðóþò áîëåå îãðàíè÷è-
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òåëüíûå óñëîâèÿ

e = const, (vG, vA × e) = 0

Åùå áîëåå ÷àñòíûå óñëîâèÿ ïðåäëîæåíû ×àïëûãèíûì
(1897)

e = const, vA = λvG (λ = const)

Óñëîâèå Êîçëîâà-Êîëåñíèêîâà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ â ñèñòåìå, ïîýòîìó â äèññåðòàöèè ïðî-
àíàëèçèðîâàíû óñëîâèÿ Ñóñëîâà. Äîêàçàíà ò å î ð å ì à: ïðè
êà÷åíèè òâåðäîãî òåëà ïî íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè áåç ñêîëü-
æåíèÿ óñëîâèÿ Ñóñëîâà âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà òåëî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàð ñ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ìàññû, à íåïîäâèæíàÿ ïîâåðõíîñòü ëèáî ñôåðè÷å-
ñêàÿ (â ÷àñòíîñòè ïëîñêàÿ), ëèáî ïðîèçâîëüíàÿ öèëèíäðè÷å-
ñêàÿ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàïðàâëåíèÿ ïîäâèæíîé îñè AL è
îáðàçóþùåé öèëèíäðà äîëæíû ñîâïàäàòü).

Êðîìå òîãî, ïðîàíàëèçèðîâàíû îáîáùåíèÿ òåîðåì ×àï-
ëûãèíà îá îáìåíå ìîìåíòàìè êîëè÷åñòâ äâèæåíèÿ è èìïóëü-
ñàìè ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè ðàç-
áèåíèè åå íà ïîäñèñòåìû.

Ãëàâû 3-5 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíû ñèñòåìàì ñ ñóõèì òðå-
íèåì.

Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå îáùèå âîïðîñû òåîðèè
ñèñòåì ñ ñóõèì òðåíèåì, îòíîñÿùèåñÿ, â îñíîâíîì, ê ñëó÷àþ
ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà.

Â �1 äàíî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ Ëå Ñóàí Àíÿ
âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàäîêñîâ Ïåíëåâå â ñèñòåìàõ ñ îäíîé ôðèê-
öèîííîé ïàðîé.

Â �2 èçó÷àåòñÿ íàéäåííîå Ñ.À.×àïëûãèíûì îáîáùåíèå
òåîðèè Å.À.Áîëîòîâà î êðèòè÷åñêîì ïîëþñå äëÿ ñëó÷àÿ ïðî-
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ñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ïî ïîâåðõíîñòè ñ ñó-
õèì òðåíèåì. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Äàëàìáåðà â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè ñèëû èíåðöèè −mir̈i, ïðèëîæåííûå ê òî÷êàì ñèñòåìû
àêòèâíûå ñèëû Fi è ðåàêöèè Ri ñâÿçåé îáðàçóþò íóëåâóþ ñè-
ñòåìó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà ñóììû âñåõ ýòèõ
ñèë ðàâíà íóëþ íà ïðîèçâîëüíîì âèðòóàëüíîì ïåðåìåùåíèè
ñèñòåìû:∑

i

(−mir̈i + Fi + Ri) δri = δA+ δAF + δAR = 0

Âèðòóàëüíóþ ðàáîòó δA ñèë èíåðöèè ìîæíî ðàçáèòü íà äâà
ñëàãàåìûõ δA = δA1 + δA2 òàê, ÷òî â ïåðâîå ñëàãàåìîå âõî-
äÿò òîëüêî êîìïîíåíòû ñèë èíåðöèè, ñîäåðæàùèå ëèíåéíûå
è óãëîâûå óñêîðåíèÿ ñèñòåìû, à âî âòîðîå − êîìïîíåíòû ñèë
èíåðöèè, çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòåé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåò-
ñÿ íàéòè òàêîå ñïåöèàëüíîå âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå ñèñòå-
ìû, íàçâàííîå êðèòè÷åñêèì, íà êîòîðîì

δA1 ≡ 0

Òîãäà äëÿ âèðòóàëüíîãî êðèòè÷åñêîãî ïåðåìåùåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèå ïðèíöèïà Äàëàìáåðà ïðèìåò âèä

δAR = −δA2 − δAF

Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîãäà èìååòñÿ òîëüêî îäèí òî÷å÷íûé
êîíòàêò ñèñòåìû ñ îïîðíîé ïîâåðõíîñòüþ, â êîòîðîì ðàçâèâà-
åòñÿ ðåàêöèÿ ñóõîãî (êóëîíîâà) òðåíèÿ è íàïðàâëåíèå ðåàêöèè
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ,
ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ëåãêî âûÿâèòü ñëó÷àè, êîãäà
â çàâèñèìîñòè îò ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé
òî÷åê ñèñòåìû (ò.å. çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè èçâåñòíî) ñîîòâåò-
ñòâóþùèì âûáîðîì ðåàêöèè â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íåïðå-
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ðûâíîå äâèæåíèå ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Êóëîíà
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, íåîäíîçíà÷íî (äâà çíà÷åíèÿ ðåàê-
öèè â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îáðàùàþò åãî â ðàâåíñòâî) èëè
íåâîçìîæíî (çíàêè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíû ïðè ëþáîì âûáîðå íàïðàâëåíèÿ ñèëû ðåàêöèè).

Âïåðâûå ýòó ïðîñòóþ è êðàñèâóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èäåþ
äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ðå-
àëèçîâàë Å.À.Áîëîòîâ â ñâîåé ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè.

Ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèÿ óñêîðåíèé â òåëå â
äèññåðòàöèè äîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ðàáîòà ñèë èíåðöèè
δA2 íà êðèòè÷åñêîì ïåðåìåùåíèè ñîäåðæèò c òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñëàãàåìîå

− vC1vk1 sinα + vC2v (σ + α′)

ãäå vC1, vC2 − êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òî÷êè C òåëà, êîòîðîé îíî
â äàííûé ìîìåíò êàñàåòñÿ îïîðíîé ïîâåðõíîñòè, v − ìîäóëü
ñêîðîñòè âèäèìîé (ãåîìåòðè÷åñêîé) òî÷êè êàñàíèÿ C, à k1 è
σ − ñîîòâåòñòâåííî êðèâèçíà è êðó÷åíèå ñëåäà L òî÷êè C íà
îïîðíîé ïîâåðõíîñòè. Óãîë ìåæäó âåêòîðîì êðèâèçíû ëèíèè
L è êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ â òî÷êå C îáîçíà÷åí α.

Ïîñêîëüêó äâèæåíèå òåëà çàðàíåå íå èçâåñòíî, òî çíà÷å-
íèÿ êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ ñëåäà â ðàññìàòðèâàåìîå ìãíîâåíèå
òîæå íå èçâåñòíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè α 6= 0 òåîðèÿ êðè-
òè÷åñêîãî ïåðåìåùåíèÿ íå ðàáîòàåò. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî,
÷òî â çàäà÷å î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ïî ïîâåðõíîñòè ñ ñóõèì
òðåíèåì âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà ñèë íà êðèòè÷åñêîì ïåðåìåùåíèè
îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé, ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ è ìãíîâåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè ëèíåéíîé è óãëîâîé ñêîðîñòåé òåëà òîëüêî â
ñëó÷àå, êîãäà îïîðíàÿ ïîâåðõíîñòü − ïëîñêîñòü.

Â �3 ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ çàäà÷à î ïëîñêîì äâèæåíèè
òâåðäîãî òåëà ïî íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè ïðè íàëè÷èè ñóõî-
ãî (êóëîíîâà) òðåíèÿ. Ñâÿçü ïðåäïîëàãàåòñÿ íåóäåðæèâàþùåé.
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Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, îáîáùàþùèå óñëîâèÿ Áîëîòîâà, êîòîðûå
èìåþò âèä ñèñòåìû äâóõ îäíîòèïíûõ íåðàâåíñòâ è ãàðàíòèðó-
þò êîíòàêò ïîâåðõíîñòåé ñ ñîõðàíåíèåì êà÷åíèÿ òåëà áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ. Ïðîâåäåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ óñëîâèé íà äâóõ
ïðèìåðàõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â ãëàâå 4 èçó÷àþòñÿ êîíêðåòíûå çàäà÷è ìåõàíèêè ñèñ-
òåì ñ ñóõèì òðåíèåì ñ öåëüþ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
êëàññè÷åñêîãî çàêîíà Êóëîíà íåêîòîðûõ ñïåöèôè÷åñêèõ òèïîâ
äâèæåíèé â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ.

Â �1 ðåøåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè òî÷êè ñîïðèêîñíîâå-
íèÿ è óãëà íàêëîíà èíñòðóìåíòà, çàòà÷èâàåìîãî íà òî÷èëüíîì
àáðàçèâíîì êðóãå, ïðè êîòîðûõ äàâëåíèå êðóãà íà èíñòðóìåíò
îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî âåëè÷èíå. Ýòè ïàðàìåòðû âàæ-
íû äëÿ äîëãîâå÷íîñòè ýêñïëóàòàöèè òî÷èëüíîãî êðóãà è áåç-
îïàñíîñòè ðàáîòû íà íåì.

Â �2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ½êà÷àþùèéñÿ ìàÿòíèê“ Ïîøåõî-
íîâà − ïðèáîð, äåìîíñòðèðóþùèé ñóòî÷íîå âðàùåíèå Çåìëè â
êàáèíåòíûõ óñëîâèÿõ. Â íåì ðàìà ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ, ìîæåò
âîêðóã íåå â ëàáîðàòîðíîé íåèíåðöèàëüíîé (ñ ó÷åòîì ñóòî÷-
íîãî âðàùåíèÿ Çåìëè) ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîâîðà÷èâàòüñÿ âñëåä-
ñòâèå êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî ìàòÿíèêà, èìåþùåãî ãîðèçîí-
òàëüíóþ îñü âðàùåíèÿ, ôèêñèðîâàííóþ â ðàìå. Òåîðèÿ äâè-
æåíèÿ ýòîãî ïðèáîðà ïîëó÷èëà ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå â
ðàáîòå À.Þ.Èøëèíñêîãî. Îäíàêî îñòàëñÿ îäèí èñêëþ÷èòåëü-
íûé òèï äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà, êîòîðûé íå ïîëó÷èë îáúÿñíåíèÿ,
è òåîðèÿ Èøëèíñêîãî îñòàâàëàñü íåçàâåðøåííîé.

Â óêàçàííîì äâèæåíèè ïðè ïóñêå ìàÿòíèêà Ïîøåõîíî-
âà, äåìîíñòðèðóåìîãî â Ìîñêîâñêîì ïëàíåòàðèè, âíà÷àëå ðà-
ìà ïðàêòè÷åñêè ñòîèò íà ìåñòå (â òå÷åíèå ïåðâûõ 10-50 êîëå-
áàíèé). Äàëåå ðàìà ïðèõîäèò â äâèæåíèå, ïðè÷¼ì, õàðàêòåð
ýòîãî äâèæåíèÿ ïðîèñõîäèò øòàòíî, ñ îñòàíîâêàìè.

Â îòíîøåíèè ýòîãî äâèæåíèÿ À.Þ.Èøëèíñêèé ïèøåò:
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½ß îáúÿñíÿþ ýòî ÿâëåíèå èçìåíåíèåì òðåíèÿ â ïîäøèïíèêàõ
âåðòèêàëüíîé îñè ðàìû, êîòîðîå ðåçêî âîçðàñòàåò ïðè ïðîäîë-
æèòåëüíîì ïðåáûâàíèè ìàÿòíèêà áåç äâèæåíèÿ èç-çà ïîÿâ-
ëÿþùèõñÿ îêèñëîâ è ïûëè. Ïðè ïóñêå ìàÿòíèêà â õîä ïîä-
øèïíèê ïîñòåïåííî ½ðàçðàáàòûâàåòñÿ“ , è íîðìàëüíîå äâèæå-
íèå ìàÿòíèêà âîññòàíàâëèâàåòñÿ“ (Àñòðîí. æóðí., 1955, ò.32,
âûï.5, ñ.462-468).

Â �2 îñîáåííûé ðåæèì äâèæåíèÿ ïðèáîðà îáîñíîâàí èñ-
êëþ÷èòåëüíî íà îñíîâàíèè çàêîíà òðåíèÿ Êóëîíà, áåç ïðè-
âëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç è ïðåäïîëîæåíèé. Èìåííî,
ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ½èãðó“ ñèë − ìîìåíòà ñèë ñó-
õîãî òðåíèÿ ìåæäó öàïôàìè âåðòèêàëüíîé îñè ðàìû è ñòåí-
êàìè âåðòèêàëüíûõ âåðõíåé è íèæíåé öèëèíäðè÷åñêèõ îïîð
è ìîìåíòà ñèëû Êîðèîëèñà, ïðèëîæåííîé ê ìàÿòíèêó. Ñ ïî-
ìîùüþ ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ïîñòðîåíà êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà
íà öèëèíäðè÷åñêîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìàÿòíèêà, èç êîòî-
ðîé ñëåäóåò, ÷òî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ìîæåò íà÷àòü äâèæå-
íèå èç çîíû çàñòîÿ (ïîêîÿùàÿñÿ ïåðâîíà÷àëüíî ðàìà îñòàåòñÿ
íåïîäâèæíîé), ïîñòåïåííî ïðèáëèæàÿñü ê ïîëîæåíèþ ðàâíî-
âåñèÿ âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ òðåíèÿ â ïîäøèïíèêàõ ãîðèçîíòàëü-
íîé îñè ðàìû. Ìàÿòíèê ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, à ðàìà ïðè ýòîì
îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé. Íî â êàêîå-òî ìãíîâåíèå èçîáðàæàþ-
ùàÿ òî÷êà ïåðåñåêàåò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ãðàíèöó îáëà-
ñòè, íå ïðèíàäëåæàùåé çîíå çàñòîÿ. Ðàìà íà÷èíàåò ïîâîðà÷è-
âàòüñÿ.

Â �3 ïîñòðîåíà ìîäåëü äâèæåíèé äèñêà ïî äâîÿêîâûïóê-
ëîé òâåðäîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ (âîðîíêè) − îñíîâíîãî ýëå-
ìåíòà ðàçâëåêàòåëüíîãî àâòîìàòà äëÿ ñáîðà äåíåã, èñïîëüçóå-
ìîãî â ðÿäå ñòðàí. Êàæäîå òàêîå óñòðîéñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñòîë â ôîðìå ÷àøè, óñòàíîâëåííûé íà íîæêå-ïîäñòàâêå.
Ó ÷àøè åñòü îòâåðñòèå âíèçó ïî öåíòðó. Ñòîëû èìåþò ðàçíûå
ðàçìåðû è ãëóáèíó. Íà ñàìîé âûñîêîé ïàðàëëåëè óñòàíîâëåíû
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îäèí èëè íåñêîëüêî ½çàïóñêàþùèõ“ ìåõàíèçìîâ â âèäå ãîðêè
ñî ñïóñêàþùåéñÿ ê åå îñíîâàíèþ êàíàâêîé, ïî êîòîðîé ñ âåð-
øèíû ãîðêè ïîñåòèòåëü ïóñêàåò áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ìîíå-
òó (èëè æåòîí â âèäå òîíêîãî êðóãëîãî äèñêà). Âñòðå÷àþòñÿ è
äðóãèå ïðèíöèïèàëüíî ìàëî îòëè÷àþùèåñÿ êîíñòðóêöèè òàêèõ
ìåõàíèçìîâ. Ìîíåòà íà÷èíàåò ñêàòûâàòüñÿ ïî÷òè ïî ïàðàëëå-
ëè, íà êîòîðóþ îíà çàïóùåíà, ïîñòåïåííî ïåðåõîäÿ íà áîëåå
íèçêèå (è ñëåäîâàòåëüíî, áîëåå êîðîòêèå) ïàðàëëåëè, óñêîðÿÿ
ñâîå âðàùåíèå âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñèììåòðèè ñòîëà. Â
èòîãå ìîíåòà ïðîâàëèâàåòñÿ ÷åðåç îòâåðñòèå â ìîíåòîïðèåì-
íèê. Îäíîâðåìåííî ìîæíî çàïóñòèòü íåñêîëüêî ìîíåò, ïðè÷åì
â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ñêàòûâàÿñü âíèç, ìîíåòû
íå ñòàëêèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, òàê êàê óãîë íàêëîíà êàæäîé
ìîíåòû ê îñè ñèììåòðèè ñòîëà ïðèíèìàåò ñòðîãî îïðåäåëåííîå
çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå òåêóùåé ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ êà÷å-
íèÿ è òåêóùèì ðàññòîÿíèåì öåíòðà ìîíåòû äî îñè ñèììåòðèè
ñòîëà. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îáúÿñíèòü îïèñàííîå ïîâåäåíèå ìîíåò.

Âûáðàíà íåãîëîíîìíàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ òîíêîãî äèñêà
áåç ñêîëüæåíèÿ. Ñîñòàâëåíû óðàâíåíèÿ êà÷åíèÿ äèñêà, íàéäå-
íû ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñ-
òè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Â íåãîëîíîìíîé ìîäåëè äâèæåíèÿ
ìîíåòû íå ñîîòâåòñòâóþò íàáëþäàåìûì â ìîíåòîïðèåìíèêå.
Ðåøàþùèì îêàçàëñÿ ó÷åò òðåíèÿ êà÷åíèÿ è òðåíèÿ âåð÷åíèÿ:

m1 = − krNσ |σ| , m2 = − kpN sign ωn

ãäå m1 − âûðàæåíèå ìîìåíòà ñèë òðåíèÿ êà÷åíèÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò N è ñêîðîñòè ïðåöåññèè σ, m2 − ìîìåíò ñèë òðåíèÿ
âåð÷åíèÿ, ðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû kr è kp çàâèñÿò îò ñâîéñòâ
ìàòåðèàëîâ òðóùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé, N > 0 − íîðìàëüíàÿ êîì-
ïîíåíòà ñèëû ðåàêöèè (ñèëà äàâëåíèÿ), ïðèëîæåííàÿ ê äèñêó
ñî ñòîðîíû îïîðû, ωn − ïðîåêöèÿ ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñ-
òè äèñêà íà íîðìàëü ïîâåðõíîñòè. Âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ
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âçÿòû èç ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòû Ìà Äàîëèíà ñ ñîàâòîðà-
ìè (2014), ïîñâÿùåííîé ò.í. ½äèñêó Ýéëåðà“.

Äðóãàÿ ïðîáëåìà, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøèòü ïðè ìî-
äåëèðîâàíèè, ýòî âûáîð óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè, ïî êîòîðîé
êàòàåòñÿ äèñê. Íè íà ñàéòå èçîáðåòàòåëÿ óñòðîéñòâà, íè â åãî
ïàòåíòå èíôîðìàöèè î ôîðìå âîðîíêè íåò. Ïîäáîðîì ïàðàìåò-
ðîâ ñèñòåìû, êîòîðàÿ îêàçàëàñü âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíîé ê òàêî-
ìó âûáîðó, íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå óäàëîñü äîáèòüñÿ áëèçîñ-
òè ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íàáëþäàåìûì äâè-
æåíèÿì â ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ. Íèæå ïðèâåäåí
îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïðîåêöèè
íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü òðàåêòîðèè ñëåäà äèñêà ïðè ñêà-
òûâàíèè ïî ïîâåðõíîñòè îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ äâóõ çàäà÷ î áðàõèñòîõðîíå
ñ òðåíèåì, êîòîðûå íàéäåíû ñðåäñòâàìè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ.

Â �1 ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð îáîáùåíèé êëàññè÷åñêîé
çàäà÷è î áðàõèñòîõðîíå (1696) è ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà íåêî-
òîðîé êëàññèôèêàöèè ýòèõ ðàáîò, ÷èñëî êîòîðûõ óæå áîëüøå
ñîòíè.

Ñïóñòÿ ïî÷òè 300 ëåò ïîñëå ðåøåíèÿ êëàññèêàìè ïåðâîé
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çàäà÷è î áðàõèñòîõðîíå Í.Ýøáè ñ ñîàâòîðàìè ïîñòàâèë è ðå-
øèë çàäà÷ó î íàõîæäåíèè êðèâîé ñ ñóõèì òðåíèåì, ïî êîòîðîé
òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ñêàòûâàåòñÿ èç çàäàííîé ñòàðòîâîé òî÷êè
â çàäàííóþ ôèíàëüíóþ òî÷êó çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ (1975).
Äîëãîå âðåìÿ ýòà çàäà÷à îñòàâàëîñü åäèíñòâåííîé çàäà÷åé ñ
ñóõèì òðåíèåì, ðåøåííîé êàê óñëîâíàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à.
Äðóãèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è è íåêîòîðûå å¼ îáîáùåíèÿ áûëè
ïîëó÷åíû ìåòîäàìè òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â �2 çàäà÷à Ýøáè ðåøåíà êàê âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ñ äâó-
ìÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêèìè óñëîâÿìè. Ïðè ýòîì äëÿ ëàãðàíæèà-
íà çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ýéëåðà îêàçûâàåòñÿ êî-
íå÷íûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè. Îòìå÷å-
íî, ÷òî ïðè âûáðàííîì ìåòîäå ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è
ïîÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ýêñòðåìàëü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ïîñòîðîííåå
ðåøåíèå. Îíà ñòàíîâèòñÿ èäåíòè÷íîé ïåðâîé ýêñòðåìàëè, êî-
ãäà îäíî èç èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ óñëîâèé ïðîïàäàåò, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò ðåøåíèþ çàäà÷è î íàèáûñòðåéøåì ñïóñêå òÿæåëîé
÷àñòèöû èç çàäàííîãî ïîëîæåíèÿ áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè äî
çàäàííîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé.

Áûëè íåîäíîêðàòíûå ïîïûòêè ðåøèòü áîëåå ñëîæíóþ çà-
äà÷ó î íàèáûñòðåéøåì ñïóñêå òÿæåëîãî äèñêà ïî êðèâîé â âåð-
òèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â òî÷êå êîíòàê-
òà äèñêà ðàçâèâàåòñÿ ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ, òî îáúåêòîì ýòîé âà-
ðèàöèîííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïåðåìåííîé ñòðóêòóðû,
ò.å. íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî äèñê ìîæåò íå òîëüêî êàòèòü-
ñÿ, ñêîëüçèòü ïî íàïðàâëÿþùåé êðèâîé ñ òðåíèåì, íî è îòðû-
âàòüñÿ îò íåå. Çàäà÷ó ýòó óäàëîñü ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè, è â �3
ïðèâåäåíî åå ïîëíîå ðåøåíèå.

Óñïåõ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì ìîäèôèêà-
öèè ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è èñïîëüçîâàíèè âñïîìîãà-
òåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Äàííûé ìàòåìàòè-
÷åñêèé àïïàðàò áûë ðàçðàáîòàí Ô.À.Âàëåíòàéíîì (1937).
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Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òàêîâà. Òÿæ¼ëûé äèíàìè÷å-
ñêè ñèììåòðè÷íûé êðóãëûé äèñê äâèæåòñÿ â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè, ïîñòîÿííî îïèðàÿñü íà íåïîäâèæíóþ ìàòåðèàëü-
íóþ êðèâóþ ñ òðåíèåì. Òðåíèå â òî÷êå ñîïðèêîñíîâåíèÿ äèñêà
ñ îïîðîé îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Êóëîíà, òî åñòü âåëè÷èíà òàí-
ãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû ñèëû ðåàêöèè (ñèëû òðåíèÿ) â òî÷êå
êîíòàêòà äèñêà ñ îïîðíîé êðèâîé íå ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèÿ
ìîäóëÿ äàâëåíèÿ îïîðû íà äèñê è ïîñòîÿííîãî êîýôèöèåíòà
òðåíèÿ 0 < k < 1. Êîãäà äèñê ñêîëüçèò, ñèëà òðåíèÿ èìååò óêà-
çàííîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ìãíîâåííîé ñêîðîñòè òî÷êè äèñêà, ñîâïàäàþùåé ñ òî÷êîé êîí-
òàêòà. Êîãäà äèñê êàòèòñÿ (ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü òî÷êè äèñ-
êà, ñîâïàäàþùåé ñ òî÷êîé êîíòàêòà, ðàâíà íóëþ), òî ñèëà òðå-
íèÿ íå áîëüøå óêàçàííîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Òðåáóåòñÿ
íàéòè òàêóþ ôîðìó îïîðíîé êðèâîé (ýêñòðåìàëè), ÷òîáû ïðè
äâèæåíèè ïî íåé äèñêà åãî öåíòð äîñòèã èç çàäàííîãî ñòàð-
òîâîãî ïîëîæåíèÿ A ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ çàäàííîå
ôèíàëüíîå ïîëîæåíèå B çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïî ñðàâíåíèþ
ñî âñåìè äðóãèìè ðåãóëÿðíûìè êðèâûìè AB, ïðè äâèæåíèè
öåíòðà ïî êîòîðûì äèñê ñîâåðøàåò áåçîòðûâíîå äâèæåíèå ïî
ñîîòâåòñòâóþùèì R - ýêâèäèñòàíòíûì îïîðíûì êðèâûì (R −
ðàäèóñ äèñêà).

Ãëàâíîå â ìåòîäå Âàëåíòàéíà − âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ââå-
äåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïåðåìåííûõ âñå
îãðàíè÷åíèÿ â âàðèàöèîííîé çàäà÷å, âêëþ÷àÿ çàêîí Êóëîíà,
â âèäå ðàâåíñòâ. Ïîëó÷åííàÿ â èòîãå âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à íà-
ñ÷èòûâàåò 13 ïåðåìåííûõ. Àíàëèç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñ-
òðåìóìà ñ ó÷åòîì êðàåâûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîêàçàë, ÷òî
â ýêñòðåìàëüíîì äâèæåíèè äèñê ìîæåò òîëüêî ñêîëüçèòü, à
âèä íàïðàâëÿþùåé êðèâîé çàâèñèò îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåí-
òà ñóõîãî òðåíèÿ k è ïðè k → 0 ñòðåìèòñÿ ê öèêëîèäå.

Áîëåå òî÷íî: ïðè 0 < k < 0.13 èç îáëàñòè äîñòèæèìî-
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ñòè â çàäàííóþ ôèíàëüíóþ òî÷êó (0, 0) ñïóñêàþòñÿ ýêñòðåìà-
ëè äâóõ òèïîâ; ýêñòðåìàëè ïåðâîãî òèïà öåëèêîì ðàñïîëîæåíû
âûøå ãîðèçîíòàëüíîé îñè è âõîäÿò â íà÷àëî êîîðäèíàò ñâåðõó;
ýêñòðåìàëè âòîðîãî òèïà èìåþò ôèíàëüíûé ó÷àñòîê, ðàñïîëî-
æåííûé íèæå ãîðèçîíòàëüíîé îñè, è âõîäÿò â íà÷àëî êîîðäè-
íàò ñíèçó. Ïðè k > 0.13 îñòàþòñÿ òîëüêî ýêñòðåìàëè ïåðâîãî
òèïà, ïðè÷åì, ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ k îíè ñïðÿìëÿþòñÿ.
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