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3◦. Пусть τ 6= 0 и 0 ≤ s < 2. Не существует постоянной C(τ) такой, что∥∥A−1/2
ε sin(τA1/2

ε )− (A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)− εK(ε)
∥∥
Hs(Rd)→H1(Rd)

6 C(τ)ε.

Теорема 4. Предположим, что для некоторых j и θ0 выполнено µj(θ0) 6= 0.
1◦. Не существует положительной функции C(τ) такой, что limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0 и∥∥cos(τA1/2

ε )− cos(τ(A0)1/2)
∥∥
H2(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ)ε.

2◦. Не существует положительной функции C(τ) такой, что limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0 и∥∥A−1/2
ε sin(τA1/2

ε )− (A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)
∥∥
H1(Rd)→L2(Rd)

6 C(τ)ε.

3◦. Не существует положительной функции C(τ) такой, что limτ→∞ C(τ)/|τ | = 0 и∥∥A−1/2
ε sin(τA1/2

ε )− (A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)− εK(ε)
∥∥
H2(Rd)→H1(Rd)

6 C(τ)ε.

С другой стороны, при дополнительных условиях мы усиливаем результаты теорем 1 и 2.

Теорема 5. Предположим, что µj(θ) = 0 при всех j и θ ∈ Sd−1. Кроме того, предположим,
что кратность спектра ростка S(θ) не зависит от θ. Тогда при τ ∈ R и ε > 0 справедливы
оценки∥∥cos(τA1/2

ε )− cos(τ(A0)1/2)
∥∥
H3/2(Rd)→L2(Rd)

6 C4(1 + |τ |)1/2ε,∥∥A−1/2
ε sin(τA1/2

ε )− (A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)
∥∥
H1/2(Rd)→L2(Rd)

6 C5(1 + |τ |)1/2ε,∥∥A−1/2
ε sin(τA1/2

ε )− (A0)−1/2 sin(τ(A0)1/2)− εK(ε)
∥∥
H3/2(Rd)→H1(Rd)

6 C6(1 + |τ |)1/2ε.

В частности, условия теоремы 5 выполнены для оператора акустики Aε = −div gε(x)∇, где
g(x) — симметричная матрица с вещественными элементами.

Более того, мы показываем, что результаты теоремы 5 тоже точны: их нельзя усилить, если
хотя бы один коэффициент νj(θ) отличен от нуля в некоторой точке θ0.

Метод основан на применении масштабного преобразования, теории Флоке – Блоха и анали-
тической теории возмущений.

Полученные результаты можно применить к задаче Коши

∂2
τuε(x, τ) = −(Aεuε)(x, τ) + F(x, τ), uε(x, 0) = φ(x), ∂τuε(x, 0) = ψ(x).

Применение основано на представлении решения в виде

uε(·, τ) = cos(τA1/2
ε )φ+A−1/2

ε sin(τA1/2
ε )ψ +

τ∫
0

A−1/2
ε sin((τ − ρ)A1/2

ε )F(·, ρ) dρ.

Рассмотрены приложения к нестационарным уравнениям акустики и теории упругости.
Часть результатов получена в работе [2].
Исследование выполнено при поддержке РНФ (проект 17-11-01069).
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Для гиперболического дифференциально-разностного уравнения в плоскости построено однопараметрическое
семейство гладких глобальных решений.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, дифференциально-разностное уравнение, преобразование Фурье.

ON SMOOTH GLOBAL SOLUTIONS OF TWO-DIMENSIONAL
HYPERBOLIC DIFFERENTIAL-DIFFERENCE EQUATIONS

Zaitseva Natalya Vladimirovna

senior lecturer, Kazan (Volga region) federal university (Russia, Kazan)

A one-parametric family of smooth global solutions of a two-dimensional differential-difference hyperbolic equation
is constructed.

Keywords: hyperbolic equation, differential-difference equation, Fourier transformation.

Задачи в ограниченных областях для дифференциально-разностных уравнений, возникаю-
щие в разнообразных приложениях, не покрываемых классическими моделями математической
физики (см., напр., [1] и имеющуюся там библиографию), к настоящему моменту исследованы
полно и глубоко (см. [1-4] и имеющуюся там библиографию). Задачи в неограниченных областях
хорошо изучены для параболического (см. [5]) и эллиптического (см. [6-10]) случаев. В настоящей
работе исследуется гиперболическое дифференциально-разностное уравнение

∂2u

∂t2
= a2 ∂

2u

∂x2
(x− h, t), (1)

где a, h—произвольные вещественные постоянные.
Доказана следующая

Теорема 1. Функция

G(x, t; ξ) = sin

[(
at cos

hξ

2
+ x+

h

2

)
ξ

]
eaξt sin hξ

2 + sin

[(
at cos

hξ

2
− x− h

2

)
ξ

]
e−aξt sin hξ

2 (2)

удовлетворяет уравнению (1) при любом вещественном значении параметра ξ.

Для доказательства теоремы достаточно непосредственно подставить функцию (2) в уравне-
ние (1).

Указанное решение (2) найдено с помощью классической схемы Гельфанда–Шилова, при
этом учитывалось, что оператор сдвига (так же, как и дифференциальные операторы), является
мультипликатором Фурье.

Автор выражает глубокую благодарность Региональному научно-образовательному матема-
тическому центру Казанского (Приволжского) федерального университета за финансовую под-
держку.
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СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ, ВОЗНИКАЮЩИХ В ЗАДАЧАХ
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к. ф.-м. н., доцент, КФУ им. В.И.Вернадского (Россия, Симферополь)
E-mail: dmitry.zkr@gmail.com

Рассматриваются интегро-дифференциальные операторные уравнения, описывающие движения вязкоупругих
тел. Проводится спектральный анализ операторных матриц и ассоциированных с ними операторных пучков,
доказываются утверждения о структуре спектра и о свойствах базисности системы корневых элементов задачи.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, операторная матрица, операторный пучок, спектр,
асимптотика, корневые элементы.

SPECTRAL ANALYSIS OF INTEGRO DIFFERENTIAL EQUATIONS
ARISING IN VISCOELASTICITY

Zakora Dmitry

phd, V.I.Vernadsky CFU (Russia, Simferopol)

We study integro differential operator equations which describe small motions of viscoelastic bodies. Operator
matrices and corresponding operator pencils are investigated. Statements on spectrum structure, spectrum localization,
properties of root elements are proven.

Keywords: integro differential equation, operator matrix, operator pencil, spectrum, asymptotic, root elements.

Рассмотрим изотропное тело, занимающее область Ω ⊂ R3. Введем прямоугольную де-
картову систему координат Ox1x2x3, жестко связанную с областью. Пусть u = u(t, x)
(x = (x1, x2, x3) ∈ Ω) — поле смещений в изотропном теле, тогда тензор деформации εij будет
выражаться через поле перемещений по формуле Коши. Разложим тензоры деформации εij и
напряжений σij на девиаторы и шаровые составляющие: εij = eij + εδij , σij = sij + σδij . Здесь
eij , sij — девиаторы тензора деформации и напряжений соответственно, δij — символ Кроне-
кера, θ := 3ε — объемная деформация, σ — среднее гидростатическое напряжение. В [1, гл. 2,
§ 4] выводится общий вид связей девиаторов и шаровых составляющих тензоров деформаций и
напряжений:

sij(t) =

t∫
0

Γ1(t− s)eij(s) ds, σ(t) =

t∫
0

Γ2(t− s)θ(s) ds, (1)

где Γ1(t) и Γ2(t) — это ядра сдвиговой и объемной релаксации. Эти ядра имеют следующий вид:

Γ1(t) := −c1δ′(t) + c0δ(t)− Γ(t), Γ2(t) := −c̃1δ′(t) + c̃0δ(t)− Γ̃(t), (2)

Γ(t) :=

m∑
l=1

c−le
−tbl , Γ̃(t) :=

n∑
l=1

c̃−le
−t̃bl ,

где δ(t) — δ-функция, ck, c̃k — некоторые структурные постоянные, b−1
k , b̃−1

k — времена релакса-
ции. При этом

c1, c̃1 > 0, c0, c̃0 > 0, c−l > 0 (l = 1,m), c̃−l > 0 (l = 1, n),

0 < b1 < b2 < · · · < bm, 0 < b̃1 < b̃2 < . . . b̃n.
(3)
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