


ФИЛДСОВСКАЯ ПРЕМИЯ 

Эту награду Международный математический конrресс 
присуждает раз в 4 года молодым ученым за особые 
достижения в области математики. Ее часто называют 
Нобелевской премией по математике. Как известно, 
Нобелевские премии стали присуждаться с 1901 г. по 
завещанию шведского инженера-химика, изобретателя 
динамита, промышленника и миллионера Альфреда 
Бернхарда Нобеля (1833-1896). Премия присуждается за 
выдающиеся работы в области физики, химии, медицины, 
физиологии, экономики, за литературные произведения, за 
деятельность по укреплению мира. Первоначально в этом 
списке была названа и математика, но потом Нобель сам 
исключил математиков из перечня возможных 
претендентов. В научных кругах этот поступок расценили 
как по меньшей мере странный. 

Сушсствуют несколько версий, объясняющих причины 
решения Нобеля. Но ни одну из них нельзя доказать 
документами. В среде математиков утвердилось мнение, 
что недружелюбный жест миллионера объясняется личной 
неприязнью Нобеля к известному шведскому математику М. 
Г. Миттаг-Леффлсру. Магнус Густав Миттаг-Леффлср (1846-
1927) занимался вопросами теории аналитических функций и 
получил ряд важных результатов. Именно он пригласил 
Софью Ковалевскую читать лекции в Стокгольмском 
университете, чем немало способствовал расцвету ее 
математического таланта. 

Миттаг-Лсффлер основал математический журнал и сумел 
привлечь к его работе многих выдающихся математиков. 
Один этот факт характеризует ученого как инициативного и 
общмтельного человека. К тому же известно, что он был 
очень хорош собою. Такие люди обычно легко на�ивают 
себе как врагов, так и друзей. Прочная и продолжительная 
дружба связывала Миттаг-Леффлера с канадским 
математиком Дж. Ч. Филдсом. "Именно от Филдса,-писал 
секретарь оргкомитета международных математических 
конгрессов Дж. Л. Сайн,-я впервые услышал о трениях 
между Нобелем и Леффлсром. Полагаю, что это было 
вызвано взаимной завистью .. ." Как бы то ни было, но 
пробел, созданный Нобелем, впоследствии заполнил Дж. Ч. 
Филдс. 

Джон Чарльз Филдс (1�1932) родился в г. Гамильтоне 
на юге Канады. Окончил университет в Торонто, затем 
более 10 лет провел в Европе, где продолжил свое 
образование и завязал дружеские отношения со многими 
математиками. С 1902 г. работал в Торонтском 
университете (профессор). Основные труды относятся к 
теории алге{iраических функций и теории абелсвых 

интегралов. Дж. Ч. Филдс был президентом Канадского 
королевского общества,. членом Лондонского королевского 
общества, членом-корреспондентом АН СССР. С 1924 по 
1932 г. занимал пост президента Международного 
математического союза. 

Это было время, когда математики разных стран 
оказались разобщенными в результате первой мировой 
войны. Традиция математических конгрессов, регулярно 
проводившихся в 1897-1913 гг., нарушилась. В этих условиях 
предложение Филдса наrраждать математиков разных стран 
за выдающиеся достижения получила горячую поддержку 
научных обществ Америки, Франции, Италии, Швейцарии и 
Германии ... 

В 1932 г. Филдс составил меморандум, в котором 
подробно охарахтеризовал статут новой премии. Он 
подче;рхивал, что премия должна быть интернациональна и 
объективна. "Она ни под каким видом не должна включать 
упоминание о кахой-либо стране, институте и личности•. 
Филдс выступал против того, чтобы награда называлась 
чьим-то именем. Будь он жив, то, схорей всего, возражал бы 
против названия "Филдсовская премия•. Тем на менее это 
название утвердилось и, хак видим, совершенно справедливо. 

До формального учреждения премии Дж. Ч. Филдс нс 
дожил. Согласно завещанию значительная часть его 
состояния перешла в фонд премии. Премией нс только 
отмечаются заслуги того или иного лица, но и 
стимулируется его дальнейшая деятельность в области 
математнхи. Поэтому согласно уставу она присуждается 
исследователям, не достигшим 41 года. 

Вместе с премией (1500 ханадских долларов) лауреату 
вручается и золотая медаль. Лицевая сторона медали (аверс) 
и се оборотная сторона (риверс) показаны на рисунках. На 
аверсе изображена голова Архимеда. Перед ней надпись по 

гречески: "Архимед•. Надпись вокруг головы гласит: 
"Превзойти человеческие возможности и познать 
Вселенную•. На риверсе написано по-латыни: 
"Математический мир приветствует шаг к познанию•. На 
заднем плане - сфера, вписанная в цилиндр,-чсртеж к 
знаменитой теореме Архимеда. Надписи составлены 
профессором Т. Норвудом из Торонтского университета. 

Первые лауреаты Филдсовской премии были названы в 
1936 г. За минувшие 53 года эта премия была присуждена 30 
математикам. 

(Продо.11:ксввс см. в пом номере :в:урва.11а.) 
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С ПРО&ЛЕМЫ СОВЕРШЕНСТВОВАНИЯ Мд ТЕМАТИЧЕСКОГО О&РдЗОВдНИЯ 

ЧИТАТЕЛЬ РАЗМЫШЛЯЕТ, ПОДДЕРЖИВАЕТ, ВОЗРАЖАЕТ, 
ВНОСИТ СВОИ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

Пубnикуемые в прессе материаnы по пробnеме реформы математиче· 
скоrо образования продоnжают вызывать общий интерес и оживnенные 
откnики учитеnей и преподаватеnей высшей wкоnы. 

Продоnжаем пубnикацию статей, отражающих основные направnе· 
ния редакционной почты по этой пробnеме. 

Обсуждаем «Концепцию развитии 
школьного математического образования»1 

• 
Предлагаемый документ крайне необходим, тщательно 
продуман и в целом прогрессивен, но все же в нем есть 
немало мест, вызывающих противоречивые чувства. За
метим прежде всего, что «Концепция» должна быть более 
лаконичной, без неоправданных длиннот и непринципиаль
ных частностей. 

Весьма убедительно изложено введение («Анализ ситуа
ции»), хотя о многом в нем следует сказать гораздо жест
че. Это относится, например, к констатации того факта, что 
средний уровень квалификации учителей весьма невысок. 
Сегодня уже пора признать, что ни система теоретической, 
ни система профессионально-педагогической подготовки 
учителей математики не выдерживают никакой критики. 
Заказ общества на учителей математики превышает воз
можности существующей формы их воспроизводства, и 
это несоответствие мы испытываем, начиная с набора. От 
половины до двух третей поступающих на физико-матема
тические факультеты педвузов подготовлены по математи
ке едва лишь удовлетворительно. Поэтому рассчитывать на 
высокий уровень получаемой в педвузе квалификации бес
смысленно - нельзя начинать обучение основам матема
тики в 17-18 летl 

И именно отсюда, от слабой теоретичесkой подготовки 
будущего учителя идет пресловутая рецептурность мето
дики: спрос рождает предложение, а значительная часть 
учителей не стремятся к творческому преподаванию, им 
надо суметь только грамотно пересказать действующий 
сегодня учебник. 

Необходимо поставить вопрос о государственных мерах 
помощи в формировании контингента педвузов. Видимо, 
именно на подготовку будущих учителей в средней школе 
и в педагогических вузах следует требовать увеличения 
ннвестнций - онн быстро окупятся. Тезисом «вуз готовит 
студентов в школе» (гл. 11, п. 12, с. 7) нельзя ограничивать
ся, хотя н этот тезис, по-видимому, встретит немалое со
протнвленне общественности, прежде всего вузовской. 
Однако в обозримом будущем диспропорции в системе 
«вь1пуск из средних школ - набор на первый курс» со
хранятся, и при нынешнем падении престижа высшего 
образования вообще, а педагогического в особенности, 
поиск абитуриентов становится анахронизмом. Все боль
шее значение приобретает многолетняя работа с будущи
ми студентами вузов еще в школе. 

В «Концепции» следовало бы точнее охарактеризовать н 
положение дел с учебно-методической литературой н 
литературой для внеклассной и внешкольной работы. Не
хватка книг объясняется не только и не столько удаленно
стью большинства учителей н учеников от центров матема-

1 См.: Математика в школе. 1990. № 1 .  С. 2- 1 3. 
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тической культуры н не ошибками издательского планнро
вання н определения тиражей. У нас отсутствует система 
обеспечения литературой. Кннгн «уходят между пальцев». 
Пора понять простую истину - учебник, книга для вне
классной работы, методическое пособие есть инструменты 
учителя, следовательно, соответствующие органы о б  я э а
н ы обеспечивать будущего и действующего учителя этими 
ннструментамн (разумеется, за плату). А пока мы все вре
мя «достаем» книги, как и прочий дефицит. Достают учи
теля, достают студенты. Неужели нельзя, скажем, начиная 
с 111 курса выдавать каждому студенту комплект основных 
учебников н задачников, десяток книжек для школьников, 
десяток-другой кннг по методике? И не надо бояться, что к 
выпуску нз вуза учебники сменятся. Сама по себе частая 
смена учебников еще не порочна, порочна смена о б  я з а
т е л ь  н ы х учебников, порочно требование менять учеб
ник по команде сверху. Давно известно, что грамотный 
учитель может преподавать по любому учебнику (и вовсе 
без учебника). Вот н надо дать ему полную свободу выбора 
учебника при обязательном условии выполнения основных 
требований программы. 

Кстати, .нельзя не поддержать идею о возвращении к 
системе учебннк-эадачннк, как и к мысли о создании «учи
тельских» вариантов учебника. При этом едва ли стоит 
ограннчнваться в «учительском» варианте лишь «неболь
шнмн по объему комментариями». Сегодня нужны именно 
обстоятельные комментарнн, не рецепты к каждому параг
рафу, а комментарии, раскрывающие систему внутрнпред
метных и межпредметных связей, структуру понятий и 
суждений, дающие рекомендации по организации по
вторения и т. д. и т. п. 

Очень своевременна мысль авторов «Концепции» о воз
рождении сборника «Математическое просвещение». До
статочно вспомнить, как в конце 50-х - начале 60-х гг. вы
шедшие тогда шесть сборников способствовали развитию 
творческого подхода к делу, формированию современных 
взглядов на преподавание математики н у учителей, н у 
всей нашей математической общественности. Что же 
касается высказанного в «Концепции» предложения о 
моратории на массовое внедрение новых учебных пособий 
(с. 12), то его надо ввести не временно, а постоянно - до
статочно уж с нас массовых внедрений. Дайте учителю пра
во и возможность внедрять в собственную практику то, что 
соответствует его знаниям н убеждениям! 

Наибольшие сомнения в «Концепцнн», естественно, вы
зывают конкретные рекомендации содержательного 
характера, особенно когда ilвторы категоричны в своих 
суждениях. Проявляется это, во-первых, в явной пере
груженности содержания базового курса математики н, 
во-вторых, в ряде частностей. 

Например, утверждение «желательно, чтобы уравнения 
предшествовали формулам» (гл. 11, п. 6, с. 5) далеко не 
бесспорно. С тем же успехом можно считать, что более 
логична н естественна именно буквенная запись алгоритма 



вычислений в виде формулы еще до появления неизвест
ных и составления уравнений для решения задач. Зачем на
вязывать жесткие рекомендации в подобных случаях? 

А вот понятие прямого угла, по существу (без формаль
ного определения) известное еще дошкольнику, наверное, 
не следует откладывать до V - V I  классов, как и простей
шие измерения при помощи линейки. Вообще, следует от
метить, что и в действующих учебниках и программах, и в 
«Концепции» (правда, в меньшей степени) наглядная и 
практическая геометрия очень запаздывают. Это является 
психологической ошибкой, затрудняющей введение систе
матического курса геометрии, который оказывается эта
пом «абстрактного мышления» без «живого созерцания». 

В связи с обсуждением «Концепции» стоило бы вернуть
ся к обсуждению вопроса о пробеле в системе развития 
логического мышления учащихся, возникшем с устране
нием «действительно устаревших арифметических задач» 
(с. 6). Это очень непростой вопрос. Так называемые типо
вые задачи, решение которых в замаскированном виде по
вторяло те же операции, что и при решении уравнений или 
их систем, действительно относятся к анахронизмам. Но 
задачи на сообразительность никакими уравнениями не 
заменишь, они должны быть предусмотрены в задачниках 
в той же степени, что и задачи на построение с помощью 
циркуля и линейки, тоже в известном смысле архаичные. 

Не вполне справедливо утверждение о неизбежной 
«скучности» начальных утверждений и бедности, искусст
венности построенных на их сюжетах задач на первом году 
обучения геометрии при аксиоматическом ее изложении 
(с. 6). Конечно, если в качестве одного из первых утверж
дений геометрии вводить аксиому Паша, в которой, по
видимому; не ощущали необходимости ни Гаусс, ни Лоба
чевский, ни Клейн (но ученик V I  1 класса почему-то обязан 
испытывать в ней необходимость), то авторы правы. Если 
же геометрию базировать на солидном наглядном курсе, 
если ее изложение не ограничивать аксиоматической сте
рильностью, то ничего страшного не произойдет. В этом 
смысле очень не помешает обратиться к классике, взглянув 
хотя бы на большую часть предложений первой книги 
«Начал» Евклида. 

Тем не менее идея о полной перестройке начальных глав 
систематического курса геометрии представляется заслу
живающей обсуждения. 

Вообще, не продолжая списка позиций «Концепции», по 
которым можно высказать ряд сомнений, хотел бы пред
ложить Гособразованию СССР организовать обсуждение 
этого документа не только на страницах печати. Проблема 
достаточно серьезна. Для ее решения можно пойти на со
зыв представительного совещания по типу дореволюцион
ных съездов учителей математики. 

Л. Ф. Пнчурнн (г. Томск) 

• 
«Концепция развития wкольноrо математическоrо обра
зования», предложенная ВНИК nри Гособразовании СССР, обсуждалась на методическом семинаре пре
подавателей математического факультета Кировскоrо 
педаrоrическоrо института им. В. И. Ленина. В обсужде
нии приняли участие кандидаты педаrоrических наук М. В. Крутихина, А. И. Глуwкова, С. М. Окулов, доцент М. Г. Лускина, преподаватель Е. М. Канина, профессор 
кафедры математическоrо анализа и методики пре
подавания математики Е. С. Канин, и. о. профессора 
кафедры геометрии Я. П. Понарин. Ниже изложены 
основные выводы этого обсуждения. 

Мы разделяем мнение авторов «Концепции» о всеобщем 
среднем образовании как о равной возможности каждого 
получить среднее образование. Соглашаемся с предло
женной структурой математического базового девятилет
него образования, фуркацией в Х - X I  классах. ВНИК пра
вильно считает, что в связи с этим необходима широкая 
дифференциация обучения математике, особенно в стар
ших классах. 

Мы согласны с тем, что качество учебных пособий по 
математике невысокое, однако решающим фактором обу
чения считаем не качество пособий, а квалификацию учите
лей. Вместе с тем мы признаем, вслед за авторами «Кон
цепции», что в настоящее время средний уровень квалифи
кации учителей довольно низок. 

«Концепция» написана многословно и далеко не всегда 
четко и убедительно. Такой документ должен учитывать 
широкие перспективы математического образования. Но 
обсуждаемый вариант предусматривает лишь близкую 
перспективу, а во многом только следует за имеющимися 
практическими достижениями в преподавании математи
ки. Терминология обсуждаемой публикации иногда вос
принимается неоднозначно, а авторы не разъясняют со
держание некоторых терминов. Например, неясным 
остается термин «общекультурные цели». Включает ли он 
цели развития знаний, мышления, интеллекта - этих не
отъемлемых составных частей понятия культура1 Вызывает 
сожаление, что именно неразъясненным термином «обще
культурные цели» оправдывается большая часть содержа
ния «Концепции». 

Предложенная концепция касается не только развития 
математического образования в СССР. Разделы 1 V - V от
носятся факти·чески к общим вопросам народного образо
вания, и потому их обсуждение только в связи с математи
ческим образованием едва ли достаточно. На наш взгляд, 
концепция математического образования должна исходить 
из общей концепции образования, которая должна пре
дусматривать гуманитарное, техническое и физико-мате
матическое направления образования. 

«Введение» написано в целом объективно, но уж очень 
многословно: оно составляет 20 % всего текста. Разделяя в 
основном положения этого раздела, мы хотим отметить 
его некоторые нечеткости и неясности. Для чего нужна 
общесоюзная система контрольных испытаний? Опять всех 
учащихся стричь под одну гребенку? А как связать диф
ференциацию с такой системой контроля? Осуществление 
предлагаемой системы контроля потребует немалых 
средств и едва ли окупится полученными результатами. 

Раздел 11 («Содержание базового курса математики в 
школе») и 111 («Дифференциация в обучении математике») 
являются, пожалуй, основными. Рассмотрим сначала 
11 раздел. Можно согласиться с авторами в том, что в пер
вых шести классах предполагается единый курс математи
ки, а в V I  1 - I X  классах - отдельные предметы: алгебра и 
геометрия. Сомнения вызывает единый курс математики в 
Х - X I  классах. Трудно излагать в виде одного курса гео
метрию, математический анализ и элементы теории 
вероятностей, так как слишком различны идеи, на кото
рых они построены, а той идеи, которая могла бы объеди
нить их, авторы не излагают. Поэтому проблема создания 
такого курса трудноразрешима и не· ясно, стоит ли ее 
решать. Доводы авторов о сохранении отдельных курсов 
алгебры и геометрии в Vll - I X  классах полностью от
носятся и к курсам геометрии и начал анализа в Х - X I  
классах. Получается, что ВНИК противоречит сам себе. 
Тезис о невозможности разделения геометрии и начал 
анализа в Х - X I  классах ничем не подтвержден и поэтому 
не является убедительным, тем более что традиционно эти 
математические курсы излагаются как различные. 

Осуществленное в «Концепции» выделение пяти разде
лов школьного курса математики (раздел 11, п. 4) кажется 
спорным и неполным. В самом деле, в X-XI классах 
появляется теоретико-вероятностный раздел, шестой, о ко
тором, однако, не говорилось в первых пунктах 11 разде
ла. Вызывает сомнения разделение разделов «вычисле
ние» и «числовые системы». Может быть, не стоит ис
кусственно отделять теорию чисел от ее приложений 
при вычислениях? Мы предлагаем вернуться к традицион
ному делению школьного курса математики на пять сле
дующих разделов: числовые системы, алгебра, геометрия, 
начала анализа, элементы теории вероятностей. 

Содержание математических курсов «Концепция» во 
многих случаях не раскрывает. Если вопросы числовых 
систем и вопросы геометрии рассмотрены достаточно 
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подробно для V-I X  классов, то все, относящееся к алгеб
ре, изложено схематично, а содержание стереометрии 
и анализа вовсе не раскрыто. Слабо очерчена функцио
нальная линия. Пойдет ли речь об общем понятии функ
ции, свойствах и классах функцийr Будут ли изучаться 
в девятилетней школе линейная, степенная и другие функ
ции, знание которых и умение применять при решении 
практических задач относятся, несомненно, к общекуль
турным целям? Рассмотрение лишь графиков зависимостей 
(каких?) имеет скорее прикладное, чем общекультурное 
значение. Предполагается ли исследование функций, Ис
следование их с помощью производной? На эти вопросы 
нет ответа в публикации. А что будет с такими поня
тиями, как степени и корни? В тексте упоминаются толь
ко отрицательные степени. 

Мы полностью разделяем мнение авторов «Концепции» 
о роли геометрии, в частности геометрических задач, 
в общем и математическом образовании, об особенностях 
и трудностях этого курса. Однако мы высказываемся 
против изучения начал стереометрии в VI 1-I X  классах: 
опыт 60-х гг. дал отрицательные результаты. А тем уча
щимся, которые не будут продолжать учиться в Х клас
се, стереометрия и не нужна. Обзор геометрических 
форм в природе и искусстве сам по себе ничего дать 
не может, кроме извращенного представления о геомет
рии как науке. Он должен вкрапливаться в геометри
ческий курс. 

На основе имеющегося опыта мы пришли к твердому 
убеждению, что от аксиоматического метода как тако
вого в школьной геометрии следует открыто отказать
ся. Его применение обременяет курс, а результаты ил
люзорны. Аксиоматика декларируется, но не работает. По
нятие же об аксиоматическом методе разъяснить не
обходимо, но это может быть темой одного из «моду
лей» в X-XI классах. 

Мы высказываемся против идеи популярных обзоров и 
простейших иллюстрацин (п. 10) в геометрическом курсе. 
Без доказательств и применения в задачах сообщаемые 
факты скоро забудутся, а поверхностное отношение к 
изучаемому материалу может отрицательно повлиять на 
воспитание школьников. 

Нельзя обойти молчанием вопросы методики обучения. 
Надо поддержать ВНИК в предложении ослабить слож
ности, связанные с формой записи математических рас
суждений, а также в том, чтобы многое из ныне действую
щей программы старших классов не включалось в базовый 
курс. Надо лишь выделить то, что же именно не будет в 
него вкл1очено. В этой связи вызывает возражения явно 
просматривающаяся в «Концепции» тенденция к сокраще
нию усилий по развитию мышления учащихся, попытка 
формировать логическую культуру в основном при реше
нии задач. Подтверждая положение об огромной роли 
задач в формировании мышления, мы все же считаем, что 
доказательства теорем необходимы для обучения мате
матике, для развития мышления и служат достижению 
общекультурных целей. 

В обсуждаемом документе весьма робко говорится о 
роли компьютеров и микрокалькуляторов в обучении 
математике. В концепции р а э в и т и я школьного матема
тического образования следует предусмотреть и расши
рение использования компьютеров в обучении матема
тике, а не только в выполнении вычислений. Роли компь
ютера как средства обучения должно быть уделено го
раздо больше внимания. 

В п. 6 раздела 11 с1цззано: «В связи с десятичными 
дробями появляются отрицательные степени, иррацио
нальные числа, суммирование бесконечной геометриче
ской прогрессии ... » Не рановато ли изучать все это в 
V-VI классах? Может получиться, что учащиеся будут 
знакомиться с иррациональными числами р а н е е  изуче
ния рациональных, с бесконечной геометрической про
грессией -д о знакомства с прогрессиями вообще и т. п. 
Видимо, этот пункт недостаточно продуман. Сомнительно· 
и рекомендуемое в п. 7 Пр!'fближенное решение урав-
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ненин (методом последовательных приближенин или бо
лее современными методами). Приближенное решение 
уравнений можно осуществлять на компьютере. 

Если курс стереометрии будет построен путем ослаб
ления аксиоматическон линни и переноса акцента на на
глядную геометрию, а начала анализа даны лишь в по
nу лярном обзоре (п. 1 0), то становится неясным, куда 
пристыковывать «модули». Может получиться набор весь
ма разнообразных сведений из математики без достаточ
ных связей и обоснований, и, следовательно, курс матема
тики как таковой исчезнет. 

Заслуживает критики список предлагаемых «модулей». 
Его нужно расширить. Он должен включать разделы 
(темы) математики, легко пристыковывающиеся к базово
му курсу. 

В разделе 111 («Дифференциация в обучении матема
тике») высказываются разумные мысли о тесном слия
нии базового курса с внеклассной и внешкольной ра
ботой учащихся по математике. Заслуживают одобрения 
и гибкие учебные планы, и программы по математике 
с гибкими же подпрограммами внеклассных занятий, а 
также модульная организация обеспечения программами 
и учебниками (п. 7). Указаны практически все распро
страненные формы внеклассной и внешкольной работы 
с учащимися по математике. 

Однако в самом толковании дифференциации обуче
ния ВНИК не учел практику работы учителей: дифферен
циация обучения в ходе уроков математики авторами 
не предусмотрена, а учителя давно ее осуществляют. 
Поэтому необходим более серьезный подход к дифферен
циации обучения математике, включающий дифференциа
цию обучения на уроках, и не только уровневую 
дифференциацию (п. 5). Совсем не обязательно открытое 
разделение учащихся на группы, поскольку в некоторых 
случаях это обидно и оскорбительно для учеников. На 
уроках оказывается полезной скрытая дифференциация, 
когда ученик и не знает о разделении класса на груп
пы уровней. Едва ли целесообразно производить открытое 
разделение учащихся на группы только по их выбору. 
Необходимо учитывать и советы обучающих. Без диффе
ренциации обучения математике на уроках трудно осу
ществить все последующие стадии дифференциации, 
которые предусмотрены в «Концепции». 

Вызывает сомнение рекомендация ВНИК об организации 
школ и классов с углубленным изучением математики 
л и ш ь для X-XI классов. Имеется положительный опыт 
обучения в таких школах с VI 11-IX классов (напри
мер, школа-интернат NO 45 при ЛГУ, школа NO 35 г. Ки
рова). 

Поддерживая широкую вариативность методов и форм 
обучения, декларируемую ВНИКом, мы высказываемся 
за соэдание методических пособий, исключающих копи
рование и развивающих творческую активность учителей 
математики. 

Целиком поддерживая идею дифференциации обучения 
математике, мы считаем, что она должна пониматься 
и осуществляться шире 

.
и глубже. При этом следует учи

тывать, что к внеклассным и внешкольным занятиям 
математикой традиционно сложилось отношение необяза
тельности. Поэтому надо предусмотреть повышенную оп
лату учителю за внеклассную учебную работу, а также 
широкую пропаганду школьными работниками, препода
вателями и студентами вузов, профессиональными мате
матиками всех видов внеклассного и внешкольного изу
чения математики. 

В «Концепции» четко просматривается очень важная 
проблема поиска и развития математических талантов. 
Но это лишь одна сторона дифференциации обучения 
математике. О других же сторонах дифференциации го
ворится неохотно и вскользь. Существенно замечание о 
том, что обучение должно быть близко к потолку воз
можностен ученика (п. 4). Это верно для учащихся с 
различными математическими способностями. Поэтому 
следует предусмотреть и дифференциацию обучения раз
личных групп учащихся, не исключая и детей со спо-



собностями средними иnи чуть выше средних. 
Несколько замечаний к двум последним разделам, IV и 

V. Мы поддерживаем предложения, касающиеся повыше
ния квалификации учителей математики и увеличения 
зарплаты учителям математики, работающим по програм
мам повышенного уровня. Вполне уместны и предложе
ния об учреждении периодических изданий по матема
тике для учащихся младшего и среднего возраста, о 
переходе к общественно-государственной или государст
венно-общественной (надо хорошо взвесить, какой из этих 
двух подходов принять) системе управления в области 
математического образования. Но имеются и некоторые 
возражения. 

Во-первых, следует предусмотреть радикальную перест
ройку в обучении будущих учителей математики, сущест
венно повысив требования к их математической, методи
чес1<ой и психолого-педагогической подготовке, особенно 
в периферийных вузах. 

Во-вторых, предложение о защите диссертаций преи
мущественно по опубликованным работам (раздел IV, 
п. 3) ставит в более выгодное положение жителей цент
ральных городов, где сосредоточены издательства и из
дания. 

В-третьих, серьезные сомнения вызывает привлечение 
кооперативов к развитию математического образования. 
Всякий раз, когда кооператоры берутся за какое-либо 
дело, цены на их продукцию немедленно и резко по
вышаются. Можно прогнозировать повышение цен и на 
литературу по математи1<е в кооперативных изданиях, на 
оплату «образовательных услуг» кооператоров, но нельзя 
гарантировать качество того и другого. 

Мы хотели бы надеяться, что высказанные выше со
ображения помогут усовершенствовать содержание об
суждаемого документа. 

Е. С. Канин и Я. П. Понарнн (г. Киров) 

• 
Следует прежде всего положительно оценить сам факт 
публикации «Концепции школьного математического об
разования», поскольку давно назрела необходимость при
вести в какую-то систему предпринимаемые попытки вы
вести школьное математическое образование в нашей 
стране из того кризисного состояния, в котором оно 
очутилось. Поспешные решения, принимаемые в настоя
щий момент руководителями народного образования, мо
гут оказаться неэффективными и даже усугубляющими 
недостатки. Та1<им ошибочным, по нашему мнению, реше
нием явилась публикация рекомендаций по разгрузке 
учебной программы по математике. Эта «разгрузка» при
ведет к выхолащиванию ведущих идей курса, за внед
рение которых боролись в течение многих лет прогрес
сивные математики и педагоги. Следует подчеркнуть не
допустимость келейного принятия столь важных решений, 
касающихся народного образования. Ведь многие вопросы, 
которые сейчас предлагается исключить (например, гео
метрические преобразования, свойства векторов и др.), 
были введены по решению авторитетных программных 
комиссий АН и АПН СССР и явились результатом дли
тельных и широких обсуждений. 

Итак, необходимость разработки четкой концепции пе
рестройки общего математического образования не вы
зывает сомнений. Такая концепция должна определять 
пути перестройки, которые могут привести к коренному 
улучшению математической подготовки выпускников сред
ней школы. Следует отметить, однако, что в материалах 
«Концепции» не учитываются ранее опубликованные ра
зумные предложения, реализация которых, по нашему 
мнению, могла бы существенно улучшить положение с 
математическим образованием. Мы имеем в виду в первую 
очередь предложения, содержащиеся в следующих 
статьях: 

Болтянский В. Г., Глейзер Г. Д. К проблеме диф-

ференциации школьного математического образования // 
Математика в школе 1988. № 3. 

Глейзер Г. д,, Черкасов Р. С. Школе необходима кон
цепция общего математического образования / / Мате
матика в школе. 1988. № 6. 

В первой из них критикуется примитивизм в обучении 
математике и указываются возможные меры, которые 
помогут его избежать. Во второй статье сформулирован, 
в частности, принцип непрерывности математического об
разования. Этот принцип чрезвычайно важен, однако в 
«Концепции» он даже не упоминается, хотя для развития 
системы непрерывного образования в нашей стране 
имеются необходимые условия: достаточно высокий об
разовательный уровень населения, развитые средства мас
совой информации, широкая система высших учебных 
заведений. 

Проблема непрерывного образования возникла перво
начально в связи с массовым развитием образования 
взрослых. Это отражено как в советских, так и в зарубеж
ных педагогических исследованиях. В ряде работ ученых 
многих стран образование взрослых, к которому сво
дилось и понимание непрерывного образования, рассмат
ривалось только как необходимое условие для компен
сации недостатков и упущений школьной подготовки, а 
также для пополнения знаний в связи с требованиями 
производства. Такая трактовка характерна для публикаций 
50-х и начала 60-х гг. Когда же стало все более отчет
ливо проявляться воздействие НТР на производство, вни
мание исследователей начало постепенно переключать
ся на проблему повышения квалификации или перемены 
профессии. Разрабатывались вопросы функционального 
образования, организации различных форм повышения 
квалификации, главным образом применительно 1< сфере 
деятельности обучаемых. Характерной была прикладная 
направленность с целью добиться более эффективного· 
участия человека в производстве. 

В дальнейшем идея непрерывного образования увязы
валась с получением квалификации, необходимой для 
работы в различных отраслях производства. Однако и 
такой подход вскоре оказался недостаточным. Станови
лось все более очевидным, что функциональное обра
зование имеет очень узкую сферу применения и не го
дится в тех условиях, когда социально-экономическое 
и научно-техническое развитие все больше требует ин
теграции профессионального и общего образования. 
В середине 70-х гг. все активнее стал обсуждаться во
прос о таком непрерывном образовании, которое дает 
человеку возможность приспособиться к жизни в совре
менном обществе. 

В нашей стране непрерывное образование выступает 
как условие (и процесс) всестороннего развития лич
ности, обогащения ее творческого потенциала. Оно на
правлено не только на подготовку, но и на постоянное 
развитие личности как активного субъекта труда, позна
ния, общения. Оно становится важнейшей характеристи
кой образа жизни советского человека. 

В условиях научно-технической революции, когда про
исходит качественный скачок производительных сил, наука 
вообще (и математика в особенности) превращается в 
ведущую силу производства, значение которой увеличи
вается с каждым годом. 

Неоценим вклад математического образования в ин
теллектуальное развитие человека, в формирование его 
культурного уровня. Кроме того, математическое образо
вание является существенно важным фактором в форми
ровании готовности человека к непрерывному общему 
и профессиональному образованию во многих сферах че
ловеческой деятельности. 

Однако в настоящее время вклад математики в об
щекультурное и профессиональное становление человека 
учитывается все меньше и меньше. Раздаются даже при
зывы перейти в средней школе на необязательное изу
чение математики. Авторы таких призывов не предвидят, 
что неполноценность математического развития неминуе
мо приведет к 1<еспособности uдлnо""" r�родо11жить свое 
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образование или получить необходимые профессиональ
ные знания путем самообразования. 

Особенно большое значение математическое оGразова
ние выпускников средней школы приобретает сейчас, в 
период перестройки. Ясно, что научно-технический про
rресс не может быть обеспечен только силами интел
лектуальной элиты. Внедрение новых научных идей в прак
тику производства существенно зависит от уровня мате
матической образованности основной массы трудящихся. 

Итак, построение школьного математического образо
вания на принципе непрерывности предполагает: 

изучение математики как важного и самостоятельного 
предмета на всех ступенях средней школы; 

о'rбор такого содержания математического образования, 
которое обеспечивает общекультурные потребности лю
дей, способствует активному интеллектуальному развитию 
подростков; обеспечивает успешное усвоение смежных 
учебных предметов; 

дифференциацию математической подготовки учащих
ся, обеспечен11е послешкольного общего и профес
сионального образования и самообразования в соответ
ствии с их интересами, склонностями, способностями. 

Указанные аспекты должны быть четко отражены в кон
цепции школьного математического образования. 

А. С. Адыrозалов (Баку) 

• 
«Концепция развития школьного математического обра
зования» содержит немало интересных и многообещаю
щих идей. Выскажем свои соображения по поводу воз
можностей реализации некоторых из них при обучении 
математике в малокомплектной школе - доминирую" 
щем типе сельских общеобразовательных школ России. 

Дифференциацию обучения математике в школе сле
дует отнести, на наш взгляд, к тем принципиально важ
ным установкам, без которых учебно-воспитательный 
процесс в малочисленных классах сельских школ не мо
жет бь1tь эффектионо организован. Как, к примеру, по
строить обучение математике в классе, состоящем из 
двух учеников, один из которых успевает на «Хорошо» и 
«о'rлично», а другой, затрачивая максимум усилий, еле
еле дотягивается до «троечных рубежей»? Как обеспе
чить высокий уровень трудности и ситуацию успеха 
каждому из учеников в таких неравных условиях обуче
ния, встречающихся в практике малокомплектных школ 
довольно часто? Ответ однозначен: на основе дифферен
циации обучения. Ориентация учебного процесса на сред
нестатистического учащегося (до сих пор господствую
щая в школьной практике) не создает нормальных ус
ловий развития ни для первого, ни для второго ученика. 
Лишь их совместное обучение на разных уровнях и есть 
тот правильный путь, по которому должно идти матема
тическое просвещение. 

Модульное построение содержания школьного мате
матического образования, которое, по мнению авторов 
обсуждаемой концепции, способно учесть разнообразие 
образовательных ситуаций в школах страны, может ока
заться полезным для ознакомления учащихся с приложе
ниями математики в разнообразных сферах обществен
ного производства. Так1 учащимся сельских wкon сослу
жили бы хорошую службу такие дополнительные модули 
к базовому курсу, которые раскрывали бы приложение 
элементарной математики в различных областях сель
скохозяйственного производства: растениеводстве, жи
вотноводстве, хранении и переработке продуктов. Это 
позволило бы отказаться от большого количества тек
стовых задач, практический характер которых весьма со
мнителен и зачастую не только не способствует сельско
хозяйственному просвещению школьников и развитию их 
познавательных интересов, но и лишает эти задачи nря
мой дидактической ценности. 

б 

Что касается возвращения в системе «учебник плюс 
задачник», то нельзя не согласиться с теми доводами 
«За», которые приводятся в обсуждаемой концепции. 
Вместе с тем следует помнить, что отдельный �адачник 
потребует от учителей значительно большей самостоя
тельности в решении вопросов организации учебной дея
тельности учащихся при их работе с задачником. Кроме 
того, прежняя структура учебника довольно удобна для 
организации самостоятельной работы учащихся, при само
образовании детей, что имеет немаловажное значение 
для малокомплектной школы. Но все же задачники, со
держащие дополнительные задачи - поисковые, логиче
ские, повышенной трудности, исследовательского харак
тера и т. п.,- безусловно, необходимы. 

При создании методических пособий по математике 
нельзя забывать, что учителя малокомплектных школ 
работают в условиях многопредметного преподавания и, 
как правило, имеют ежедневно не по две-три, а по пять
шесть подготовок, зачастую ·ПО разным учебным пред
метам. Ситуация еще более осложняется в тех случаях, 
когда учителю приходится вести работу с классами-ком
плектами. В этих условиях учителя математики мало
комплектных школ не могут категорично отказаться от 
поурочных методических разработок. Другое дело, что 
необходимо добиваться изменения отношения к таким 
разработкам со стороны учителей: не копировать, не ме
ханически следовать им от начала до конца, а принимать 
как возможный вариант, как основу для творческого 
преобразования с учетом специфики конкретноrо класса • 

Мы разделяем мнение, высказанное Г. Ф. Суворовой, о 
необходимости восстановления в правах таких методиче
ских разработок применительно к преподаванию всех 
предметов в малокомплектной школе (см.: Советская пе
дагогика. 1981. № 2. С. 50). 

Высказанная в «Концепции» мысль о развитии заочных 
и очно-заочных форм повышения квалификации учите
лей представляется весьма плодотворной. Использова
ние в этих целях радио- и телепередач, новых инфор
мационных каналов позволит, на наш взrляд, существен
но облегчить условия «педагогического одиночества», в 
которые попадают многие учнтеля малокомплектных 
школ из сельской глубинки. 

М. И. Эаiiкмн (Арзамас) 

• 
Понятие базовоrо образования, широко применяемое в 
обсуждаемой публикации, требует расшифровки по от
ношению к каждой учебной дисциплине. Для математики 
это особенно актуально, поскольку наблюдается боль
шой разброс в желаниях и готовности школьников изу
чать этот предмет. При таком разбросе не удивительно, 
что многие родители учащихся выступают за уменьше
ние числа часов на математику. Иногда это мнение nод
держнвается даже деятелями культуры. Вопрос достиг 
такой остроты, что совершенно очевидным стало давле
ние на высшие органы народного образования со сторо
ны той части общественности, которая хотела бы осво
бодить большинство школьников от систематических за
нятий математикой. Поэтому особенно ценно, что, судя по 
официальным учебным планам, люди, занимающиеся их 
составлением, пока выдерживают натиск ссантиматемати
ческих» сил. Однако долго ли они смогут противостоять 
этим силам1 Здесь мы выходим на вопрос о количествен
ном аспекте базового математического образования. По 
нашему мнению, нельзя урезать число часов, отводимых 
в школе на математику. Освобождение от регулярных 
занятий математикой означало бы освобождение учащихся 
от необходимости учиться не только логическим рассуж
дениям, но и простому усердному размышлению, упор
ному стремлению к намеченной цели. 

Мы считаем, что недавно образованная ассоциация учи
телей математики должна выступить в широкой печати 



в защиту полноценного математического образования для 
в с е х категорий учащихся. 

Однако систематические занятия математикой вовсе не 
должны быть одинаковыми для всех школьников. Какие
то учащиеся должны продвигаться быстрее, другие -
медленнее. Одни ученики могут глубже изучить матема
тику, другим достаточно овладеть определенным мини
мумом. Но для тех и для других базовое математиче
ское образование должно занимать одно и то же строго 
определенное число учебных часов, допустим, 5-6 ч в 
неделю. 

Теперь естественно поставить вопрос о качественной 
стороне базового математического образования. К а к и м 
оно должно быть? В настоящее время ма1ематический 
багаж, который учащиеся приобретают в школе, состоит в 
основном из многочисленных разрозненных фактов и 
приемов доказательства. Впрочем, нельзя утверждать с 
уверенностью, что школьники действительно овладевают 
приемами доказательства. Скорее, они постигают приемы 
з а п  о м  и н а  н и  я доказательств. Учителя настолько сжи
nись с «вдалбливанием» в сознание учащихся бпреде
nенного набора сведений, что воспринимают как новатор
ские те методы обучения, в которых основную роль иг
рают приемы запоминания, а необходимость «вдалбли
вания11 декларируется совершенно откровенно. 

По нашему мнению, базовое математическое обра
зование целесообразно сделать более св6бодным от на
копительских тенденций. Разум учащегося не должен 
представляться учителю некоторым складом, куда он, учи
тель, обязан сложить побольше ценностей. Главное -
убедить учащегося в том, что знание и есть самая боль
шая жизненная ценность. Учащиеся должны вынести из 
шкоnы не перечень некоторых математических фактов, 
а гnубокие представления о математических методах. 
Они обязаны хорошо уяснить, что такое доказатеnьство, 
для чего оно нужно, по каким законам может быть по
строено. Очень важно, чтобы выпускники школы понима
nи, почему математика помогает разгадывать загадки 
природы и преобразовывать человеческое общество. От
веты на эти вопросы предполагают формирование зна
ний о математическом моделировании природных яв
лен�1й. В то Же время очень важно включить в базовое 
образование информатику как науку, способствующую 
перестройке человеческой деятельности под воздействи
ем комnьютера и обеспечивающую построение инфор
мационного общества. 

д. Т. Тажмаrанбетов, В. Е. Серикбаева, 
(г. Кзыл-Орда) 

Об уровне м атематической 
культуры выпускн и ко в  
средней школы 

Много лет я преподаю математику в высших учебных за
ведениях, готовящих учителей. В 50-е гг" когда я начал 
работать, уровень математической подготовки приходив• 
ших на 1 курс выпускников средней школы оставлял же� 
лать лучшего; а с того времени он еще снизился, и весьма 
ощутимо. Сейчас их математиЧеский багаж состоит из 
большего или меньшего числа слабо связанных между 
собой догматичес1<и усвоенных сведений и лучше или 
хуже закрепленных навыков выполнения некоторых стан
дартных операций и типовых заданий, занявших место 
задач. Представление о математике как о единой науке 
со своим предметом и методом у них отсутствует. И что 
всего хуже - полностью исчезла культура логических 
рассуждений. 

Чтобы эти утверждения не выглядели голословными, 
приведу результаты двух маленьких работ, которые я 
провел на 1 курсе физико-математического факультета 
Шуйского пединститута (на разных потоках). Работы про-

водились без предупреждения и быnи анонимными: под
писывать nистки не разреwаnось. Всем давалось одно и 
то же задание, и не все, конечно, выпоnнили его вполне 
самостоятеnьно; но, если бы удалось устранить взаим
ные консуnьтации и списывание (о чем я не заботился), 
общая картина могла бы стать только хуже. 

В первой работе было предложено одно задание: 
«Доказать, что сумма Двух натуральных чисел тогда и 
только тогда четна, когда эти числа оба четны или оба 
нечетны». Работу выполнили 29 человек. Из них 26 не по
няли смысла слов «тогда и только тогда» и доказывали 
более слабое утверждение: сумма двух чисел одинако
вой четности четна. Правильно доказали это 7 человек. 

Во второй работе также был предложен один вопрос: 
«Почему нельзя делить на нуль?» На этот вопрос я полу
чил 44 ответа. Лучшим из них был следующий: «Потому 
что если а:Ь=с, то с·Ь=а, а в случае, если Ь=О, 
с· 0=0». Еще в одном случае можно предположить, что 
автор понимал суть дела, но не смог выразить свою 
мысль. Остальные 42 человека сути дела явно не понимали. 

Как ни красноречивы эти результаты, я не стал бы де
лать из них вьiводы общего характера, если бы они не 
сов_падали с теми, которые можно сделать из оnыта по
стоянного общения со студентами. Какие же это выводы? 
Главный из них, по-моему, состоит в том, что, за редкими 
исключениями, вьrпускники средней школы имеют лишь 
весьма смутное представление о математическом рас
суждении. Они никогда не упражнялись в рассуждении 
сами, а только заучивали рассуждения из учебников. 
Обычно они даже не представляют себе, для чего эти 
рассуждения нужны, и воспринимают их скорее всего как 
некие обязательные ритуалы, которыми математики неиз
вестно почему обставляют свои действия. Формулировки, 
напечатанные в учебнике жирным шрифтом, специфиче
ские слова и обороты, такие, как «аксиома>> , «Противо
речие>> , «произвольная точка>> , «тогда и только тогда», 
звучат для них как заклинания, которые, если произнести 
их в нужный момент, смяrчают сердца экзаменаторов 
и обеспечивают хорошую оценку. А фразу «математика -
наука точная» некоторые учащиеся воспринимают как 
требование точно, буква в букву, воспроизводить эти 
заклинания. И не случайно многие из них склонны по
нимать невозможность деления на нуль как своего рода 
табу, не подлежащее обсужден11ю и рациональному объ
яснению. («Потому что есть такое nравило11; «Нельзя, 
и всёl11; «�тому учат с 1 кпасса»; «Это математическая 
аксиома, которой нас учили очень долrо, а математика -
наука точная�>). Характерно, что в некоторых ответах не
преложность запрета делить на нуль обосновывалась 
его д а  в н о  с т  ь ю: «Это аксиома, сформулированная на
шими дедами-прадедами», «Нас не было, когда это вы
во.дили». 

Одним словом, математические рассуждения в глазах 
учащихся превращаются в своего рода магическое дей
ство. Реальный смысл в математике имеют для них только 
формулы и правила, и математическая деятельность со
стоит для них по преимуществу или даже исключительно 
в выполнении выкладок по этнм формулам и правилам. 
Но выкладки, не подкрепленные рассуждениями, неиз
бежно принимают механический характер, а это часто 
приводит к некорректному использованию математиче
ской символики и в конечном счете к грубым ошибкам. 

Второй вывод, тесно связанный с первым: выпускники 
школы совершенно не умеют говорить н тем более пи
сать на математические темы, не умеют выражать свои 
мысли словами. В школе их этому не учили; «развитие 
математической речн», которым там занимаются, сводит
ся, как правило, к затверживанию штампов, сильно отдаю
щих канцеляритом и даже не всегда грамотных. Своими 
словами они не умеют выразить ни одно математиче
ское утверждение, даже такое, смысл которого им впол
не ясен, и тем более цепочку умозаключений, хотя бы 
совсем простую. А в более сложных случаях это суще
ственно затрудняет понимание, потому что понять по
настоящему математическое рассуждение - значит быть в 
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состоянии ero воспроизвести и притом воспроизвести не 
форму рассуждения, а ero содержание, т. е. пересказать 
своими словами. ( Разумеется, корни этой беды не только 
в математической подrотовке, но и в общем развитии.) 

Третий вывод: на развитии математической культуры 
школьников крайне вредно сказывается расхожее пред
ставление о разделении учебноrо материала по матема
тике на «теоретический» и «задачный11, при котором «Те
ория» мыслится как совокупность сведений, которые нуж
но выучить, а задачи - как область приложения «Теории». 
Это представление совершенно несостоятельно: матема
тика вся целиком есть теория, но изучить ее можно, только 
решая задачи, в том числе достаточно трудные. Решение 
задач - это не применение теории, а важнейшая состав
ная часть процесса ее изучения. Проведение в жизнь 
такого разделения приводит к тому, что изучение теории 
приобретает догматический и едва ли не схоластический 
характер, а в качестве реакции на это возникает тенденция 
отводить ей второе место, так что чем дальше, тем в боль
шей степени ученики и даже учителя проникаются убеж
дением, что теория нужна постольку, поскольку позво
ляет решать задачи. Но при таком отношении к теории как 
раз решение задач - в настоящем смысле этого слова -
становится невозможным, и они уступают место, как я rо
ворил уже в начале статьи, типовым заданиям. Нынеш
ние школьни�:сн не знают даже, что такое задачник, а учи
телю не нужно теперь подбирать задачи к урокам: ему 
достаточно задавать подряд задачи иэ учебника. Учеб
ник же этот, снабженный типовыми заданиями и едва ли 
не разбитый на уроки, перестал уже, в сущности, быть 
учебником и превратился в ту самую «рабочую кннrу», 
от сползания к которой предостерегал когда-то А. Я. Хнн
чнн (см. его предисловие к переработанному нм учеб
нику А. П. Киселева «Арифметика», изданному в 1 948 r.). 

К этим печальным выводам можно добавить еще одно 
наблюдение: существенно хуже, чем прежде, сейчас об
стоит также дело с культурой вычислений и тождест
венных преобразований. Особенно сильно пострадала 
культура устного счета, не в последнюю очередь нз-за 
распространения калькуляторов. Сейчiiс выступать против 
нспо�ьзовання калькуляторов в школе не принято; счи
тается, что это всё равно, что выаtупа'l'ь против про
гресса, за возвращение в пещеры. Ме1Кду тем пора уже 
сказать во всеуслышание, что поriьз�, котерую могут 
принести калькуляторы в школе, ннчтQ.жна по сравнению 
с тем вредом, который они прннос��т· уже сейчас, не 
говоря о том вреде, какой они могут• принести в бу
дущем. 

Ну, а что ждет нас дальше1 Похоже, что ничеrо хо
рошего. Никто не бьет тревоrу по поводу катастрофи
ческого падения уровня математической культуры школь
ников. А совсем недавно Главное учебно-методическое 
управление общего среднего образования Гособразова
ния СССР опубликовало разработанные лабораторией обу
чения математике НИИ СнМО АПН СССР «Методиче
ские рекомендации по разгрузке программы» (см.: Ма
тематика в школе. 1 989. № 4), выполнение которых не
минуемо приведет к еще более глубокому падению этоrо 
уровня. В предисловии к рекомендациям от имени Глав
ного учебно-методического управления высказано утверж
дение о необходимости разгрузки школьных программ 
по всем предметам с той целью, чтобы учащиеся мог
ли «углубиться в избранную область, больше времени 
уделять интересующим их предметам». И далее в качест
ве одного из способов разгрузки программ по мате
матике предлагается рассматривать ряд вопросов «В оз
накомительном плане», т. е. без воспроизведения учащи
мися доказательств, без запоминания формулировок, вы
работки соответствующих навыков. В следующих затем 
рекомендациях содержится длинный перечень понятий, 
формул, доказательств и целых разделов, которые пред
лагается изучать таким образом. Сюда входят, например, 
доказательства признаков равенства треуголь ников, тео
рем косинусов и синусов, формул приведения, нахож-

дение абсолютной и относительной погрешности, дей
ствия над приближенными значениями, ряд вопросов диф
ференциального исчисления, все доказательства нз ин
тегрального исчисления. Но изучение любых доказательств 
«В ознакомительном плане», без установки на воспроиз
ведение, неизбежно станет изучением без установки на 
понимание, поскольку, как уже rоворилось, невозможно 
понять математическое рассуждение, не умея его воспро
извести. Не больше смысла и в «ознакомительном» 
изучении вопросов, требующих выработки навыков, напри
мер приближенных вычислений. 

Представьте себе, что при изучении нностранноrо язы
ка ученики только слушают учителя и нм не нужно ни 
говорить самим, ни переводить или пересказывать ус
лышанное или еще как-нибудь реагировать на слова учи
теля, ни читать что-нибудь на изучаемом языке. Имен
н о  так предлагается изучать большое число вопросов 
программы, в том числе очень важных. Бессмыслен
ность подобного «изучения» выяснится немедленно, и у 
учителей не останется лучшего выхода, чем опустить эти 
вопросы совсем. Это придаст изучению математики в 
школе уже откровенно рецептурный характер; и он будет 
еще в значительной степени усилен выполнением дру
гих рекомендаций, касающихся просто изъятия ряда во
просов, в первую очередь как раз тех, которые важны 
для формирования математической культуры и представ
ления о предмете и методе математики. Очень харак
терна первая фраза раздела о разгрузке курса гео
метрии Vll-IX классов: «Основная разгрузка курса до
стигается в результате исключения из рассмотрения гео
метрических вопросов, не находящих непосредственного 
применения при решении задач». Эта фраза наглядно под
тверждает существование упомянутой выше тенденции 
отводит�. «теорию> подчиненное место по сравнению с 
«задачамю>. 

В предисловии к рекомендациям оговорено, правда, 
что они не являются обязательными требованиями. Но 
все мы слишком хорошо знаем, что всякую рекомен
дацию из центра начальство на местах по традиции во
спринимает как директиву, и традиция эта пока еще не 
нарушена. Да и не только начальство, а и среда будет 
сильно давить на тех учителей, которые откажутся сле
довать рекомендациям. И еще одна оговорка сделана 
в самом конце п19едисловия: «Учащимся, проявляющим 
интерес к математике, в частности предполагающим сда
вать вступительные экзамены в вузы, должна быть предо
ставлена возможность овладения материалом на более вы
соком уровне». Это означает, в сущности, требование 
преподавать одновременно по двум программам: по
вышенной - для «Проявляющих интерес» и понижен
ной - для остальных. Учитель, у которого 40 человек 
в классе, делать это заведомо не сможет, и «предо
ставление возможности овладения на более высоком уров
не» останется на бумаге. (Да и как угадать в VI или 
даже в VI 1 1  классе тех, кто захочет сдавать вступитель
ные экзамены в вузы по математике после окончания 
XI класса1) Так что в результате проведения в жизнь 
этих предложений рекомендуемый в них м и н и м у м  
быстро станет в с е о б щ е й  н о р м о й. А еще через ка
кое-то время, скорее всего не слишком долгое, этот 
минимум будет восприниматься как чрезвычайно большой 
и чрезмерно «Теоретический» м а к  с и м  у м; и тогда по
следуют новые рекомендации по разгрузке с таким же 
эффектом. 

Особенно грустно думать о том, что результаты работ, 
о которых шла речь в начале статьи, относятся не к 
случайной выборке нз множества выпускников средней 
школы, а к тем, которые пожелали стать учителями ма
тематики и физики и сдали вступительные экзамены. Не
которые нз них, конечно, потом отсеялись, но большин
ство осталось, и именно они будут в ближайшие де
сятилетия преподавать математику в школе. Среди них 
не так уж мало способных, и большая часть - люди 
добросовестные. В институте они учатся пять лет, и за 
это время мы могли бы многому их научить, помочь 



овладеть началами математической культуры, развить 
внутреннюю потребность учиться всю жизнь. Сейчас нам 
это удается лишь в очень малой степени и далеко не 
всегда, сколько �ы ни прилагаем усилий. Главная при
чина этого - порочность всей нашей системы педагоги
ческого образования, нацеленной не на выращивание ду
ховно независимых, думающих, образованных учителей, 
сп'?собных учить и воспитывать детей так, как велят совесть 
и разум, а на «выковывание» послушных и безликих ис
полнителей, без рассуждений выполняющих все инструк
ции и указания начальства. 

Общественные, педагогические и методические дисцип
лины в том виде, в каком они у нас преподаются, 
служат почти исключительно цели воспитания нерассуж
дающих исполнителей, и даже специальные дисциплины 
нередко в конечном счете льют воду на ту же мельницу. 
Вылечить нашу тяжелобольную школу не удастся без 
решительного изменения системы подготовки учителей. 
Это изменение должно прежде всего включать в себя: 

сокращение и перестройку на совершенно новых на
чалах дисциплин общественного, психолого-педагогиче
ского и методического циклов; 

коренное изменение характера педагогической прак
тики; 

резкое сокращение обязательной учебной нагрузки пре
подавателей и студентов и полное освобождение их от 
неучебной нагрузки; 

прекращение не на словах, а на деле борьбы за успе
ваемость и против отсева; 

радикальную перестройку преподавания всех курсов в 
направлении усиления роли самостоятельной работы и по
вышения ответственности студента 1 ;  

ликвидацию бюрократической системы управления, в ве
дение фактической выборности руководителей и предо
ставление вузу, факультету и кафедре права самостоя
тельно решать все свои дела. 

Только при этих условиях можно надеяться приоста
новить движение к всеобщему невежеству. 

После того как эта статья была написана, я познако
мился с разработанной временным научно-исследователь
ским коллективом «Школа» концепцией развития школь
ного математическ0го образования (см.: Математика в 
школе. 1 990. NO 1 ), которая навела меня на новые груст
ные размышления. Из 34 страниц полного текста этого 
документа всего одна страничка посвящена «комплексу 
мер по перестройке подготовки учителей». Эти меры либо 
обрисованы весьма неопределенно н неконкретно ( «вве
дение дополнительных материальных н моральных сти
мулов», «разработка учебных планов, программ»), либо 
носят характер бюрократических процедур ( «Проведе
ние .•• аттестации всех пединститутов и университетов, го
товящих учителей»). Необходимости п р  н н ц н п н а  л ь  н о
г о  изменения всей системы подготовки учителей авто
ры не видят. Но без такого изменения любые концеп
ции школьного математического образования будут север
шенно бесполезны. 

Пора уже отдать себе отчет хотя бы в том, что про
веденная в начале 70-х гг. реформа преподавания ма
тематики в школе, преследовавшая, безусловно, правиль
ные цели н подготовленная группой высококвалифици
рованных математиков и педагогов во главе с крупней
шим математиком нашего времени А. Н. Колмогоровым, 

1 Например, студент-математик должен начиная с 1 курса 
получать индивидуальные задания по чтению математиче
ской литературы с обязательным пересказом или конспекти
рованием. В ходе изучения каждого математического курса 
он должен выполнить несколько курсовых работ, требую

щих решения трудных задач. Обучение должно заканчи
ваться написанием дипломной работы и сдачей трех госу
дарственных экзаменов - по алгебре, геометрии и а нализу. 

потерпела неудачу именно потому, что не затронула си
стему подготовки учнтелей2• 

До сих пор причину этой неудачи чаще всего видят 
в том, что реформаторам не удалось создать хорошие 
учебники. ( Находились даже люди, в лучших традициях 
30-х гг. обвинявшие их в н а м е р е н н о й  разработке 
сложных учебников по заданию то ли Ватикана, то ли 
международного сионизма!) В действительности эти учеб
ники хотя н имели много недостатков, но при наличии 
большого числа высокообразованных учителей их несом
ненно, удалось бы со временем устранить. На основе 
колмогоровских учебников в будущем можно было бы 
с оздать другие доброкачественные учебники. А при ны
нешнем положении создать хороший учебник вообще не
возможно. (Да н что такое, собственно, хороший учеб
никr Одна и та же книга может оказаться превосходным 
учебником при одном культурном н педагогическом кли
мате и никуда не годным при другом.) 

Наивная вера во всемогущество учебника - оборотная 
сторона порожденного многолетним господством админи
стративно-командной системы недоверия к учителю. Ко
мандно-административные стереотипы во0бще укорени
лись в сознании людей глубже, чем кажется на первый 
взгляд. Ярким примером может служить постановление 
Бюро отделения математики Президиума Академии наук 
СССР «0 состоянии математического образования в пед
вузах СССР» (см. :  Математика в школе. 1 989. NO 3). Это 
типичный директивный документ. Таких документов наши 
пединституты, равно как и школы, и без того получают 
очень много от всевозможных руководящих инстанций, 
н польза от каждого нз них ( независимо от его содер
жания) в лучшем случае равна нулю. Авторитетное науч
ное общество, озабоченное низким уровнем преподава
ния в школе н плохим качеством подготовки учителей, 
должно было бы не входить в роль еще одного дирек
тивного органа, а обратиться к ученым и лучшим сту
дентам университетов со страстным призывом идти рабо
тать в школы и педагогические институты. И члены это
го общества должны были бы показать пример. Но им 
еще не поздно это сделать! 

А. В. Гладкий (г. Шуя) 

П реодолеть формализм 
в обучении м атематике 

Для всех проявлений формализма характерно следующее: 
в сознании и памяти учащихся привычное, внешнее вы
ражение математического факта неправомерно домини
рует над содержанием этого факта. Многие учителя и 
методисты разделяют ту точку зрения, что развитию 
формализма в немаловажной степени способствует сама 
методика преподавания математики в школе. Особенно 
много упреков заслуживает претендующее на формаль
но-логическую строгость изложение систематического 
курса геометрии, проводимое в подростковом возрасте, 
когда у учащихся еще не созрела потребность в строгом 
логическом доказательстве. Этот факт А. Я. Хинчин считал 
насилием над естественным возрастным состоянием, ко
торое ведет лишь к тому, Ч'то формально-логическое обо
снование предметно-очевидных истин воспринимается уча-

2 Однако несомненным успехом «колмогоровского движе
ния:. было создание математических школ и классов; не 
будь их, математическое образование в нашей стране приш
ло бы уже в окончательный и необратимый у11адок. И глав
ная причина успеха не расширение программы, а тот факт, 
что учителя, преподающие в этих ш колах и классах, как 
правило, лучше знают математику и больше ее любят. (Про· 
граммы играют здесь роль своеобразного фильтра при отбЬ
ре учителей;) 
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щимися как нечто по существу ненужное, как мудрст
вование, которому приходится следовать лишь во избе
жание плохих отметок. В усвоении этих ненужных, с 
точкн зрения подростка, геометрических рассуждений он 
непроизвольно ндет по линни наименьшего сопротивле
ния: сохраняет в памяти лишь внешнюю, формальную 
их структуру. 

При этом, по словам А. .Я. Хинчина (Педагогические 
статьи. М., 1 963), из преподаваемого геометрического 
материала выбрасывается все то, что может способство
вать живому, активному интересу к предмету, а тем самым 
и его содержательному, свободному от формализма ус
воению, и, напротив, сохраняется и усиливается то, что 
может быть усвоено лишь с преодолением вполне есте
ственного для подростка отвращения. 

Эта точка зрения подкрепляется и свидетельством Аль
берта Эйнштейна, который вспоминал, что в 1 2-летнем 
возрасtе его привлекало в геометрии то, что в ней с 
уверенностью, исключавшей какие-либо сомнения, дока
зывались далеко не очевидные вещи (например, тео
рема о точке пересечения высот треугольника). Буду
щего ученого отнюдь не интересовала строгость аксио
матического построения этой науки. Ему было вполне 
достаточно того, что в своих доказательствах он мог 
опираться на положения, справедливость которых пред
ставлялась ему бесспорной. 

Формализм зачастую поддерживается требованиями, 
предъявляемыми к школьникам на экзаменах. Весьма 
часто встречаются случаи, коrда инструкции по проведе
нию экзаменов содержат скрупулезные требования к 
оформлению экзаменационных работ. Характеризуя одну 
нз таких инструкций, относящихся к 40-м гг., .Я. С. Дуб
нов писал: «В качестве примерного ученика нам рисуют 
молодого человека, хорошо знающего формулы и приемы 
решения стандартных задач, еще лучше усвоившего тре
буемые схемы письменного изложения, но 1 )  не уверен
ного в своих «математических правах» (боится упростить 
уравнение), 2) лишенного инициативы, З) слепо следую
щего правилам, 4) готового делать ненужную работу 
ради «схемь1», 5) логически слабого, 6) не способного 
(или не умеющего) критически отнестись к условию за
дачи, 7) с хитрецой (где не сумею объяснить, возьму 
апломбом)» (Беседы о преподавании математики. М., 
1 965). 

Отмеченные недостатки полностью характерны и для 
настоящего времени. 

Для устранения причин, вызывающих формализм в зна
ниях учащихся, А. Я. Хинчин рекомендовал придать целе
устремленность тем разделам курса математики в шко
ле, где это легко можно сделать, а те разделы, кото
рые в пределах школы не находят себе достаточных 
применений, удалить из школьных программ, перенеся их 
для тех, кому они понадобятся, на внеклассную работу 
и в курс высшей школы. 

Он советовал также проводить через курс арифметики, 
алгебры и тригонометрии идею функциональной зави
симости, а также широко использовать в этих курсах 
неравенства, изучая их параллельно с решением урав
нений соответствующих степеней. На протяжении всего 
курса он рекомендовал производить исследование урав
нений, не выделяя этого вопроса в отдельную тему. 

Наконец, и это самое существенное, А. Я. Хинчин пред
лагал ввести пропедевтический курс геометрии, структу
ра которого должна определяться не логическими, а пред
метными и педагогическими соображениями. В основе 
этого курса должен лежать открытый и принципи.альный 
отказ от формально-логических доказательств. Доказа
тельства в этом курсе должны вводиться лишь посте
пенно, с большой осторожностью н только в тех пунктах, 
где учащиеся способны ощутить в них потребность. И лишь 
в старших классах А. Я. Хинчин предлагал ввести си
стематический курс геометрии, где все заключения долж
ны быть логически обоснованы. 

К сожалению, эти идеи выдающегося математика и 
замечательного методиста не были должным образом уч-
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тены ни во время проведениJ! реформы школьного ма
тематического образования, !fи в последующий период. 

Разумеется, к Х классу' иt!телл�кт учащихся созревает 
настолько, что они уже могут хорошо воспринимать до
вольно сложные логические рассуждения. Поэтому нам 
представляется более перспективным показывать аксиома
тическое строение геометрии на примере стереометрии. 
В учебнике стереометрии можно достаточно строго дока
зать все теоремы. Но и при таком подходе следует под
держать предложение А. Д. Александрова о разбиении 
стереометрических доказательств на три категории -
выучиваемые всеми учениками, разбираемые в классе, но 
не требующие выучивания и, наконец, те, которые могут 
быть разобраны учащимися по желанию в зависимости 
от их уровня (эти теоремы должны быть изложены в 
учебнике в виде дополнений). 

В преодолении формализма естественно опираться на 
принцип сознательности и активности учащихся в процес
се обучения математике. Сознательно усвоить материал -

это значит не только выучить соответствующие фор
мулировки, но и понять связь этого материала с внешним 
миром. Только тогда можно считать, что ученик созна
тельно освоил предмет, когда он умеет применить его 
н а  практике. Например, ученик должен не только знать 
свойства скалярного произведения, но и понимать, что 
сила - это вектор, перемещение - вектор, скорость -
вектор, а работа силы на данном отрезке пути вычисляется 
как скалярное произведение вектора силы на вектор 
перемещения. 

Еще пример. Изучение симметрии предполагает зна
комство с симметричными фигурами в природе, техни
ке и различных искусствах. Учащиеся должны не толь
ко знать определение понятия симметрии, но и понимать 
его связь с понятием движения, а также легко опозна
вать симметричные фигуры н находить их осн симметрии 
и центры симметрии. 

В алгебре тоже есть пути преодоления формализма. 
Так, изучение темы о разложении многочленов на мно
жители станет более сознательным, если сначала пока
зать учащимся, как операция разложения на множители 
облегчает нахождение корней уравнения. 

Формализм знаний учащихся часто бывает следствием 
формализма в преподавании математики. Многие учителя 
недостаточно подготовлены к тому, чтобы вести этот курс 
на современном уровне. Из-за своей слабой математи
ческой и методической подготовки они боятся отступить 
от текста учебника, дословно его повторяют, не сопро
вождая изучаемый материал необходимыми разъяснения
ми и иллюстрациями. 

Сознательное изучение правил, определений и теорем 
зависит прежде всего от качества объяснения учителем 
нового материала. Учитель должен предвидеть, что уча
щиеся могут забыть какие-то факты, которые необхо
димы для дальнейшего, и не поймут объяснение, если 
не напомнить им все термины и факты, используемые 
в данном разделе. Вводить новые термины нужно не спе
ша, приводя соответствующие вспомогательные примеры. 

Необходимо добиваться, чтобы учащиеся не пытались 
запомнить новый материал наизусть, а в максимальной 
степени активно работали над ним. Для этого следует 
насыщать изучение материала элементами самостоятель.
ного исследования, твердо памятуя, что самая усердная, 
самая усидчивая и напряженная работа учащегося не 
даст ему ничего, кроме мертвого формального знания, 
если она будет состоять только в пассивном восприятии. 
Надо стараться всеми мерами стимулировать и поощрять 
всякое проявление самостоятельности. Учащийся должен 
привыкать к применению иных обозначений, иного распо
ложения чертежа, чем в учебнике. Учащийся должен 
быть уверен, что учитель поощрит его поиски пути ре
шения задачи или доказательства теоремы, отличного от 
предложенного в учебнике, не будет пресекать (как это 
делают иные малоопытные учителя) самостоятельные пе
рефразировки определений н формулировок теорем 
(разумеется, при условии, что они не приводят к неверным 



определениям или к ложным выводам). Только такие 
приемы способны изжить «Трафаретность» обучения, ко
торая ведет к ущербности самостоятельного мышления 
школьника, а тем самым и к формализму его знаний. 

Р. К. Таварткнnадэе (Тбилиси) 

О профессионализме 
в подгото вке учителя 
м атемати ки 

В журнале «Математика в школе» ( 1 989, № 4) опубликован 
ряд заметок, в которых обсуждаются предложения акаде
мика С. П. Новикова и постановление бюро Отделения 
математики Президиума Академии наук СССР «0 состоя
нии математического образования в педвузах СССР» 
(Математика в школе. 1 979. № 3). Все авторы заметок 
единодушны в трех положениях: 1 )  необходим курс эле
ментарной математики; 2) дифференциация дипломов не
целесообразна; 3) вузам. следует дать больше самостоя
тельности. Наиболее любопытным из них является дружная 
оппозиция рекомендации опредеnять уровень квалифика
ции соответствующим дипломом (с правом преподава
ния в старших классах или только в среднем звене). 
В отличие от авторов заметок в этой части рекомендаций 
я полностью согласен с С. П. Новиковым. 

Дифференциация дипломов целесообразна по следую
щим причинам. Всем известно, что уровень подготовки 
выпускников физико-математических факультетов педин
ститутов различен, выдавая же одинаковый диплом, мы 
стараемся скрыть этот факт. Не честнее ли будет выда
вать документ, отвечающий уровню квалификации вы
пускника? Освободиться же от студентов, обучающихся 
на «удовлетворительно», как это советуют некоторые ав
торы статей, мы не можем из-за большой потребности в 
учителях математики, низкого конкурса на физико-мате
матическом факультете, невысокой математической под
готовки абитуриентов. Далее, в связи с увеличением клас
сов с углубленным изучением математики, с усилением 
внимания к факультативам возникает потребность в учи
телях с более высокой математической подготовкой. На
личие разлнчных дипломов будет стимулировать желание 
студентов лучше учиться и получить диплом более высо
кого достоинства. Учитель с дипломом, дающим ему 
право обучать математике на первой ступени, может 
при соответствующей подготовке претендовать на диплом 
более высокой «пробы». 

Курс элементарной математики введен в новые учеб
ные планы, по которым в этом году уже зан11маются вто
рые курсы пед11нститутов. Поэтому надо говор11ть не о его 
необход11мости, а о том, как 11м на11более эффективно 
распорядиться. Думаю, С. П. Новиков прав, предлагая от
вест11 на него на 1 курсе до 50 % времен11, занимаемого 
математическим11 д11сц11пл11нами. Ясно, что число часов в 
каждом конкретном случае зависит от уровня знаний сту
дентов. Целью этого курса являются не только л11квидация 
пробелов в знаниях за среднюю школу, систематизация, 
углублен11е знаний, но 11 повышение математ11ческой 
культуры до уровня, на котором можно 11зучать спец11аль
ные математические дисциплины. В Мордовском пед11нсти
туте, например, в этом году в течение сентября сту
денты-математики 1 курса из математических дисц11плин 
изучают только элементарную математику, изучение 
математических дисципл11н начинается с октября. Под
черкну, что количество лекционных, семинарских часов, 
последовательность прохождения дисциплин и даже 
формирован11е учебных планов - компетенция кафедр 
и факультетов. Так что не ясно, о какой самостоятель
ност11 вузов мечтают авторы некоторых заметок. Суть в 
другом - вузы до сих пор не пользуются этой само
стоятеnьностью. 

Многие вузовск11е преподаватели сейчас сетуют на низ
кую подготовку выпускников средних школ, забывая о том, 
что в школах работают выпускн11ки пединститутов и уни
верситетов, т. е. учителя, воспитанные недовольными ву
зовскими педагогами. 

Должен сказать, что иэменен11е учебных планов и уве
личен11е дол11 математ11ческ11х дисциплин в этих планах 
положение с подготовкой уч11тельских кадров в педву
зах вряд ли поправят. Демократизац11я учебы - вот 
основной путь, идя по которому мы можем поднять уро
вень подготовк11 выпускников. Демократизация учебно
воспитательного процесса - это сотрудничество педа
гогов и студентов в самом учебно-воспитательном про
цессе, причем не авторитарное, а равноправное сотруд
н11чество коллег, одинаково ответственных за качество 
этого процесса. Нахождение вот таких точек взаимодей
ствия между преподавателями вузов и студентами в учеб
но-восп11тательном процессе и есть путь демократизации 
последнего. Только на этом пути мы сможем обеспеч11ть 
право студентов на полноценное профессиональное об
разование. Кстати, понят11е профессионализма нуждает
ся в уточнении. 

Даже до сих пор держится мнение о том, что профессио
нализм учителя определяется хорошим знанием своего 
предмета. Не отрицая этого, подчеркнем, что главное в 
работе уч11теля - организация учебной деятельности и 
общения школьников в процессе учебного труда. Такая 
концепция профессионализма уже по-другому ставит ак
центы в его подготовке. Главным становится обучение 
организации учебной деятельности школьников, общению 
между ними, педагога с ними, воспитание ученика как 
личности. Между тем именно этой стороне подготовки 
учителя в вузе не уделяется должного вн11мания. Зача
стую лекци11 превращаются в пересказ, порой равнодуш
ный, страниц учебн11ка (11ли учебн11ков), на практнческих 
занятиях используются примитивные методы обучения, 
отсутствует дифференциац11я и 11нд11видуалнэация в обуче
нии студентов. Ведь до сих пор преподаватели вузов 
растеряны перед орган11зацией самостоятел�.ной работы 
студентов. Отмечу и то, что на занятиях зачастую преоб
ладает обучение фактам, а не обучение методологни и 
технологии явлен11й. 

Хотелось бы обратить внимание еще на одно обстоя
тельство, вне которого немыслим учитель. Речь идет о 
культуре. И эдесь мы должны признаться, что культур
ный уровень студента за время его обучения в вузе не 
претерпевает серьезных изменений. Это делает выпускн11-
ка вуза беспомощным в общении с учащимнся и их 
родителями. 

Что же, по нашему мнению, может активизировать де
мократизацию учебно-воспитательного процесса в вузе? 

Во-первых, серьезная организация педагогического и 
пснхологического всеобуча преподавателей педвузов. Яс
но, что пробелы в работе нащих выпускников - следствие 
наших пробелов. Учить студента не только математике, 
физике и т. д., но и професс11и учителя невозможно 
без хорошего знания педагогики, психологии, методик и 
владения технологиями различных педагогических явле
ний. 

Во-вторых, обобщение передового педагогического 
опыта и его распространение через методические ко
миссии факультетов, вузов и четко организованные 
взаимные посещения занятий, введен11е творческих отче
тов преподавателей вузов перед широкой аудиторией 
(студенты, учителя, преподавател11, методисты ИУУ). 

В-третьих, совершенствоаание связи со школой, соэда
ние настоящей базовой школы института, которая яви
лась бы подразделением института, где в качестве учите
лей работали бы его преподаватели, где начинали бы 
свой путь педагогические исследования; введение стажи
ровки в школах для всех преподавателей, не работав
ших в школе. 

В-четвертых, усиление внимания к воспитательной ра
боте со студентами. Необходимо продумать ее различные 
формы, дать высококвалифицированные образцы вое-
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питатель ных мероприятий, развернуть учебные курсы, 
научно-исследовательскую работу по реализации воспи
тательной функции учебного процесса. 

В-пятых, по:вышение личной ответственности каждого 
из вузовских педагогов. 

И наконец, отношения между преподавателями, пре
подавателями и студентами. Они должны основываться 
на взаимном уважении, доброжелательности, заинтересо
ванности в успехах коллег, милосердии. Мы не должны 
забывать о том, что наши отношения во многом опреде
л яют поведение в коллективе наших выпускников. 

r. И. саранцев (г. Саранск) 

Формирован ие 
профессиональных умений 
и навыков 
будуw.их учителей 

Повышение качества подготовки учителя - ответствен
ная задача педвуза. Опыт работы преподавателей кафед
ры математики Тернопольского пединститута им. Я. А. Га
лана показывает, что улучшению профессиональной под
готовки учителей математики способствует организаЦия 
такого объединения:  преподаватель кафедры методики, 
он же учитель класса, студенческая группа, класс. Учи
тель, добиваясь развития мышления школьников, воору
жая их знаниями, формируя умения и навыки, уча kаж
дого ученика учиться, должен сделать студенческую груп
пу своим помощником, непосредственным участником 
процесса обучения, сопричастным к своим поискам, от
ветственным за полученные результаты. Вся работа учи
теля в классе проводится при участии студенческой 
группы. 

Программой по методике математики предусматри
вается на лабораторных занятиях проводить наблюде
ние в классе за процессом проведения урока и анализ 
урока, изготавливать наглядные пособия и т. д. Наша 
методика позволяет сделать студента не наблюдателем, 
а участником и исполнителем всех видов работы учителя. 

Мы строим свою методику проведения лабораторных 
и практических занятий по методике математики, исходя 
из деятельностного подхода к формированию профес
сиональных умений и навыков будущих учителей. Как 
показывает опыт, эта деятельность должна быть управ
ляемой, в нее должны вноситься коррективы руководи
телем занятий. Деятельность, формирующая профессио
нальные умения будущего учителя,- это обучение мате
матике школьников. Она может быть осуществлена на 
уроке или после уроков. Для организации такой деятель
ности желательно, чтобы преподаватель методики мате
матики был учителем в школе. Тогда он сможет руково
дить работой студентов на уроке, направляя и организуя 
совместную деятельность студентов и учащихся. 

Студент на таком уроке выступает в роли обучаемого 
(он учится учить), в то же время он учитель для школь
ника. Результат работы зависит от деятельности и студента 
и преподавателя. Составляющие объединения: препода
ватель, группа, класс - взаимосвязаны между собой. 
Преподаватель, он же учитель, может достичь резуль
татов в работе по обучению студентов и учащихся только 
через совместную деятельность школьников и студентов. 

Лабораторные и частично практические занятия по ме
тодике преподавания математики мы проводим так. Сту
дентам за 2 неделн до урока в школе предлагается 
составить развернутый план-конспект урока на определен
ную тему, подготовнть дидактический материал, нагляд
ные пособия, а за 2-3 дня до урока проводится консуль
тация, на которую они приходят с подготовленными мате
риалами. Сначала преподаватель отвечает на вопросы, 
затем студенты обмениваются мнениями по содержанию 
и организации урока. Свои пожелания и советы высказы-
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вает преподаватель. После консультации студенты кор
ректируют свои конспекты. На консультации преподава
тель дает конкретные задания студентам, которые 011и 
должны подготовить к уроку, а также советы, как сле
дует себя вести на отдельных этапах урока. 

На лабораторном занятни, проводимом в классе, каждый 
студент ( 1 1  человек в подгруппе) имеет трех подопечных 
учащихся. Сидят они группамн по 4 человека (трое уча
щихся, один студент). Учитель (он же преподаватель мето
дики в этой подгруппе) ведет урок, дает задание учени
кам и краткое указание своим ассистентам (студентам). 
Отдельные этапы урока - это уроки студентов со своими 
мини-классами. У каждого студента имеется журнал уче
та успеваемости своей группы. За выполнение домашне
го задания, а также за письменную работу в классе он 
ставит оценку каждому ученику в тетрадь. 

Студенты выступают и в роли консультантов. К каждо
му студенту прикрепляются 1-2 ученика, и со всеми во
просами по учебному материалу ученик может обратить
ся как к учителю, так и к ассистенту, а студенты раз
решают свои проблемы с преподавателем в часы консуль
тации согласно графику кафедры. 

Студент сначала изучает своего подопечного. Он дол
жен знать уровень его знаний, умений и навыков по мате
матике, его способности, наклонности, интересы. Следует 
побеседовать о планах ученика на будущее, побывать до
ма и побеседовать с родителями. Для каждого ученика 
следует составить перспективный план, в котором может 
быть указано, какие пробелы следует ликвидировать, над 
чем необходимо работать, наметить ближайшую и даль
нюю перспективы. 

С целью тематического учета знаний, умений и навы
ков школьников мы проводим зачеты. Студентам дается 
задание составить перечень вопросов по данной теме по 
двум направлениям: что ученики должны знать и что 
должны уметь, причем должны быть предусмотрены уп
ражнения для учащихся, усвоивших материал на «3», «4», 
«5». Студенты работают над этим заданием неделю, затем 
на практическом занятии по методике математики обсу
ждаются подготовленные материалы и разрабатывается 
методика проведения зачета. По заданию преподавате
ля двое студентов готовят материал по теме зачета для 
стенда в кабинете математики. Все студенты записывают 
сценарий проведения зачета. Предусматривается, что 
определенная часть работы на зачете будет проведена 
учителем со всем классом, а часть - ассистентами 
по группам. 

Перед зачетом ассистенты проводят консультацию с 
учащимися по вопросам, вынесенным на зачет. Зачет мо
жет быть проведен как общественный смотр знаний. Го
товят его ассистенты. 

По теме проводится итоговая контрольная работа. 
Все студенты составляют по два варианта контрольной 
работы. На лабораторных занятиях по методике препо
да·вания эти тексты обсуждаются: продумываются воз
можные изменения, чтобы было не менее шести вариан
тов. Учащиеся пишут контрольную работу по этим текстам, 
ассистенты ее проверяют, а затем просматривает препода
ватель и беседует с каждым ассистентом, который 
допустил неточности при. проверке. 

На уроке анализа контрольной работы общий анализ 
проводит учитель, а затем асснстенты анализируют ра
боту каждого ученика, при этом предлагают упражне
ния, аналогичные тем, в которых ученики допустили 
ошибки. 

Учитель вместе с ассистентом выставляет итоговую 
оценку по теме каждому ученику. Если учени1< хочет 
иметь лучuJую оценку, он может встретиться с ассистен
том или учителем после урока и попробовать пересдать 
материал темы. 

Студентам поручается оформление стенда в кабинете 
математики. К каждой теме готовится материал по таким 
вопросам: 1 )  немного истории, 2) базовые задачи темы, 
3) обязательные задачи по теме, 4 )  общие советы и 
конкретные указания по решению задач, 5) обобщающие 



схемы, 6 )  подумай, прочитай, 7) это интересно знать, 
8) лист по учету з наний, умений и навыков по теме. Гото
вят материал для стенда 6 человек. Студенты должны 
глубоко изучить материал, решить задачи, познакомиться 
с методической и научно-популярной литературой, вопро
сами истории математики, составить черновой вариант 
стенда и прийти на собеседование к преподавателю. 
После окончательной подготовки материала преподава
тель еще раз просматривает весь материал и дает разре
шение на оформление стенда. 

Студенты проводят и внеклассную работу со школьни
ками. Это и занятия кружка, и школьная математиче
ская олимпиада, и неделя математики, которая включает 
разные формы работы ( КВН, конференция, эстафета, 
конкурс газет и наглядных пособий, часы занимательной 
математики, математические игры и т. д.). 

Такая форма работы позволяет осуществить постоянный 
контакт студента и "ученика и повышает их совместную 
ответственность "з4 результаты работы. 

д. М. Янченко, М. В. Пндручная (г. Тернополь) 

Об изучении в педвузах 
школьной математики 

Высказывая крайнюю обеспокоенность состоянием мате
матического образования в педагогических институтах 
нашей страны, Бюро Отделения математики Президиума 
АН СССР в своем постановлении (см.: Математика в 
школе. 1 989. NO 3) отметило необходимость «ввести 
большой курс углубленного изучения школьной мате
матики». Вместе с тем в этом постановлении предла
гается «исключить из педвузовских программ курсы 
математической логики и числовых систем». Видимо, 
следствием таких рекомендаций явилось то, что в учеб
ном плане для пединститутов 1 988 г. по специальности 
«учитель математики и информатики» дисциплина «Число
вые системы» уже отсутствует. Это, по нашему мне
нию, является большой ошибкой, так как курс «Число
вые системы» как раз и служит для углубленного изуче
ния школьной математики в отношении чисел. Точнее 
было бы сказать, должен служить. 

Число - одно из основных понятий математики вообще 
и школьной математики в частности, поэтому углублен
ное знакомство с этим понятием является важнейшей 
составной частью математического образования будущего 
учителя математики. 

Знакомство с числами начинается в школе, именно 
там закладываются интуитивные знания о числах и их 
свойствах. Но чтобы грамотно закладывать эти зна
ния, школьный учитель должен усвоить их научные 
основы. С этой ·,целью и введен курс «Числовые си
стемы». В нем последовательно рассматриваются на
туральные, целые, рациональные, действительные, комп
лексные числа и кватернионы. Доказывается, что если 
представление о числе ограничить определенными рам
ками, то других чисел нет. 

В разных математических книгах порой используются 
различные определения одних и тех же чисел. Рас
смотреть наиболее распространенные из этих определе
ний и доказать их эквивалентность - также задача кур
са «Числовые системы». 

В школе свойства операций над числами не дока
зываются, а лишь поясняются на примерах. Вместе с 
тем школьный учитель должен быть готовым расска
зать в популярной форме любознательному ученику о 
возможности и последовательности таких доказательств. 
В курсе «Числовые системы» исходя из аксиоматиче
ского определения тех или иных чисел строго дока
зываются все известные их свойства. 

Кроме того, в этом курсе подробно обосновывает
ся целый ряд понятий, используемых в школьной ма
тематике. Так, при изучении натуральных чисел уста-

навливается принцип полной математической индук
ции, имеющий важнейшее значение в математике и ис
пользуемый в старших классах. Дается обоснование ин
дуктивного (рекуррентного) задания последовательно
сти (именно так в школе задаются арифметическая и 
геометрическая прогрессии). Уточняется школьное пони
мание конечного множества как такого, элементы кото
рого можно пересчитать: пересчитать - значит уста
новить взаимно однозначное отображение этого мно
жества на начальный отрезок натурального ряда. Осно
вываясь на этом определении, доказываются основные 
свойства конечных м ножеств. 

Для целых чисел исходя из их аксиоматического 
определения среди прочих свойств доказывается одно
значная представимость всякого целого числа в десятич
ной системе счисления. Для всякого рационального 
числа, а потом и для всякого действительного числа 
устанавливается его однозначная представимость в виде 
десятичной дроби. Обосновываются понятия степени и 
логарифма. 

Все это школьные вопросы. 
В курсе «Числовые системы» рассматриваются также 

основные идеи развития понятия о числе. 
Этот курс очень жестко логически связан. Его нельзя 

разорвать и дать по частям в разных дисциплинах, 
так как неизменно нарушается взаимная зависимость 
его частей и он перестает быть действительно обосно
ванием школьной математики в отношении чисел. 

Курс «Числовые системы» следует читать на старших 
курсах, по нему надо иметь вариативные учебники. 
По нашему глубокому убеждению, на младших курсах 
доказательства утверждений для чисел должны основы
ваться на их интуитивном понимании, а не на аксиома
тических определениях. Для понимания требований стро
гости студент должен созреть. Только когда прослу
шаны основные курсы алгебры и теории чисел, геомет
рии и математического анализа, студенту следует пред
ложить посмотреть на школьную математику с новых 
поэиций, осознать ее нестрогость в ряде мест, обнару
жить и устранить пробелы в школьных доказательствах, 
перевести интуитивные з нания о числах на твердую 
основу доказательс·тв, исходя из а1<сиом. 

Таким образом, курс «Числовые системы» играет 
чрезвычайно важную роль в математическом образо
вании будущего учителя математики и его необходимо 
сохранить в учебном плане, придав ему ш1<ольную на
правленность. 

Что касается углубленного изучения остальных разде
лов школьной математики, то нужно внимательно по
смотреть, как это целесообразно сделать: отдельным 
курсом или, что, пожалуй, лучше, в соответствующих 
дисциплинах. Ясно одно - углубленное изучение школь
ной математики не должно быть ликбезом на младших 
курсах, а должно венчать образование школьного учи
теля. Одновременно нужно проследить, чтобы каждая 
тема школьной математики нашла свое место в програм
мах изучаемых дисциплин, была в них явно указана и 
об-еспечсна соответствующим количеством часов. 

С. В. Ларин (г. Красноярск) 

Больше внимания 
методиче�кой подготовке 
студентов 

·
мы, педагоги, в своей работе постоянно сталкиваем
ся с фактами низкого уровня знания учащихся по ма
тематике в школе, не1<ачественной подготовки учителя 
математики для школы в педвузах. Об этом же пишут 
в своих статьях академик А Н  СССР С. П. Новиков, про
фессор кафедры математического анализа Шуйского пе-
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дагогического института А. В. Гладкий, академик А Н  УССР 
Б. В. Гнеденко и другие (см.: Математика в школе. 
1 989. № 3). 

Можно сказать, что школа и институт в деле обучения 
и воспитания учащихся и студентов незаметно зашли в 
тупик. Чтобы вывести их из этого тупика, следуе'!;, по 
нашему мнению, курс углубленного изучения элемен
тарной математики включить в вузовскую программу. 
Тогда будущие учителя средней школы будут воору
жаться глубокими знаниями и получать необходимые 
навыки для работы в школе. Сейчас студенты, поступив
шие на математический факультет, в первый год обуче
ния по действующему учебному плану не изучают курс 
школьной математики, они сразу же приступают к изуче
нию курса высшей математики. Это приводит к боль
шим затруднениям студентов, не имеющих представ
ления о многих положениях элементарной математики, 
которые они не получили в школе. 

Надо отметить, что по действующему вузовскому 
учебному плану студенты должны изучать такие труд
ные предметы, как математическая логика, числовые 
системы и некоторые другие. Но изучая эти курсы, 
студенты не понимают, как можно применять их в даль
нейшем, работая в школе. Поэтому в течение 2-3 лет 
они эти знания полностью утрачивают. Желательно не 
создавать в вузовской программе разделяющей стены 
между элементарной и высшей математикой. 

Новые книги 

Монографии. Пособия для высшей школы. Справочники 

Задачи по математике. Начала анализа: Спр авочное 
посоGне / В. В.  Вавилов и др.- М.: Наука, 1 990.-
607 с.- 2 р. 40 к. 1 50 ООО экз. 

Клейн Ф. Лекции об икосаэдре и решении уравнений 
пятой степени / Пер. с нем.- М.: Наука, 1 989.- 336 с.-
1 р. 90 К. 12 400 ЭI\З. 

Руководство к решению задач по высшей математике. 
Ч. 2: Для втузов / Под ред. Б. И. Гурского.- Минск: 
Вышэйшая ш1<ола,  1 990. - 400 с.- 1 р. 23 500 экз. 

Хайрер Э., Нерсетт С., Ван11ер Г. Решение обыкновен
ных дифференциальных уравнений: Нежесткие задачи / 
Пер. с англ.- М.: Мир, 1 990.- 5 1 2  с.- 2 р. 20 к. 1 4  ООО экз. 

Научно-популярная тпература 

Белонучкин В. Е. Кеплер, Ньютон и все-все-все ••. - М.: 
Наука, 1 990.- 1 24 с.- (Б-чка «Квант») .- 30 к. 16 ООО экз. 

Гальперин Г. А., Земляков А. Н. Математические 
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В практике преподавания н е  устранено дублирова
ние. Например, многие вопросы педагогики повторяются 
в курсе общей части методики преподавания предмета. 
При создании новых учебников и учебных пособий такое 
дублирование необходимо устранить. 

Б. В. Гнеденко предлагает: «Курсы методики мате
матики, истории педагогики, педагогической психологии 
должны быть достаточно краткими» (Математика в школе. 
1 989. NO 3. С. 2 1 ). По нашему мнению, объем курса 
ме.тодики преподавания математики ни в коем случае 
нельзя сокращать, а, наоборот, необходимо обогатить 
его более конкретными материалами. 

Опыт работы показывает, что преподаватели общест
венных и специальных дисциплин ведут работу в основ
ном со · студентами-активистами или проявляющими по
вышеннь\й интерес к науке. Но другие студенты оста
ются ·11не Их ·поля зрения. Они кончают вуз, не сделав 
за . :время обучения ни одного доклада, не подготовив 
ни· одного выступления. Что от них можно ожидать в 
дальнейшем? Как же они будут в школе требовать от 
своих учеников творческого отношения к учебе? Пола
гаем, что все преподаватели факультета обязаны при
влекать студентов к самостоятельной подготовке докла
дов на семинарах и конференциях. 

Е. Саитов, А. Е. Сандов (г. Бухара) 

бильярды.- М. : Наука, 1 990.- 287 с.- (Б·чка «Квант»).-
65 к. 1 30 ООО экз. 

Лоберг Р., Лутц Т. Домашний компьютер / Пер. с нем.
М.: Дет. лит" 1 990.- 95 с.- 40 к. 1 00 ООО экз. 

Рыбников К. А. Профессия - математик: Для учащихся 
старших классов.- М.: Просвещение, 1 990.- 447 с.- 95 к. 
1 480 ООО экз. 

Пособия и учебники для учителя и учащихся 
средних учебных заведений 

Богоыолов Н. В. Практические занятия по математике: 
Для техникумов.- 3-е изд" перераб. и доп.- М.: Высшая 
школа, 1 990.- 495 с.- 1 р. 10 к. 1 00 ООО экз. 

Брадис В. М. Четырехзначные математические таб
лицы.- 57-е изд.- М.: Просвещение, 1 990.- 95 с.- 15 к. 
1 ООО ООО экз. 

Мавашев Д. А. Внеклассная работа по математике.
Ташкент: Укитувчи, 1 989.- 1 03 с.- 1 0  к. 14 ООО экз. 

Мельников И. И., Сергеев И. Н. Как решать задачи по 
математике на вступительных экзаменах. М.: Изд-во МГУ, 
1 990.- 303 с.- 95 к. 40 ООО экз. 

Рогановский Н. М. Методика преподавания математики 
в средней школе: Для пед. ин·тов.- Минск: Вышэйшая 
школа, 1 990.- 267 с.- 85 к. 16 ООО экз. 

Ф. М. Шустеф (Минск) 



• МЕТОДИЧЕСКИА ОТдЕЛ 

Дифференциация 
в обучении математике1 

Г. В. Дорофеев, Л. В. Кузнецова, 
С. 6. Суворова, В. В. Фирсов 

1 .  Концепция общего среднего образования, 
принятая учительским съездом, определила 
основные направления перестройки советской 
школы. Среди них дифференциация обучения 
выделяется как составная часть и необходи
мое условие гуманизации и демократизации 
образования, его перевода на новую культуро
образующую базу. В кон цепции отмечено, что 
дифференциация образования является зало
гом предоставления каждому учащемуся равно 
высокого шанса  достичь высот культуры, за
логом максим ального р азвития детей с самыми 
разными способностям и  и направлениями 
интересов. 

Под дифференциацией понимают такую сис
тему обучения, при которой каждый ученик, 
овладевая некоторым минимумом общеобразо
вательной подготовки, являющейся общезначи
мой и обеспечивающей возможность адаптации 
в постоянно изменяющихся жизненных ус
ловиях, получает право и гарантированную 
возможность уделять преимущественное внима
ние тем направлениям, которые в наиболь
шей степени отвечают его склонностям .  

В обучении математике дифференциация 
имеет особое значение, что объясняется спе
цификой этого учебного предмета . Математика 
объективно является одной из самых слож
ных школьных дисциплин и вызывает субъек
тивные трудности у многих школьников. В то 
же время имеется большое число учащихся 
с явно выраженными способностями к этому 
предмету. Разрыв в возможностях восприятия 
курса учащимися, находящимися на двух 
«полюсах», весьма велик. 

Заметим ,  что в преподавании математики 
накоплен определенный опыт дифференциро
ванного обучения. Он относится в основном 
к обучению сильных школьников (в стране 
имеется широкая сеть школ и классов с 
углубленным изучением математики, практи
куются также факультативные занятия) . Одна
ко дифференциацию обучения нельзя рассмат
ривать исключительно с позиций интересую
щихся математикой учащихся и по отноше-

1 При подготовке статьи использованы материалы об
суждения концепции математического образования сотруд
никами лаборатории обучения математике НИИ СиМО 
АПН СССР (И. А. Лурье, И. Ф. Шарыгин и др. )  

нию лишь к старшему зве ну школы .  Ориента
ция на личность ученика требует, чтобы 
дифференциация обучения математике учиты
вала потребности всех школьников - не только 
сильных, но и тех, кому этот предмет дается 
с трудом или чьи интересы лежат в других 
областях. 

2. Дифференция затрагивает все ком поненты 
методической системы обучения и все ступени 
школы. Она может проявляться в двух ос
новных видах. Первый выражается в том, 
что, обучаясь в одном классе, по одной програм
ме и учебнику, школьники могут усваивать 
м атериал на различных уровнях. Определяю
щим при этом является уровень обязатель
ной подготовки. Его достижение свидетельст
вует о выполнении учеником минимально 
необходимых требований к усвоению содержа
ния. На его основе формируются более вы
сокие уровни овладения материалом. По от
ношению к этому виду дифференциации в 
последнее время получил распространение тер
мин «уровневая дифференциация». 

Второй вид дифференциации - это диф фе
ренциация по содержанию. Она предполагает 
обучение разных групп школьников по програм
мам,  отличающимся глубиной изложения ма
териала, объемом сведений и даже номенкла
турой включенных вопросов. Этот вид диф
ференциации иногда называют профильной 
дифференциацией. Разновидностью профиль
ного .обучения является углубленное изучение 
м атематики, которое отличает достаточно 
продвинутый уровень математической подго
товки, что позволяет добиваться высuких 
результатов. Одновременно высокий уровень 
учебных требований естественным образом ог
раничивает число уча щихся, охваченных этой 
формой обучения. Профильное же обучение 
является более демократичной и широкой 
формой фуркации школы на старшей ступени. 

· Оба вида дифферен циации - уровневая и 
профильная - сосуществуют и взаимно допол
няют друг друга на всех ступенях школь
ного математического образования, однако 
в разном удельном весе. В основной школе 
ведущим направлением дифференциации Яв
ляется уровневая, хотя она не теряет своего 
значения и в старших классах. На старшей 
ступени школы приоритет отдается разнообраз
ным формам профильного изучения предметов. 
В месте с тем дифференциация по содержанию 
может проявляться уже и в основной школе, 
где она осуществляется через систему кружко
вых занятий (во всех классах) и факульта
тивных курсов (в V I I I-IX классах ) .  Эти 
формы предназначены для школьников, прояв
ляющих повышенный интерес к математике, 
имеющих желание и возможность работать 
больше отводимого расписанием времени. 
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Кроме того, начиная с VI I I  могут формиро
ваться классы с углубленным изучением ма
тематики. 

Остановимся более подробно на каждом из 
выделен ных видов дифференциации. 

3. Уровневая дифференциация. Проблема  
дифференцированного подхода к учащимся 
исследуется давно, в педагогике и методике 
ей всегда уделялось значительное внимание. 
Однако выдвижение и развитие за  последние 
годы новых концептуальных идей, в частности 
идеи планирования обязательных результатов 
обучения математике, приводит к постепен
ной перестройке всей м етодической системы, 
в том числе позволяет по-новому взглянуть 
на проблему дифференцированного обучения. 
П редлагаемая ниже концепция уровневой 
дифференциации - это принципиально новая 
кон цепция, учитывающая современные резуль
таты и достижения методической науки, 
требующая пересмотра традиционных взглядов, 
отказа от сложившихся стереотипов. 

Термин «уровневая дифференциация» вошел 
в педагогический лексикон недавно, взамен 
термина «внутренняя дифференциация», что 
обусловлено некоторыми особенностями ново
го подхода. Традиционно дифференцирован
ный подход основывался на психолого
педагогических различиях школьников, при 
этом конечные учебные цели остаются для 
всех учащихся едиными, а для многих заведо
мо непосильными.  Сущность дифференциации 
состояла в поиске приемов и способов обу
чения, которые индивидуальными путями вели 
бы всех школьников к одинаковому овладе
нию программой. А эта задача не всегда 
разрешима.  Необходимо также отметить отсут
·ствие адекватных механизмов дифференциро
ванного подхода в традиционном его пони
м ании, которые позволяли бы объективно 
формировать группы учащихся в зависи
мости от особенностей их развития и психики. 
Поэтому оценка индивидуал ьных возможностей 
школьников целиком зависит об субъективного 
м нения учителя, что часто ведет к методи
ческим ошибкам и снижает эффективность 
дифференцированной работы. 

Принципиальное отличие нового подхода 
состоит в том , что уровневая дифференциация 
основывается на планировании результатов 
обучения: явном выделении уровня обяза
тельной подготовки и формировании на этой 
основе повышенных уровней овладения мате· 
риалом.  Сообразуясь с ними и учитывая 
свои способности, и нтересы, потребности, 
ученик получает право и возможность выби
рать объем и глубину усвоения учебного ма
териала,  варьировать свою учебную нагрузку. 

Достижение обязательных результатов обу
чения становится при таком подходе тем 
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объективным критерием, на основе которого 
может видоизменяться ближайшая цель в 
обучении каждого ученика и перестраиваться 
в соответствии с этим содержание его работы: 
или его усилия направляются на овладение 
м атериалом на более высоких уровнях, или 
продолжается работа по формированию важ· 
нейших опорных знаний и умений. Именно 
такой подход приводит к тому, что диффереы
цированная работа получает прочный фун
дамент, приобретает реальный, осязаемый и 
для учителя, и для ученика смысл. Резко 
увеличиваются возможности работы с сильны
ми учениками, так как учитель уже не связан 
необходимостью спросить все, что он давал на 
уроке, со в с е х школьников. И наконец, 
отпадает необходимость постоянно разгружать 
программы и снижать общий уровень  тре
бований,  оглядываясь на слабых школьников. 

Необходимо отметить, что принцип выделе
ния уровня обязательной подготовки как ос
новы дифференциации обучения находит под
держку в м ировом опыте. В настоящее вре
мя во многих странах идет процесс расши
рения списка обязательных школьных предме
тов и установления минимальных обязатель
ных требований, представляющих собой госу
дарственный стандарт образования, соответст
вие которому дает школьнику право на полу
чение документа о среднем образовании. При 
этом требования к усвоению математики в 
той или иной форме задаются в конечном 
счете в виде конкретных задач (например, 
тесты минимальной компетентности в США; 
« цели достижения» в национальных програм
мах Англии и Уэльса ) .  

Перечислим ряд важных условий, вьшолне
ние которых необходимо для успешного и 
эффективного осуществления уровневой диффе
ренциации. Первое состоит в том,  что Ь\Ыде
ленные уровни усвоения материала и в пер
вую очередь обязательные результаты обучения 
должны быть открытыми для учащихся. Как 
и успех учебного процесса в целом, успех 
дифференцированного подхода в обучении 
существенно зависит от познавательной актив
ности школьников, от того, насколько они 
будут заинтересованы в своей деятельности. 
Ясное знание конкретных целей при условии 
их посильности, возможность выполнить тре
бования учителя активизируют познавательные 
способности школьников, причем на разных 
уровнях. Если цели известны и посильны 
ученику, а их достижение поощряется, то для 
подростка нет ничего естественнее, как стре
м иться к их выполнению. Поэтому открытость 
уровней подготовки является механизмом фор
мирования положительных мотивов учения, 
сознательного отношения к учебной работе, 
позволяет привлечь самооценку ученика при 



организации дифференцированной работы. 
Следующее важнейшее условие - это нали

чие определенных но�ниц между уровнем тре
бований и уровнем обучения. Не  следует 
отождествлять уррв�)'Iь, на котором ведется 
преподавание, с об.я.зательным уровнем усвое
ния материала. Первый должен быть в целом 
существенно выше, иначе и уровень обязатель
ной подготовки не будет достигнут, а уча
щиеся, потенциально способные усвоить боль
ше, не будут двигаться дальше. Каждый уче
ник должен пройти через полноценный учебный 
процесс. Так, он должен в полном объеме ус
лышать предлагаемый материал со всеми до
казательствами и обоснованиями,  ознакомиться 
с образцами рассуждений, на каких-то этапах 
участвовать в решении более сложных задач. 
Иными словами, уровневая дифференциация 
осуществляется не за счет того, что одним 
ученикам дают меньше, а другим больще, 
а в силу того, что, предлагая ученикам 
одинаковый объем материала, мы устанавли
ваем различные уровни требований к его 
усвоению. С этой точки зрения представляют
ся несостоятельными предложения о создании 
для основной школы разных учебников, от
вечающих разным уровням требований. Уче
ник должен иметь в руках учебник, в кото
ром были бы предусмотрены (и явно выде
лены) в с е  у р о в  н и усвоения материала 
(в том числе и минимально обязательный) . .  

Еще одно важнейшее условие, дополняющее 
предыдущее, состоит в том, что в обучении 
должна быть обеспечена последовательность 
в продвижении ученика по уровням.  Это оз
начает, что в ходе обучения не следует 
предъявлять более высоких требований тем 
учащимся, которые не достигли уровня обя
зательной поготовки. Надо, чтобы трудности в 
учебной работе были для таких школьников 
посильными, соответствующими индивидуаль
ному темпу овладения материалом на каж
дом этапе обучения. В то же время если 
для одних учащихся необходимо продлить 
этап отработки основных, опорных знаний и 
умений, то других не следует необоснован
но задерживать на этом этапе. 

Содержание контроля и оценка должны от
ражать принятый уровневый подход. Контроль 
должен предусматривать проверку достижения 
всеми учащимися обязательных результатов 
обучения как государственных требований, а 
также дополняться проверкой усвоения мате
риала  на более высоких уровнях. При этом 
достижение уровня обязательных требований 
целесообразно оценивать альтернативной оцен
кой ( например: «зачтено» - «Не зачтено») ,  для 
более высоких уровней целесообразно разра
ботать соответствующую шкалу оценивания 
(например, отметки «4» и «5») . 

2 .:Математика в школе» № 4 

И наконец, укажем еще одно условие, 
реализация которого существенно усиливает 
эффективность дифференцированного обуче
ния,- добровольность в выборе уровня усвое
ния и отчетности. В соответствии с ним 
каждый ученик имеет право добровольно и 
сознательно решать для себя, на каком уровне 
ему усваивать материал. Именно такой подход 
позволяет формировать у школьников позна
вательную потребность, навыки самооценки, 
планирования и регулирования своей деятель
ности. 

Уровневую дифференциацию можно органи
зовать в разнообразных формах,  которые 
существенно зависят от индивидуальных под
ходов учителя,  от особенностей класса. 
от возраста учащихся и др. В качестве 
основного пути осуществления дифференциации 
обучения предлагается формирование мобиль
ных групп. Деление на группы осуществляется 
прежде всего на основе критерия достижения 
уровня обязательной п9дготовки. Работа этих 
групп может проходить в рамках обычных 
уроков. Их можно также временно выделить 
для отдельных занятий. В первом случае 
целесообразно не ограничиваться дифференци
рованным подходом в процессе самостоятель
ной деятельности учащихся,  а варьировать 
характер работы групп (самостоятельная или 
фронтальная под руководством учителя )  в за
висимости от этапа изучения темы,  от потреб
ности в помощи учителя.  Во втором случае 
целесообразно предусмотреть работу и с 
группами выравнивания, и с группами повы
шенного уровня, создать соответствующие 
программы и м етодику обучения. 

Предлагаемый подход имеет целый ряд 
преимуществ перед традиционным. Он дает 
учителю четкие ориентиры для отбора содер
жания дифференцированной работы и позволя
ет сделать ее целенаправленной. Деление 
уч·ащихся на группы в зависимости от дости
жения ими уровня обязательной подготовки 
носит объективный характер. Организуемая 
учителем дифференцированная работа выгля
дит объективной и в глазах ученика и поэ
тому не создает почвы для обид. Важно, что 
ученик может самостоятельно оценить свои 
возможности и выбрать для себя тот уровень 
целей, который соответствует его возмож
ностям и потребностям в данный момент 
времени. Ориентация на обязательные резуль
таты обучения постоянно поддерживает под
готовку ученика на опорном уровне. Это 
позволяет ученику при возможности и возник
шем интересе перейти на более высокие 
уровни на любом этапе обучения. Все это 
я вляется гарантией оперативности, гибкости, 
мобильности дифференциации, создает в классе 
атмосферу взаимного доверия между учителем 
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и учениками, способствует активному введе
нию положительных мотивов учения для разных 
категорий учащихся . Именно такой подход к 
дифференциации обучения я вляется существен
ным условием демократизации и гуманиза
ции образования. 

Необходимо отметить, что применение кри
терия достижений уровня обязательной подго
товки вполне согласуется с и меющимися под
ходами к организации дифференцированной 
работы на основе измерения уровня обучен
ности школьников. Однако, в отличие от поня
тия «уровень обученности»,  которое каждым 
учителем толкуется по-своему, указанf!ЫЙ кри
терий носит объективный характер. Это поз
воляет ставить вопрос об эквивалентности 
среднего образования, что чрезвычайно важно 
в условиях многонациональной школы.  Надо 
сказать, что вопросы эквивалентности образо
вания сейчас широко поднимаются и реша-
ются в общеевропейском м асштабе. 

· 

Заметим также, что применение указанного 
критерия вовсе не исключает возможности 
учитывать такие качества школьников, как 
самостоятельность, работоспособность, интерес 
к учению, уровень м ышления,  внимательность 
и др. Более того, уровневый подход " диф
ференциации позволяет учитывать эти инди
видуальные качества в большей степени, не 
рассматривать их как уже заданные для 
деления учащихся на группы , а развивать и 
формировать их у всех школьников в ходе 
дифференцированной работы. 

4. П рофильная дифференциация. На стар
шей ступени (X-XI классы) дифференциация 
образования приобретает систематический ха
рактер. В соответствии с Государственным 
базисным учебным планом она осуществляет
ся через курсы по выбору и профил ьное 
обучение. Математика входит в число обяза
тельных учебных предметов, однако она может 
иметь разный удельный вес в общеобразо
вательной подготовке ученика по времени, 
отводимому на ее изучение, а также по 
глубине и охвату рассматриваемого материала. 

Заметим ,  что вопрос о том, быть или не 
быть математике на старшей ступени школы 
предметом, обязательным для всех, стоял доста
точно остро. Учебным планом он решен 
положительно, что соответствует современным 
тенденциям в образовании,  прослеживаемым 
в мировой практике. Это решение продикто
вано ролью математики в п рогрессе общества 
в целом и теми  функциями, которые выполняет 
изучение математики по отношению к развитию 
и ндивидуальных качеств личности. 

Специфика математики позволяет утверж
дать, что теоретический уровень мышления 
в его чистом виде, максимально удаленном 
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о т  конкретной эмпирики, наиболее естествен
но формируется именно при изучении математи
ки, хотя и остальные Шl\ольные предметы, 
безусловно, могут внести в его формирование 
определенный вклад. Прерогатива и обязан
ность математики - развитие абстрактного и 
логического мышления, т. е. качеств личности, 
необходимых для освоения новых областей 
знаний,  для облегчения адаптации к постоянно 
меняющимся условиям жизни. Безусловно, 
ведущая роль принадлежит математике в 
формировании алгоритмического мышления, в 
воспитании умений действовать в соответствии 
с заданными алгоритмами,  а также конструиро
вать новые, т. е .  тех умений, которые необ
ходимы для свободной ориентации в «ком пью
теризированном мире». Однако развитие мыш
ления - от эмпирического к теоретическому, от 
конкретного к абстрактному, от синкретическо
го к логическому - длительный процесс, темпы 
и эффективность которого определяются в це
лом возрастными особенностями человека. По 
данным некоторых психологических исследова
ний,  логическое мышление ребенка форми
руется не ранее, чем к 1 4- 1 5  годам, а в 
большинстве случаев - к более позднему воз
расту. Поэтому прекратить «питание» интел
лекта математикой, оборвать математическую 
деятельность у значительной части учащихся 
на выходе из основной школы было бы 
неверным. Правильным решением вопроса ста
новится резкая дифференциа ция обучения ма
тематике в старшем звене, введение курсов 
разного объема и уровня. 

В зависимости от той роли,  которую мате
м атика может играть в образовании человека, 
выделяются два типа школьных курсов для 
завершающей ступени школы:  курс общекуль
турной ориентации ( назовем его курсом А ) ,  
рассчитанный н а  учащихся, склонных рассмат
ривать математику только как элемент обще
го образования и не предполагающих исполь
зовать ее непосредственно в своей будущей 
профессионал ьной деятельности, и курсы повы
шенного типа, обеспечивающие дальнейшее 
изучение математики и ее применение в каче
стве элемента профессиональной подготовки. 

Целесообразно выделить два основных курса 
повышенного типа. Первый из них (курс В )  
предназначен для учащихся, выбравших для 
себя те области деятельности, в которых 
математика играет роль аппарата, специфиче
ского средства для изучения закономерностей 
окружающего мира.  Второй ( курс С) ориенти
рован на тех учащихся, для которых собствен
но математика является одной из основных 
целей познания.  

Таким образом, для старшей ступени школы 
целесообразно наличие трех основных матема
тических .-курсов - А ,  В и С, которые призва-



ны предоставить каждому ученику возмож
ность изучать математику на уровне, соот
ветствующем его интереса м, способностям , 
склонностям .  Этих трех курса� в целом доста
точно для преподавания м атематики по про
ф илю любого направления. 

Курс А может быть выбран тем и  учащими
ся, которых интересуют, например, языки, 
искусство, художественное творчество, спорт 
или предметно-практическая деятельность. Его 
специфической особенностью должна быть явно 
выраженная гуманитарная направленность, т. е .  
специальная ориентация на умственное разви
тие человека, на  знакомство с м атематикой 
как с областью человеческой деятельности, на 
формирование тех знаний и умений, которые 
необходимы для свободной ориентации в 
современном мире. 

Однако при этом курс А не должен сводить
ся к «прогулкам по саду м атематики», но, 
безусловно, опираться на традиционные для 
школьного курса разделы.  Обязательные требо
вания по усвоению курса А ф актически должны 
совпадать с базовым уровнем м атематической 
подготовки выпускников средней школы. 

Курс В ориентирован на  учащихся с науч
ным стилем мышления, выбравших для себя 
профили естественнонаучных и научно-гумани
тарных направлений :  химический, биологиче
ский, географический, исторический, социологи
ческий,  экономический и др. Заметим, что 
математизация соответствующих наук касается 
лишь отдельных их  областей, в основном 
наиболее современных, тогда как другие об
ласти практически не используют математиче
ских знаний. Поэтому курс В должен быть 
построен с учетом того, что м атематика для 
учащихся указанной категории является хотя 
и необходим ым, но не самым важны м  пред
метом. Этот курс должен обеспечивать овла
дение конкретными м атематическим и  знаниями, 
позволяющими, в частности, выработать пред
ставления о применении математики в профи
лирующей науке и достаточными для изуче
ния  матем атики в вузе соответствующего 
направления. Однако в не меньшей степени 
необходимо и специальное внимание к гумани
тарной направленности этого курса, обеспечи
вающей общекультурное развитие школьников. 

Заметим, что в принципе можно было бы 
ставить вопрос о разделени и  курса В на два 
в соответствии с особенностями  процесса ма
тематизаци и  в естественнонаучных и научно
гуманитарных областях знаний.  Сущностью 
математизации  естественных и гуманитарных 
наук является, безусловно, м атематическое 
моделирование. В естественных науках главную 
роль играют в настоящее время коли чествен
ны� описания реал ьных процессов и соответ
ствующие количественные модели, для иссле-
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дования которых необходим ы  традиционные 
разделы м атематики, наряду с началами м а
тематического анализа и элементами теории  
вероятностей и м атематической статистики. 
Иное дело - гуманитарные науки. В них наи
бол ьшее значение и меют структурные модели ,  
построение и исследование которых требует 
п ривлечения разделов м атематики, более совре· 
менных и весьма далеких от нынешнего школь
ного курса м атематики, и прежде всего дискрет
ной м атематики (достаточно упомянуть по
строение грамматических моделей в л ингвисти
ке, создание информ ационных систем в прило
жениях различных гуманитарных наук) . 

Тем не менее нам  представляется, что в н а
стоя щее время выделение научно-гуманитар
ного направления нецелесообразно и матема
тические потребности конкретной профили
рующей науки должны удовлетворяться в 
основном в рамках внеклассной р аботы. Это 
связано, в частности, с тем обстоятельством, 
что уча щиеся, проявляющие склонность к ма 
тематизированным обла стям естественных и 
гуманитарных наук, прежде всего нуждаются 
в знании традиционных р азделов м атематики, 
составляющих основу программы для 'п осту
пающих в высшие учебные заведения н а  спе
циальности, соответствующие эти м  областям : 
структурная и прикладная  л ингвистика, психо
логия, социология, экономика и пр. Эта си 
туаци я  сохранится, по-видимому, и в достаточ
но отдаленном будущем, а решать одновремен
но две задач и  - освоение  и традиционных, и 
специ ализированных разделов м атематики -
вряд л и  возможно. 

Курс С - наиболее строгий и полный курс 
м атематики - ориентирован на учащихся, выб
равших для себя деятельность, непосредствен
но связанную с м атематикой, и - как след
ствие - какой-то профиль из группы профи
лей «математического направления». В эту 
гру.ппу вместе с математическим м ы  объеди
няем такие профили, как физический, компью
терный. Дело в том, что п роцесс м атемати
зации знаний исторически начался с матема
тизации физики, а современное состояние и 
развитие физики, как и всего ф изического 
цикла наук, неразрывно связано с матема
тическим аппаратом и математическим мыш
лением.  Современная наука информатика, обя
занная своим происхождением вычислительной 
м атематике и м атематической логике, целиком 
основана на м атематическом стиле мышле
ния, в том числе и в разделах, которые 
содержательно с м атем атикой не связаны. 
Эти особенности физики и информ атики и 
позволяют объединить их в одну группу с 
м атем атическим п рофилем с точки зрения целей 
обучения м атематике. 

Основой учебно-м етодического обеспечения 
1 9  



по математике этой группы профилей и дол
жен быть курс С, ориентированный на ов
ладение учащимися необходимым объемом 
конкретных математических знаний и формиро
вание в этом процессе интеллектуальной 
культуры личности. Вторая задача, как нам 
кажется, не нуждается в специальном акценти
ровании :  практика углубленного изучения ма
тематики и физики показывает, что гумани
тарное воздействие математики проявляете.я 
в достаточной мере автоматически, что выте
кает из самой природы математической деятель
ности. 

Следует подчеркнуть, что особенности конк
ретного профиля могут потребовать включе
ния в соответствующий курс материала, 
расширяющего основной курс и углубляющего 
его. Так, для развития абстрактного и ло
гического м ышления учащихся какого-либо 
профиля научно- гуманитарного направления 
целесообразно повышенное внимание к аксио
матическому методу (и не обязательно в геомет
рии ) , для нужд технического и архитектур
ного профилей, может быть, следует усилить 
внимание к стереометрии или даже предусмот
реть знакомство с элементами начертательной 
геометрии. 

Если изучение математики в профиле чисто 
математическом является фактически само
целью, то в профиле физическом изучение 
математики проводится, прежде всего, с целью 
создания необходимого для физики аппарата, 
а в профиле с уклоном в информатику 
математика формируется как основа решения 
специфических задач этой области знаний.  
Поэтому, например, изучение основ теории 
вероятностей и математической статистики, 
составляя весьма специфическую область ма
тематических знаний,  представляется обяза
тельным в физическом профиле, но вряд ли 
необходимым в математическом, поскольку 
основы соответствующей науки являются в 
большей степени функцией высшего образо
вания. АналогиЧно основы математической ло
гики,  не являясь столь существенной частью 
математической науки, чтобы ее изучение в 
школе могло считаться обязателhным, естест
венно рассматривать как необходимые в 
профиле с уклоном в информатику .  

Отсюда следует, что программу по каждо
му из курсов А, В и С целесообразно 
строить по «модульному» принципу. Каждая 
программа должна состоять из двух частей:  
инвариантной (обязательной для изучения 
всеми, кто выбрал этот курс ) и вариативной. 
Вариативная представляет собой набор раз
делов, из которых учитель может составить 
материал, дополняющий основную часть кур
са. Соответственно «Модул ьный» принцип 
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должен быть положен и в основу создания 
учебников. 

Необходимо сказать специально о возмож
ности профильного обучения в основной школе, 
которое может осуществляться в рамках 
углубленного изучения математики начиная с 
V I I I  класса. Важно правильно понимать роль 
и место этих классов в системе профиль
ного обучения, различие целей углубленного 
изучения в VI I I-IX классах и в старшем 
звене ш колы. 

К V I I I  классу некоторые учащиеся уже 
имеют возможность оценить привлекательность 
математики, ее интеллектуальную эстетику, 
широкое разнообразие интересных математи
ческих задач. Развитие их интереса к мате
матике до познавательного уровня дает им 
возможность в этом возрасте выбрать матема
тику как предмет для последующего углуб
ленного изучения. 

Разумеется, выбор учащегося может ока
заться ошибочным, неадекватным его истин
ным склонностям и возможностям, и поэтому 
организация углубленного изучения математи
ки в VI I l-IX классах, содержание обуче
ния и требования,  предъявляемые на этой 
ступени, должны быть максимально гибкими. 
Они должны обеспечивать возможность исправ
ления допущенной ошибки. В не меньшей 
степени это касается и учащихся, которые осоз
нали свои склонности к изучению математики 
в более поздний период, так что возможность 
интеграции в систему углубленного изучения 
и этих учащихся должна быть обеспечена.  

Эти обстоятельства определяют роль VI I I
IX классов в системе углубленного изучения 
математики как ориентационног�>. ,?тапа, основ
ной целью которого является диагностика. 
Эти же обстоятельства предопределяют необ
ходимость вариативности содержания обуче
ния, которое, с одной стороны, должно 
предусматривать возможность изучения доста
точно стройного и последовательного курса 
математики, а с другой стороны, позволять 
при желании практически избежать всякого 
тематического расширения общеобразователь
ного курса, достигая углубления только с 
помощью повышения уровня сложности и раз
вивающей ценности решаемых задач. 

Требования,  предъявляемые к математиче
ской подготовке учащихся VII l-IX классов с 
углубленным изучением математики, вытекают 
из ориентационного характера этого этапа. 
Учащиеся, безусловно, должны владеть всем 
материалом, входящим в общеобразователь
ный курс математики, при этом минималь
ный уровень требований должен совпадать с 
уровнем требований к учащимся общеобразо
вательных классов. В то же время достиже
ние учащимся лишь обязательного уровня 



требований  на первом этапе углубленного 
изучения должно служить сигналом того, что 
нецелесообразно на следующей ступени обуче
ния выбирать профили, связанные с повышен
ными курсами  м атематики. 

В заключение отметим ,  что для практической 
реализации идеи дифференциации в обуче�ии  
математике требуется серьезная перестроика 
всей методической системы. Необходимо соз
дать разноуровневые и профильные программы,  
учебно-методическое обеспечение, направлен
ное на организацию дифференцированного обу
чения на уроках, а также на групповых и 
индивидуальных занятиях с учащимися раз
ных способностей и разного уровня обучен
ности, и т. д. В то же время очевидно, 
что такой переход школы в качественно новое 
состояние будет осуществляться постепенно, 
по мере накопления теоретических разработок 
и практического опыта. Поэтому необходимо 
уже сейчас настойчиво искать и внедрять в 
практику преподавания методические решения, 
отвечающие идее дифференциации. 

Профильная дифференциация 
обучения математике 
ю. М. Коnяrнн, М. В. Ткачева, Н. Е. Федорова 
(Москва) 

До недавнего времени считалось, что главная 
задача школы состоит в том, чтобы дать каж
дому школьни ку общее среднее образование в 
рамках государственной программы,  незави
симо от его склонностей и способностей. Под
разумевалось, что склонности и способности 
школьник может развивать на ф а культатив
ных, внеклассных занятиях или самостоятельно; 
в очень небольшом количестве существовали 
школы и классы с углубленным изучением не
которых предметов. К чему привело такое по
ложение, всем хорошо известно. 

Школа сегодня шнего дня делает попытку по
вернуться к личности ребенка, к его индиви
дуальности, создать наилучшие условия для 
развития и максимальной реализации его склон
ностей и способностей в настоящем и будущем. 
Одним из путей решения проблемы индиви
дуализации обучения является его дифферен
циация. 

В соответствии с предлагаемой НИИ СиМО 
концепцией школьного математического обра
зования в основной школе ( I-IX классы) 
предполагается осуществление уровневой диф
ференциации:  по одним и тем же программам 

и учебникам уча щиеся достигают разных ко
нечных целей, соответствующих их  возмож
ностям и склонностям.  При этом предполагает
ся, что все учащиеся должны достичь уста
новленного сверху обязательного уровня под
готовки, а затем уже решать, обучаться даль
ше или остановиться на достигнутом .  

Индивидуализа ция обучения в старшем звене 
средней ш колы предполагает предоставление 
уча щимся возможности получить образование 
в различных направлениях, по разным учебным 
планам и программам,  т. е .  осуществление 
проrильной дифференциации на базе фурка
ции . Но и при условии обучения учащихся 
по выбранным ими направлениям,  учитывая 
возможности каждого подростка,  предполагает
ся  обеспечить достижение каждым из них 
некоторого обязательного (базового ) уровня 
знаний по тому или иному п редмету. 

Такова в общих чертах принципиальная схе
ма дифференциации школьного обучения, кото
рую предполагается реализовать в современ
ной советской ш коле. 

Попытаемся теперь осмыслить отечественный 
и зарубежный опыт прошлого и настоящего, 
связанный с профильной дифференциацией 
ш кольного обучения.  

В школе дореволюционной России проблема 
профильной дифференциации решалась весьма 
своеобразно. В определенной степени она обес
печивалась наличием различных типов учебных 
заведений, дающих среднее образование: гим
назий,  реальных училищ (технических и ком; 
мерческих) , кадетских корпусов и пр.  Каждыи 
тип учебного заведения имел свой учебный план 
и свои программы, посредством которых и осу
ществлялась дифференциация обучения. Более 
того, в начале ХХ в. обсуждалось несколько 
различных проектов типологии учебных заведе
ний.  Так, проектом министра просвещения того 
времени Н. П. Боголепова предлагалась сле
дующая типология:  гимназия с двум я  древни
ми  языками (латинским и греческим) ; гимназия 
с одним латинским языком;  гимназия, допуска
ющая принцип и ндивидуализации (для уча щих
ся, обнаруживших успехи по тому или и�ому 
предмету, разрешалось усиление за нятии по 
этому предмету, т. е .  педагогический совет рас
полагал большей свободой в распределении за
нятий с уча щимися ) ; реальное училище; так на
зываемая школа нового типа (здесь предусма
тривались дополнительные занятия для детей, 
проявивших и нтерес и склонности к изучениI<_? 
языков или естественных наук; на старшеи 
ступени предполагалась фуркация по трем на-

1 Фуркация - построение учеб�ого плана старших клас· 
сов средней общеобразовательнои школы по уклонам ( гу· 
манитарным естественно-математическим и др.) с преиму
щественным

' 
вниманием к определенной груrше учебных 

предметов / / еэс. 
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правлениям : классическому, естественному и гу
м анитарному) ; средняя ш кола с бифурка
цией ( гуманитарным отделением и реальным от
делением)  - по существу, предполагалось со
единение в одной ш коле двух типов учебных 
заведений:  гимназии и реального училища. 

На  наш взгляд, особый и нтерес представ
ляет распределение недельных часов на изуче
ние математики по классам в перечисленных 
выше типах учебных заведений.  

Из строк 3, 4 и 6 таблицы видно, что в 
да нных типах ш кол с определенного класса 
учебный план становится гибким :  математика 
изучается в том объеме, который соответствует 
выбранному направлению обучения; в то же 
время в гимназиях и реальном училище (стро
ки 1, 2 и 5)  число часов на математику жестко 
фиксировано учебным планом (число со звез
дочкой в таблице означает число часов, отво
димое на уроки черчения) . 

Ограничимся только этим примером, который 
показывает, что проблема дифференциации обу
чения была в центре внимания педагогиче
ской общественности и находила решение в 
русской дореволюционной ш коле через фурка
цию на старших ступенях обучения. 

Следует отметить, что и в советской школе 
накоплен определенный опыт обучения учащих
ся по различным учебным планам и програм
м а м, т .  е .  определенный опыт дифференци ации 
обучения.  

Так, в примерных учебных планах для 1 и 
I I  ступеней единой трудовой ш колы 1 920 г. 
допускалось различное содержа ние обуче
ния ( правда, тесно связанное с географиче
ским местом положения и условиями работы 
ш колы) :  городская ш кола с промышленной 

K.riaccы 
Тип школы 1 1 !  1 1 1  I V  v 

1 .  Гимназ11я с двумя древни· 4 4 3 4 4 
ми языкам11 
....._ 

2. Г11мназ11я с одн11м латин- 3 4 4 4 4 
ским языком 

3. Гимназия, допускающая 4 4 4 4 4 
принцип индивидуализации 

4. Шко.r�а нового тнпа 3 4 4 4 4 

5. Реальное училище 3 4 4 4+2* 5 
6. Школа с бифуркацией: 

rуыанитарное отделение 4 4 3 4 4 + 1 *  
реальное отделение 4+ 1*  5 
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ориентацией; сельская ш кола с ориентацией на 
сельское хозяйство. 

Несколько позже на северо-западе России 
в школах было организовано и обучение по 
уклонам.  Так, в 1 924 г. 69 школ II ступе
ни Ленинграда (42 % всех ш кол города ) пере
шли на обучение детей по следующим уклонам: 
индустриальному (5 ч математики в неделю) ; 
промышленно-экономическому ( 4 ч матем атики 
в неделю) ; педагогическому (3 ч математики 
в неделю) . 

В других городах и селах· северо-запада шко
лы имели также уклоны сельскохозяйственный, 
экономический, кооперативный (в зависимости 
от нужд хозяйства той местности, где находи
л ась школа ) .  

Однако в отмеченных случаях профильная 
дифференциация ш кольного обучения более 
походила на профессионализацию, так как ос
новывалась на соображениях скорейшей под
готовки специалистов среднего звена для быст
ро р азвивающейся промышленности и для сель
ского хозяйства. 

Вряд ли  такую профильную дифференциа
цию можно считать серьезным средством инди
видуализации обучения, так как особенности 
личности ученика, его склонности не всегда 
могли проявиться при выборе из узко ограни
ченного набора профилей обучения, который 
определялся прежде всего потребностями госу
дарства в специалистах. Может быть, поэтому 
попытка профессионализации  старшего кон
центра средней ш колы фактически себя не 
оправдала.  Кроме того, предлагаемая интегра
ция общеобразовательной и профессиональной 
подготовки школьников оказалась недостаточ
ной и для успешного обучения в вузе (здесь 

Всего Примечания VI Vl l  VI I J  
4 3 3 29 

4 4 3 30 

3 3 r: 29 Для изучающих оба древ-
них языка 3 26 Для обнаруживающи' осо-
бые успехи по древним язы-
кам 1 24 

3 4 3 29 
(4) (4) ( 4) ? Дополнительные уроки для 

натуралистов no у смотре-
нию педсовета 

5 5 5 35+2* 

4 4 3 зо+ 1 •  
5 5 5 35+2* 



сказалось и обилие программ,  не подкреплен
ных необходимыми учебными пособиями,  и 
отсутствие достаточного количества квалифи
цированных. преподавательских кадров) .  

Однако государство остро нуждалось в спе
циалистах высокой квалификации, особенно в 
индустрии. Такому социальному заказу не спо
собствовал ни разнобой в программах, ни уро
вень подготовки выпускников ш кол. В этих 
условиях и в связи с усиливающейся центра
лизацией всего народного хозяйства в 1 934 г. 
вышло постановление ЦК В КП ( б )  и Совета На
родных Комиссаров СССР «0 структуре на
чальной и средней школы в СССР». С тех пор 
в школе жестко стабилизировались учебные 
программы по всем предметам. В частности, 
в 1 935 г. была разработана программа по ма
тематике, которая просуществовала 20 лет. 
По существу, школа вернулась к дореволю
ционным традициям. За основу был взят тип 
русской школы с бифуркацией, в котором 
естественiюе и гуманитарное отделения слились. 
Казалось бы, произошло весьма негативное со
бытие. Однако установившаяся затем стабиль
ность содержания обучения,  использование со
ветской школой многих высококачественных 
учебников ( по математике широко использо
вались известные учебники А. П. Киселева , 
задачники Н.  А. Рыбкина и др.) сыграли весьма 
позитивную роль. Фактически поколение, 
обученное в то время, открыло космическую 
эру развития техники. 

И правильно, на наш взгляд, высказался 
профессор Н. Скатов на страницах газе
ты «Правда» о том, что система школьного 
образования, действовавшая  у нас в 1 940-
1 950 гг., была достаточно эффектинной, может 
быть, еще и потому, что она была «воссоздана» 
на позитивных традициях русской дореволю
ционной школы (см. :  Правда. 1 989. 1 3  нояб. ) .  

В послевоенные годы стало шириться движе
ние за реформу школьного образования в самых 
различных аспектах (совместное или раздель
ное обучение мальчиков и девочек, одиннад
цатилетнее или десятилетнее обучение, произ
водственная или сельскохозяйственная ориента
ция всех выпускников, появление  факультатив
ных занятий и т.  д. ) .  

В последние годы требование индивидуали 
зации обучения в какой-то мере реализовыва
лось через сеть специализированных ш кол, 
ПТУ, классов с углубленным изучением отдель
ных предметов. Но и здесь формально рас
ширялись лишь программы по определенному 
предмету (в основном за счет увеличения числа  
часов ) , по  существу, не отражаясь на ком плек
се программ по другим предметам.  

Анализ опыта работы русской и советской 
школ показывает:  

l )  профильная дифференциация обучения 

может осуществляться благодаря наличию р;:�з
личных типов учебных заведений, при этом 
каждый тип заведения имеет свой учебный план 
и свои программы ( в  частности, по математике) ; 

2 ) профильная дифференциация, основанная 
на чисто прагматических началах, без учета 
склонностей и способностей учащихся, не при
водит к позитивным результатам ;  

3 )  частичная фуркация, т. е .  изменение учеб
�юго плана и программ только в отношении од
ного предмета ,  без коренной перестройки все
го учебного плана и всех учебных программ,  
нецелесообразна.  

Рассмотрим кратко, как осуществляется про
фильная дифференциация во Ф ранции, Японии, 
США. В этих странах педагоги пошли по пути 
полифуркации, т. е. по пути возможно более 
ш и рокого разнообразия уклонов и направлений. 

Так, в школах Франции после обучения по 
общей для всех программе в коллеже ( что ус
ловно соответствует нашей неполной сред
ней ш коле)  уча щиеся переходят в лицей, где 
обучение длится 3 года . Причем лишь на 
двух последних годах обучения происходит диф
ференциация по нескол ьким секциям ( гума
нитарная, естественнонаучная,  экономическая, 
техническая) , каждая из которых делится на 
подсекции (например, экономическая делится 
на подсекции гуманитарных и социальных наук, 
м атематики и экономики ) .  Во всех секциях 
м атематика изучается всеми лицеистами,  но в 
различных секциях она изучается в разном 
объеме. 

В японской ш коле та кже после 9 лет 
обучения по общей для всех п рограмме учащие
ся переходят в высшую среднюю школу. Здесь 
они выбирают курс обучени я  из предлагаемых 
им  более чем двадцати направлений,  условно 
разделенных на три потока : общий поток, акаде
мический ( готовит к поступлению на естествен
ные и гуманитарные факультеты университета ) ,  
профессиональный  ( подготовка идет по не
скол ьким блока м ) . В японской ш коле всех на
правлений разработа но несколько различных по 
содержанию и уровню изложения курсов м ате
м атш�и. Учащийся может ограничиться одним 
общим обязательным курсом или выбрать еще 
один или несколько других. 

В старшей средней ш коле США существуют 
три различных учебных плана,  соответствую
щих трем разным потокам :  академическому, 
п рофессиональному (практическому) и общему. 
Академический пото к  готовит к колледжу и 
содержит бол ьшее количество а кадемических 
предметов ( обязательных и по выбору; мате
м атика в число обязательных не входит) . На об
щем и практическом потоках больше утили
тарных, профессиональных курсов, курсов по 
выбору ( обязательным на  практическом потоке 
является курс прикладной м атематики ) .  Таким 
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Прогр а м м ы  по м атематике 

образом , учащийся может выбрать для изуче
ния один, два или несколько курсов математики, 
но может не выбрать ни одного. Следует за
метить, что такой подход привел к снижению 
уровня математической подготовки · выпускни
ков средней ш колы. В связи с эти м в 1 987 г. 
Национальный совет учите.(IеЙ математи
ки США предложил для обсуждения програм
му по математике,  общую для всех учащихся. 
В ней предусм атриваются различные методи
ческие подходы при обучении учащихся, вы
бравших различные направления обучения,  и 
формулируются дополнительные темы,  углубля
ющие или расширяющие основной курс (для 
тех, кто будет продолжать обучение или пла-

Я п о н и я 
г-----.,--- Средняя школа (9 лет) ---- ----

-, 

: ...._---..----� 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

Академнческий 
поток (3 года) 
Направления: 

Общий 
поток 

(3 года) 

Профессиональный 
поток (3  года ) .  

Направления: 
1 .  Гуманитарное 1 .  Технологические 

2. Естественное 
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нирует связать в дальнейшем свою профес
сиональную деятельность с математикой) .  

Схематически способы дифференциации об
учения во Франции, США и Японии с после
дующей реализацией ее в математическом обра
зовании изображены на схемах (принятое обо
значение :  обязательный выбор, - - �  вы
бор по желанию) . 

Краткая характеристика организации про
ф ильного обучения в трех рассмотренных ка
питалистических странах с м ноголетним опытом 
дифференциации обучения в старшем звене 
ш колы позволяет сделать следующие выводы: 

1 )  обилие и разнообразие направлений обуче
ния в старших классах позволяют учитывать 
склонности и способности практически всех уча
щихся, а также потребности государства в раз
личных специалистах; 

2) ориентация курсов математики на тот или 
иной общий профиль в значительной мере на
правлена на возможно более полное удовлетво
рение склонностей учащихся при овладении  
ими будущей специальностью (однако любая 
математическая подготовка в старшем звене 
базируется на единой подготовке в среднем 
звене ш колы) ; 

3 )  наличие большого количества курсов ма
тематики по выбору учащихся в сочетании с 
м 1ш и м п л ы1 ы м  обязательным ку рс о м ,  на наш 
взгляд, в н едостато ч н ой мере может обеспечить 
полноцен ное базовое м ате м J.тнческое образо
вание ; 
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4) способности и склонности детей могут 
быть учтены не только в момент выбора профиля 
обучения ( или  типа учебного заведения ) , но и в 
ходе обучения за счет гибкости учебных планов 
и программ. 

Разрабатывая перспективные подходы к 
системе дифференцированного профильного 
обучения в советской школе и определяя место 
математики в этой системе, следует максималь
но использовать лучшие традиции дореволю
ционной русской, советской и зарубежной школ . 

Страны с многолетним опытом профильной 
дифференциации вводят обучение по направле
ниям, как показано выше, лишь после того, 
как школьники получат достаточное единое ба
зовое образование и утвердятся в своих склон
ностях. 

Это положение мы считаем первым и основ
ным принципом, положенным в основу и предла
гаемой нами системы дифференциации школь
ного обучения. 

Обоснованность этого решения подтвержда
ют психолог\1ческие и психофизиологические ис
следования. Так, в раннем подростковом воз
расте общей возрастной особенностью детей 
является художественное видение, эмоциональ
ное отношение к окружающему миру. Под
росток не может до конца понять себя, а взрос
лые не имеют достаточно объективных данных, 
чтобы помочь ему в этом еще и потому, что 
юный человек не готов к утверждению своих 
склонностей физиологически. Как известно, 
склонности к деятельности типа «техника» или 
«знаковая система» больше связаны с функ-

2 Программы по математике штата Пенсильвания / / 
Педагогика и народное образование за рубежом. М.: Изд-во 
АПН СССР, 1 989. Вып. 7. 

математики 

циональными особенностями  левого полушария 
мозга, а склонность к деятельности типа «Чело
век» или «художественный образ» ярче прояв
ляются у людей с правополушарной мозговой 
активностью. Для раннего же подросткового 
возраста распределение функций по полушари
ям нетипично. Все это говорит о целесооб
разности соотнесен ия профильной дифферен 
циации со старшим подростковым возрастом, 
а также о необходимости вести профориента
цию в ходе базового ш1юльного обучения. 

При выборе профиля обучения подросток дол
жен иметь возможность наилучшим образом 
использовать свои склонности и способности. 
Это не только приведет к его более быстрой 
социальной адаптации в обществе, но и прине
сет, несомненно, большую пол ьзу обществу, ко
торое получит не только знающего, но и заинте
ресованного в своей деятельности работника. 
Отсюда вытекает второй принцип:  на старшей 
ступени обучения следует обеспечить возможно 
большее количество направлений обучения или 
продолжения образования через широкую си
сте.му учебных заведений различных типов. 

Так как многие профили будут иметь сходные 
цели и задачи обучения по определенным учеб
ным предметам, то целесообразно сгруппиро
вать такие направления в блоки и разрабаты
вать для них единую базовую программу по 
каждому учебному предмету или группе пред
метов ( при этом следует иметь в виду, что 
по одному предмету в блоки могут быть объеди
нены одни профили, а по другому - другие ) .  
Отсюда вытекает третий принцип:  по каждому 
учебному предмету целесообразно объединять 
различные направления обучения в блоки по 
принципу сходства целей и задач обучения 
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в этих направлениях для создания единых про
граJ.tм для ка:J!fдо.г.9 .блока. 

И наконец, та к  как уча щиеся, выбирающие 
определеНJiЫЙ профиль обучения, отличаются 
психологическими и физиологическими особен� 
ностями ( присущими  людям, склонным именно 
к этому виду деятельности ),  то при составлении 
программ и учебников, выборе форм и методов 
обучения следует учитывать возрастные особен
ности подростков, склонных к данному виду 
деятельности, и в то же время не исключать 
возможности изJ.tенить профиль обучения под
ростку при ошибке в его выборе. 

Бытует мнение, что матем атика как учебный 
предмет гуманитариям не нужна. Это, на наш 
взгляд, глубоко ошибочное суждение. Действи
тельно, весь мир вступил в эпоху «математи
зации научных знаний», в эпоху широкого при
менения ЭВТ. Кроме того, математика более, 

. чем любой другой учебный предмет ш колы,  
способна помочь в развитии логического МЬ!Ш
лсния, в развитии многих качеств научного 
мышления, таких, как критичность, обобщен
ность, способность к анализу и синтезу и т. д. 
Наконец, такие качества речи, как крат
кость, сжатость и ясность, более всего воспиты
ваются м атематикой. Сказанное приводит к сле
дующему основному принципу, который нужно 
положить в основу дифференцированного про
фильного обучения: математика должна вхо
дить в набор обязательных учебных предметов 
любого из профилей (физико-математического, 
технического и гуманитарного) . Содержание 
и объем учебного м атематического материала 
должны отражать специфику данного направ
ления. 

Реализуя указанные принципы в практике 
подготовки конкретных программ,  учебно-мето
дических пособий,  а также в ходе поискового 
эксперимента, коллектив ученых НИИ ш кол, 
МГУ и МФТИ, методистов и учителей при ла
боратории м атематики НИИ школ МНО 
РСФСР пошел по следующему пути. 

Все многообразие возможных профилей 
обучения мы условно объединили в три блока, 
названных нами гуманитарным,  техническим и 
физико-математическим.  Каждый из  этих бло
ков объединил школы и классы опредеJ1енных 
конкретных профилей, для которых курс м ате
м атики был относительно одним и тем же по 
целям, содержанию и объему. Специфика каж
дого конкретного профиля отражалась в подбо
ре специальных для каждого профиля приклад
ных задач, в акцентах м етодики преподава
ния, в применяемых средствах обучения. Проил
люстрируем это на примере гуманитарного 
блока. 

В гума нитарный блок объединены следующие 
профили гуманитарного цикла,  по которым 
Н ИИ школ ведет поисковый эксперимент: гума-
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нитарный, психолого-педагогический, юриспру
денция, художественно-эстетический, культуро
ведение, историко-филологический. 

Мы считаем, что математическое образование 
всех гуманитарных профилей должно подчи
няться общей цели - обеспечить усвоение си
стемы математических знаний и умений, кото
рые фактически являются элементами общей 
культуры; развить логическое мышление и 
пространственное воображение; сформировать 
представление о прикладных возможностях ма
тематики; сообщить сведения об истории раз
вития науки ; дать знания, необходимые для 
п рименения в быту и в выбранной специаль
ности. 

При составлении программ и написании учеб
ников для гуманитариев мы руководствовались, 
в частности, особенностями данного типа 
ш кольников (их  можно условно отнести к пред
ставителям «художественного» типа высшей 
нервной деятельности) . Эти ш кольники обычно 
обладают способностью к яркому и наглядному 
запечатлению объекта в памяти, более развиты
ми чувственно-конкретными формами мышле
ния ( в  том числе и оперативного) ,  и в то же 
время могут испытывать трудности в произволь
ной регуляции поведения и оперировании абст
рактными категориями.  

Это означает, что при составлении программ 
по математике для гуманитариев нельзя руко
водствоваться принципом «урезывания» более 
сложной программы, сокращения ее объема и 
«облегчения». Следует подойти качественно по
иному: изменить номенклатуру изучаемых во
просов курса, форму подачи учебного материа
ла и т. п. Вместе с тем в программе должны 
быть представлены и традиционные вопросы 
курса м атематики, с одной стороны, имеющие 
общеобразовательную ценность, а с другой -
дающие школьнику возможность «Отступления» 
на  другой профил ь  в случае  ошибки в выборе. 
Поэтому в программу по м атематике для гума
нитарных направлений (п редполага ющую выде
ление 2-3 ч на уроки м атематики в неделю) 
включены как привычные для ш колы вопросы 
( развитие понятия числа, функции, п редставле
ние о п роизводной и интеграле, знакомство со 
взаимным расположением п рямых и плоскостей 
в пространстве, м ногогранники и круглые тела, 
вычисление их площадей поверхностей и объ
емов) , так и нетрадиционные для нашей школы 
темы:  элементы статистики и теории вероят
ностей, знакомство с; персональным компьюте
ром, применение математики в повседневной 
жизни.  Приведем краткое содержание курса ма
тематики для классов с гума нитарными направ
лениями. 

1 .  Знакомство с персональным компьютером 
Клавиатура, дисплей компьютера. Работа в режиме каль-



кулятора. Знакомство с языком Бейсик. Команды PRI NT, 
E ND, RUN, LI ST, C LS, I NPUT, GOTO, IF . . .  THE N, LET. 

Знакомство с работой персонального компьютера в гра
фическом режиме. Представление об алгоритмах и про
граммах. Сведения о применении компьютера на практике. 

2. Элементы статистики и теории вероятностей 
Организация данных. Таблицы, диаграммы, графики. 

Гистограммы. Частотная таблица. В ыборка. Генеральная 
совокупность. 

Uентральные тенденции: мода, медиана, среднее. 
Относительная частота события. Статистическая вероят

ность. Классические примеры вероятностных задач. Слу
чайные события. Независимые события. 

3. Числа 
Натуральные числа. Свойства действий над натураль

ными числами. Целые числа. Рациональные числа. Дей
ствительные числа; изображение действительных чисел иа 
числовой прямой. Числа л и е. Представление о пределе 
числовой последовательности. 

Проценты (простые и сложные) . Понятие логарифма 
числа. Десятичные и натуральные логарифмы. 

Комплексные числа. Операции над комплексными числа
ми в алгебраической форме. Изображение числа на комп
лексной плоскости. Решение квадратных уравнений. 

4. Функции 
Понятие функции. Функции возрастающие, убывающие, 

четные, нечетные, периодические. Экстремумы функции. 
Основные элементарные функции:  линейная, степенная, 

показательная, логарифмическая, тригонометрические. 
Понятия обратной и сложной функций.  
5. Стереометрия 
Прямые и плоскости в пространстве. С крещивающиеся 

прямые. Прямая, параллельная плоскости. Параллельность 
плоскостей. 

Перпендикулярность прямой и плоскости. Перпендику
лярность плоскостей. 

Понятие многогранника. Призма, пирамида, усеченная 
пирамида. П равильные многогранники. 

Симметрия в пространстве. 
Понятие поверхности и тела вращения. Цилиндр, конус, 

усеченный 1<онус. 
Сфера. Шар. Сечение сферы и шара плоскостью, каса

тельная плоскость к сфере. 
Площадь поверхности и объем призмы, пирамиды, усе

ченной пирамиды, цилиндра, конуса, усеченного конуса, 
шара. 

6. Элементы математического анализа 
Понятие производной. Геометрический и физический 

смысл производной. Дифференцирование многочлена. Таб· 
лица производных некоторых элементарных функций. 

Исследование функции с помощью производной. Простей
шие задачи на оптимизацию. 

Понятие первообразной. Нахождение первообразной мно
гочлена. Таблица первообразных некоторых элементарных 
функций. 

Площадь криволинейной трапеции. 
Представление об интеграле. Применение интеграла для 

нахождения площадей фигур и объемов тел. 
Примеры дифференциальных уравнений. 
7. Знакомство с некоторыми приложениями математики. 
Представление о налогообложении. Расчеты при креди-

товании и ссудах. Некоторые операции Госстраха. Бюджет 
семьи. Арендные платы. Акция и облигация. Договорные 
расчеты. Банковские операции. 

При написании экспериментальных учебни
ков по программе для учащихся классов с гума
нитарными направлениями мы руководствова
лись следующими положениями:  

изложение теоретического материала ведется 
на индуктивно-практической основе: от конкрет
ных жизненных ситуаций к теоретическому 

обобщению ( рассуждению) , а от него к при
менению; 

оптимально используется принцип наглядно-
сти и художественная иллюстративность; 

в явном виде применяются образные формы 
изложения учебного материала (диалог, беседа, 
сказка и т. п . ) ; 

там, где возможно, предлагаются мнемониче
ские правила запомина ния содержательной ча
сти учебного материала;  

традиционная система упражнений (форми
рующая практические навыки) заменяется си
стемой творческих и практических заданий;  
даются советы редающему задачу; 

с целью знакомства с развитием матема
тической науки используются исторические све
дения; 

для расширения математического кругозора 
учащихся к учебнику предполагается разрабо
тать приложение ( научно-популярные статьи 
крупных ученых-математиков, некоторые све
дения из истории математики, биографии уче
ных-математиков,  темы творческих рефератов, 
занимательные и исторические задачи и т. д. ) .  

Ясно, что препода вание математики в классах 
гуманитарного профиля имеет сво.ю специфику, 
а следовательно, требует определенной методи
ческой подготовки учителей. Последнее - пред
мет особого разговора. Здесь же в заключение 
укажем на  предпол агаемый состав учебно
м етодического комплекса по математике для 
ш кол и классов гуманитарного профиля:  учеб
ник для учащихся (с приложениями) ; пакет 
прикладных програ м м ;  методическое пособие 
для учителя ;  книга дл я внеклассного чтения 
по математике; задачники-практикумы по реше
нию прикладных задач для конкретных профи
лей гуманитарного цикла ;  сборник тестов «Про
верь свои способности». 

И ндивидуализация учебной 
деятельности учащихся как основа 
дифференцированного обучения 
математике в средней ш коле 
В. д. Гусев (Москва) 

Решение проблемы дифференциации обучения 
часто видят в открытии ш кол и классов с 
углубленным изучением математики. Это, ко
нечно, очень интересное и важное направление, 
но оно не  решает поставленной проблемы. Во
первых, начинать такую дифференциацию целе
сообразно только с VI I I- IX классов (в нашей 
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стране она часто начинается и с Х класса ) ,  
а интерес учащихся к математике должен фор
мироваться значительно раньше. Во-вторых, да
леко не во всех районах и поселках нашей 
страны можно открыть «математические» клас
сы и школы.  В-третьих, специализированные 
ш колы и классы тоже нуждаются в дифферен
циации, соответствующей способнuстям уча
щихся. 

Сказанное заставляет думать о м етодах 
обучения математике, учитывающих задачи 
развития личностных качеств всех учащихся, 
а также получения ими необходимого базового 
математического образования.  Эти методы дол
жны также способствовать выявлению и раз
витию математических способностей тех уча 
щихся, для которых м атематика стала ( или 
станет) сферой их основных интересов. Эти 
методы и приемы могут разрабатываться, опи
раясь на индивидуальный подход к учебной 
математической деятельности учащихся или 
групп учащихся. 

Что же можно и нужно делать сейчас, не 
дожидаясь новой модели (или моделей ) школы. 

1 .  Прежде всего необходимо отказаться от 
кома ндного стиля обучения,  который, к сожале
нию, проник и в процесс изучения матем атики 
в школе. Отсутствие вариативности, обсужде
ния возможных путей поиска решения (доказа
тельства ) ,  сравнения полученных результатов 
ведет к потере интереса к предмету и учебному 
процессу в целом.  Необходимо учиться помо
гать учащимся делать «математические откры
тия»  для себя, максимально повышая вклад 
самого ученика в это «открытие». 

Поясним сказанное примером. В школе много 
времени уходит на вывод формул площадей 
фигур, а результат обучения крайне скуден :  
школьники знакомятся с формулами,  которые 
могли бы узнать из любого справочника и без 
помощи учителя .  Гла вная идея о возможности 
вычисления площади фигуры путем ее достраи
вания и перекраивания остается неразвитой. 

При изучении темы «Площадь треугольника» 
учитель должен прежде всего поставить перед 
классом такие вопросы:  «Чем вызвана потреб
ность допол нения треугольника до параллело
грамма? Почему дополнять следует именно так, 
как показано на рис. 1 ,  а не иначе?» Здесь 

Рис. 1 Рис. 2 

о 

28 

с 

Рис. 3 Рис. 4 

именно появляется возможность индивидуаль
ного подхода к учащимся. Некоторые из них 
достроят треугольник до параллелограмма так, 
как на рис. 2,  другие так, как на рис. 3. Большая 
группа  уча щихся обычно предлагает другое 
построение, а именно дополнение до прямо
угольника ( рис. 4 ) .  

Здесь возникает ( может возникнуть) интерес
ная идея «перекроить» данный треугольник в 
прямоугольник или параллелограмм.  Такой воп
рос можно поставить как проблему для до
машней самостоятельной работы, если нет вре
мени разбирать его на уроке. 

Перекрой связан  с проведением средней ли
нии.  Если ни кто из учеников не догадался, 
то учитель может сам предложить провести 
среднюю лини ю  треугол ьника.  Помощь суще
ственная, но все же не прямая подсказка, так 
как после проведения средней линии «перекрой» 
еще нужно придумать, причем возникают четы
ре варианта ( рис. 5) . После выполнения черте
жей получение самой формулы не вызывает 
труда. 

Рис. 5 

а} б) 

8) г) 



Этот пример заставляет задуматься еще над 
одним вопросом,  который психологи называют 
дозой помощи. Учитель должен уметь оказать 
ученику помощь, которая не является командой,  
а служит направлением к действию, к поиску. 

1 1 .  Необходимо перевести обучение матема
тике на деятельностный подход. Очень часто 
ученик (особенно не имеющий склонностей к 
математике ) просто не понимает, что следует 
делать, когда ему дают те или иные задания :  
«докажи», «подумай»,  «Выдели главное», «про
чти внимательно», «проанализируй текст зада
чи» и т. п. Мало того что эти задания 
сформулированы в командном стиле, особая 
сложность заключается в том ,  что деятельность 
ученика в таких случаях не адекватна его 
возможностям и он не понимает сути этой 
деятельности. 

Проиллюстрируем сказанное примером. 
В учебном пособии [ 1 ]  учащимся, только при
шедшим в V класс, предлагается п.  1 . 1  ( «Чтение 
и запись натуральных чисел » ) , который требует 
выполнить в системе упражнений пять видов 
действий :  

а )  Прочти следующие числа . . .  
б )  Запиши следующие числа цифрами . . .  
в )  Запиши число в виде суммы разрядных 

слагаемых . . .  
г )  Запиши числа . . .  
д) Соста вь многозначное число . . .  
Про все эти действия в тексте пункта практи

чески ничего не сказано. Значит, это должен 
объяснить учитель. Отмети м,  что объяснить 
сущность определенного вида деятел ьности бы
вает иногда труднее, чем дать определение 
математического понятия.  

Основу учебной математической деятельности 
составляют два прием а :  синтез и анализ, кото
рые характеризуют и любую другую деятель
ность человека. На их базе формируются уже 
более тонкие виды деятельности : анализ через 
синтез и синтез через анализ. Нам представ
ляется целесообразным систематически, целена
правленно и дифференцированно формировать 
умения учащихся использовать в своей работе 
синтез и анализ. 

Опишем в общих чертах стратегию такого 
обучения. 

Синтез. Пусть рассматривается какое-то ма
тематическое понятие, задача или теорема. Уча 
щимся следует предложить следующие вопро
сы: «Что мы знаем про указанное понятие 
(про данные в задаче или теореме объекты ) ?  
Какими свойствами оно (они)  обладает? Какие 
следствия из имеющихся данных мы можем по
лучить?»  

Анализ. Допустим,  в задаче требуется что-то 
доказать или построить, вычислить. Учащиеся 
должны ответить на следующие вопросы:  «Ка
кие факты для этого н у ж н о  знать? (На  пер-

вых этапах обучения понятия необходимо и 
достаточно целесообразно заменять простыми и 
понятными словами «НУЖНО», «МОЖНО» . )  

Есть много публикаций о значении обучения 
анализу и синтезу для становления мышления 
уча щихся, но в них не так часто встречаются 
попытки показать систему практической работы 
по обучению этим приемам. А между тем работа 
должна начинаться с самых первых шагов 
обучения математике и продолжаться постоян
но в процессе всего изучения курса. 

Рассмотрим эту работу на примере форми
рования понятия отрезка в V и в VII классах. 
Системы упражнений на отработку этого поня
тия в V и в Vl l классах практически совпадают, 
но в V классе упражнения выполняются на 
уровне «правдоподобных рассуждений»,  а в 
Vl l классе появляется логическая аргумента
ция, которая должна дифференцироваться в со
ответствии с возможностями уча щихся. 

Разделим  упражнения на две группы:  те, 
в которых речь идет об отрезке как геометриче
ской фигуре, и те, где говорится об измерении 
отрезков. 

Отрезок как геометрическая фигура 

Синтез. 
1 .  Даны две ( три,  четыре) различные точки. 

Как они могут быть расположены? Сколько 
при этом образуется отрезков? 

2. Дана прямая а и на ней три точки. Сколько 
отрезков получилось на прямой? Выпишите их. 
Каким свойством обладают эти отрезки? (Мож
но рассмотреть также случай,  когда на прямой 
даны 4, 5, 1 О, п точек. ) 

3. Даны два отрезка. Как они могут быть 
расположены один относительно другого? Мо
гут ли у них быть точки пересечения, и если 
могут, то сколько таких точек? Почему? 

4 .  Даны отрезок и прямая.  Каково может 
быть их взаим ное расположение? Могут ли у 
ни_х быть общие точки и сколько? Почему? 

Далее можно предложить упражнения 
№ 1 6-20 из пособия [2] . 

Анализ. 
1 .  На прямой нужно получить три отрезка. 

Сколько для этого следует поставить точек 
на данной прямой? ( Вопрос можно усложнить, 
предложив некоторым учащимся рассмотреть 
случаи,  когда надо получить 20, 25, 30, 50, 
1 00 и т. д. отрезков. )  

2 .  Можно л и  расположить н а  плоскости 8 
отрезков так, чтобы каждый из них пересекался 
ровно с тремя другими?  (Тот же вопрос для 
семи отрезков. Решение этой задачи можно 
найти в пособии [3] , с .  74 . )  

Здесь же можно предложить серию упражне
ний о пересечении отрезка и прямой. 

3. Что нужно знать, чтобы утверждать, что 
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отрезок пересекает прямую? 
4. Что нужно знать, чтобы утверждать, что 

отрезок не пересекает прямую? 
5. Что нужно знать, чтобы утверждать, что 

отрезки пересекаются? 
В системе изложения А. В. Погорелова эти 

упражнения весьма актуальны. Они могут ка
заться сложными учащимся, не имеющим 
склонностей к м атематике, но в то же время 
будут весьма полезны способным к математике 
учащимся. 

Измерение отрезков 
Синтез. 
Упражнения по этой теме можно систематизи

ровать так:  
1 .  Упражнения, имеющие следующую исход

ную формулировку: «Три точки . . .  лежат на од
ной прямой . . .  » Например:  «Точки А, В, С лежат 
на одной прямой. Известно, что АВ= 1 2  см,  
В С= 1 3,5 см. Какой может быть длина отрезка 
А С?» ( [4] , .N'o 32) . 

К задачам такого типа можно отнести: в 
пособии [2] - № 1 4 ;  в пособии [4] - № 32, 
33, 38, 75, 79ж; в пособии [ 5] - № 55. 

2. Упражнения, имеющие следующую исход
ную формулировку: «На отрезке . . .  дана точка . . .  » 
Например:  «На отрезке АВ длиной 1 5  м отмече
на точка С. Найдите длины отрезков АС и ВС, 
если :  1 )  отрезок А С  на  3 м длиннее отрезка 
ВС; 2) отрезок АС в два раза длиннее отрезка 
ВС; 3) точка С - середина отрезка ВС; 4) дли
ны отрезков АС и ВС относятся как 2 :3» ( [2] , 
.N'o 1 5) . 

К задачам та кого типа можно отнести: в по
собии [2]  - № 1 5; в пособии [4] - № 30, 
3 1 ,  34, 37, 39, 74 ( в  этом пособии есть еще 
задачи № 40, 76, 77, в которых на отрезке 
рассматриваются две и три точки ) ; в пособии 
(5] - № 1 0, 28, 29. 

3. Упражнения, имеющие такую исходную 
формулировку: «Точка. . .  лежит на прямой . . .  
между точками. . .  и . . .  ». Н ап ример:  «Точка М 
Лежит на прямой CD между точками С и D. 
Найдите длину отрезка CD, если :  1 )  СМ= 
= 2,5 см, MD=3,5 с м ;  2) СМ=3, 1 дм, MD= 
=4,6 дм ; 3) СМ= 1 2,3 дм, MD=5,8 м» ( [2] , 
№ 1 4 ) . 

В пособиях [4]  и (5] та ких формулировок 
задач нет . .  

Анализ. 
1 .  Упражнения с такой формулировкой: «Ле

жат ли точки ... на одной прямой?» Например : 
«Лежат ли  точки А, В и С на  одной прямой, 
если А С= 5  см,  АВ=3 см,  ВС=4 см?» ( (4] , 
№ 36) . 

К упражнениям та кого типа  можно отнести :  
в пособии (2 ]  - № 1 2, 1 3; в пособии (4 ]  -
№ 36. 
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2. Упражнения, имеющие такую исходную 
формулировку: «Принадлежит ли точка ... отрез
ку . . .  ?» Н апример:  «Является ли точка В середи
ной отрезка А С, если точки А, В и С расположе-
ны так, что АВ=ВС?» ( (5], № 35) . · 

К задачам этого типа можно отнести: в посо
бии (2] - № 1 0 ;  в пособии (5] - № 36. 

3.  Упражнения, и меющие такую формули-
ровку: «Лежит ли точка. . .  между точками . . . 
и . . .  ?», «Может ли точка . . .  разделять точки .. . 
и . . .  ? »  Например: «Точки А,  В и С лежат на 
одной прямой. Может ли  точка В разделять 
точки А и С, если :  АС=7 м ,  ВС=7,6 м?  Объяс
ните ответ» ( [2] , № 1 1 ) .  

К задачам этого типа можно отнести :  в посо
бии (2] - № 9, 1 1 ; в пособии (6} - № 42. 

Учитель должен управлять п роцессом выбора 
каждым уча щимся упражнений, соответствую
щих индивидуальным особенностям школьни
ков. 

1 1 1 .  Для обеспечения всех видов и форм 
дифференцированного обучения необходимо 
иметь полную ясность по отношению к пред
метному содержанию курса обучения. Как же 
понять, какой м атериал нужен для всех уча
щихся, какой - для углубленного обучения 
(при этом и здесь возможна и необходима  
дифференциация) . С этой целью мы вводим 
так называемые цепочки новой информации, 
которые или помогают прослеживать последо
вательность изучения какого-то понятия, спосо
бы представления изучаемых фактов в задачах, 
или дают дополнительную занимательную ин
формацию, обеспечивающую мотивацию обуче
ния математике. 

Наиболее существенную роль в организации 
дифференцированного обучения играют цепоч
ки задач, несущих новую информацию. Они 
могут быть различных видов. Продемонстри
руем каждый из этих видов на задачах по 
теме «Параллелограмм». Заметим,  что если ка
кая-либо из приведенных задач взята из посо
бия [2] , то в скобках указывается ее номер. 
Если задача в пособии [2] приведена как теоре
ма, то это указывается в скобках буквой «Т» 
с номером, который имеет эта теорема в посо
бии [2] . 

Задачи, составляющие основу обязательного 
теоретического материала. 

1 .  Докажите, что сумма  углов, прилежащих 
к одной стороне параллелограмма, равна 1 80°. 

2. Докажите, что сумма углов параллело
грамма равна 360°. 

3.  Докажите, что если диагонали четырех
угольника пересекаются и точкой пересечения 
делятся пополам,  то этот четырехугольник -
параллелограмм. (Т. 6. 1 . )  

4 .  Докажите, что диагонали параллелограм
ма пересекаются и точкой пересечения делятся 



пополам.  (Т. 6.2. ) 
5. Докажите, что каждая диагональ паралле

лограмма делит его на два равных треуголь
ника. 

6. Докажите,  что у параллелограмма про
тиволежащие стороны равны, противолежащие 
углы равны. (Т.  6.3. ) 

Задачи, результаты которых используются 
постоянно в дальнейшем учебном материале. 
(Они являются также элементами базового 
математического образования, но никак не вы
делены в учебном пособии.) 

7. Докажите, что если у четырехугольника 
противолежащие стороны равны или противоле
жащие углы равны, то этот четырехугольник -
параллелограмм.  

8. Докажите, что если у четырехугольника 
две противоположные стороны параллельны и 
равны, то он является параллелограммом.  
(№ 1 8. )  

9 .  Докажите, что если в четырехугольнике 
каждая диагональ делит его на два равных 
треугольника, то этот четырехугольник - па
раллелограмм.  

Задачи, находящие применение при решении 
более сложных задач, или задачи, содержащие 
интересные факты, являющиеся достижениями 
математической мысли прошлого. (Ясно, что эти 
задачи предназначены для углубленного изуче
ния.)  

1 0. Через точку пересечения диагоналей па
раллелограмма проведена прямая. Докажите, 
что отрезок ее, заключенный между параллель
ным.и сторонами, делится в этой точке пополам.  
(№ 6. )  

1 1 . Докажите, что если в четырехугольнике 
ABCD LA + LD= 1 80° и BC\IAD,  то АВСD
параллелограмм.  

1 2. На продолжении противоположных сторон 
параллелограмма ABCD отложены равные от
резки А К и CL и проведены отрезки BL,  KD. 
Докажите, что четырехугольник LBKD - па
раллелограмм.  

1 3. В параллелограмме ABCD точка Е -
середина стороны ВС, а F - середина стороны 
AD. Докажите, что четырехугольник BEDF -
параллелограмм.  (№ 1 7. )  

1 4. В выпуклом четырехугольнике ABCD 
средняя линия содержит точку пересечения диа
гоналей и делится этой точкой пополам.  Дока
жите, что четырехугольник ABCD - параллело
грамм. 

1 5. Пусть Е и F - середины параллельных 
сторон AD и ВС параллелограмма ABCD. Дока
жите, что прямые ВЕ и F D делят диагональ 
АС на три равных отрезка. 

1 6. Сторона AD параллелограмма ABCD раз
делена на п равных частей. Первая точка де
ления Р соединена с вершиной В. Докаж ите, 
что прямая ВР пересекает диагональ АС в 

точке Q такой, что AQ= -
1
-

1 
· А С. 

п + 
Задачи, которые дают учащимся сведения 

об изучаемом объекте, но решение их не может 
проходить параллельно с изучением данного 
объекта (так как для этого нужны новые ф акты 
и методы, рассматриваемые позднее ) .  

1 7. Докажите, что сумма  квадратов диагона
лей параллелограмма  равна сумме  квадратов 
сторон. 

1 8. Докажите, что если каждая диагональ 
четырехугольника делит его на треугольники 
равных площадей, то этот четырехугольник -
параллелограмм .  

1 9. Докажите, что если через противополож
ные вершины параллелограмма провести две 
пары параллельных между собой прямых, то 
получи м  новый параллелогра м м, центр которого 
совпадает с центром данного. 

20. Диагонали параллелограмма  пропорцио
нальны его непараллельным сторонам.  Дока
жите, что углы между диагоналями равны углам 
п араллелограм ма. 

2 1 .  Докажите, что сумма  двух смежных. сто
рон параллелограмма м еньше сумм ы  его диаго
налей, но больше их полусуммы.  

22 .  Докажите, что параллелограмм любой 
прямой, проходящей через точку пересечения 
его диагоналей, делится на две равные части.  

23.  Докажите, что сум ма  расстояний от любой 
точки, лежащей внутри параллелограмма, до 
его сторон есть величина постоянная для данно
го параллелограмма .  

Предложенная «цепочка» является «стволом 
дерева», на котором располагается вся учебная 
работа, связанная с изучением параллелограм
ма  и его свойств как на уровне базового 
математического образования, так и на любом 
более высоком его уровне. 
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ИЗ ОПЫТА РАБОТЫ 

Чертеж учит думать 

В. А. Даnннrер (г. Омск) 

В школьном курсе геометрии  выделяют три 
вида чертежей : 

чертежи, иллюстрирующие содержание вво
димого понятия; 

чертежи ,  образно представляющие условие 
задачи или рассматриваемого математического 
предложения;  

чертежи, иллюстрирующие преобразования 
геометрических фигур. 

Мы будем рассматривать главным образом 
работу с чертежами первых двух видов, по
скольку они имеют более общее назначение. 

Формируя у учащихся умение работать с 
чертежом, учитель должен помнить, что если 
ограничиваться стандартными чертежами; то 
школьники достаточно быстро начнут связывать 
формируемое понятие только с фигурами опре
деленного вида и положения. «Стандартный» 
чертеж вызывает у учащихся неверные ассо
циации, в результате которых в содержание 
понятия вносятся лишние признаки, являю
щиеся частными признаками демонстрируемой 
фигуры. Приведем примеры. 

Выполняя задания на распознавание углов, 
некоторые учащиеся VI класса называют углом 
лишь ф игуру, изображенную на  рис. 1 ,  6. Фигу
ры на рис . 1 ,  а, в эти учащиеся не считают 
углами,  так как часто видят только те изобра
жения углов, которые аналогичны рис. 1 ,  6. 
Школьники «попадают в плен» к наглядности. 

l� <\J I Рис. J 

Бывают случаи,  когда шестиклассники счит<.1 -
ют смежными углы на рис. 2 ,  6 ,  но не относя1 
к смежным углы на рис. 2, а, в. 

Рис. 2 

«Какой из углов больше на рис.  3, а, 6: 
угол 1 или угол 2?» На этот вопрос ученики 
VI класса часто дают ошибочный ответ: «Угол 1 
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больше угла 2». З начит, у таких ребят не 
сформированы понятия о стороне угла,  о вели
чине угла и учащиеся пользуются житейскими 
представлениями, которые вступают в проти
воречие с геометрическими  знаниями. 

Эффективность формирования у учащихся 
понятий, которые можно представить наглядно, 
в значительной степени зависит от того. в каком 
виде произошло первое знакомство с ним,  т. е. 
каким оказался п е р в ы й  зрительный образ, 
ставший затем носителем данного понятия 
( сила первого впечатления ) .  Поэтому в начале 
изучения понятия надо показывать как можно 
бол ьше чертежей, в которых варьируются не
существенные признаки понятия. 

Конечно, на построение разл ичных вариан
тов одного и того же чертежа уходит много 
времени. Рекомендуем поступить следующим 
образом. Из куска линолеума вырезать круг 
и закрепить его на классной доске так, чтобы 
он мог вращаться вокруг своего центра. К этому 
кругу приделать небол ьшую ручку, с помощью 
которой можно его поворачивать. Всякий раз, 
когда уже построенный чертеж учитель захочет 
показать в другом положении,  ему останется 
лишь повернуть круг, на котором чертеж 
изображен. Это приспособление полезно еще и 
тем ,  что позволяет внедрять в сознание учащих
ся ту важную мысль, что при движении сохра
няются основные свойства фигур. 

Ученики обычно привыкают соотносить ка
кую-либо фигуру с о д н и м  понятием, не умея 
переосмыслить фигуру в плане другого понятия. 
Для развития мышления учащихся нужно по
тратить много усилий на формирование у них 
умения вычленять из элементов новые фигуры, 
не упомянутые в тексте условия задачи. 
В. И.  Зыкова отмечает: «Чтобы устра нить 
трудности при выполнении операции переосмыс
"швания, следует обращать внимание учащихся 
на случай соответствия фигур двум и более 
ПОНЯТИЯМ» ( l ,  С. 89) . 

Для формирования операции переосмысли
вания фигур можно использовать задания та
кого рода: 

1 .  Сколько отрезков изображено на рис. 4, а? 
Сколько углов на  рис. 4,  6? 

2 .  Элементом каких фигур является отрезок 
АВ на рис. 5 и 6? 

3. Н азовите все треугольники и все четырех
угольники, изображенные на рис. 7. 
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Чертежи и рисунки - эффективное средство 
формирования у уча щихся умения подмечать 
закономерности на основе наблюдений, вычис
лений, преобразований,  сопоставлений.  Обра
щаясь к учителям математики, Д. Пойа писал: 
«Результат творческой работы математика -
доказательное рассуждение, доказательство, но 
доказательство открывают с помощью правдо
подобных рассуждений,  с помощью догадки . . .  
Преподаватель должен показать, что догадки 
в области математики могут быть разумными, 
серьезными, ответственными. . .  Давайте учить 
догадываться !»  [2, с. 389) . 

Приведем примеры заданий-рисунков, наце
ленных на обучение умению подмечать законо
мерности. 

4 .  На рис. 8 указаны восемь  вариантов ком -

• 
• 
• •  

Рис. 8 

• 
• 

? . 

бинирования одного большого и двух маленьких 
кругов. Вместо девятого варианта поставлен 
знак вопроса. Рассмотрите фигуры на 
рис. 9, а-е и укажите, какую из них можно 
было бы изобразить на рис. 8 вместо знака 
вопроса,  не нарушая закономерности комбини
рования кругов. 

Рис. 9 

3 «Математика в шк» № 4 

Учащиеся долж ны заметить, что большие 
круги, за штрихованные в клетку, располага
ются на рис .  8 по диагонали. Значит, на месте 
знака вопроса должен быть большой круг, за
штрихованный в клетку. Количество черных 
маленьких кружочков уменьшается от столбца 
к столбцу: сначала их  два, потом один, а 
в третьем столбце, стало быть, они не должны 
появиться. Наоборот, количество кружков, за
штрихованных в линейку, возрастает: в первом 
столбце такой кружочек один,  во втором - их 
два , тогда в третьем их должно быть три. 
Наконец, количество светлых кружочков в пер
вых двух столбцах одно и то же - три. Сле
довательно, и в третьем столбце должно быть 
всего три светлых кружочка. Таким образом, 
вместо знака вопроса на рис. 8 могла бы стоять 
фигура, изображенная на рис. 9,  д. 

5 .  Укажите лишние треугольники на рис. 1 0. 
На рис. 1 О четыре тупоугольных треугольника 

и только два нетупоугольных (в, д ) . Следова
тельно, треугольники в, д можно считать лиш
ними.  Конечно, в данном случае ответ может 
быть и другим. Например,  на рис. 1 0  только 
один треугольник в равносторонний. З начит, 
он и лишний . 

Рис. !О 

6. На рис. 1 1 , а-и девять фигур. Составьте 
из них группы, объединенные общими при
знаками. 

В данном случае могут быть самые различ
ные основания для распределения фигур по 
гrуппам.  Можно, Нqпример, объединить в пер
ную группу фигуры, состоящие из четырех
угольников (г, д, е, з) . Ко второй группе можно 
отнести фигуры, составленные из окружностей 
(6, в ) . К третьей - фигуры из треугольников 
(а, и) . К четвертой - те фигуры, элементами 
которых являются трапеции (ж) . Можно груп
пировать фигуры в зависимости от штриховки:  
заштрихованные полностью (е, и ) - первая 
группа,  заштрихованные частично (а, 6, д)  -
вторая группа, незаштрихованные (в, г, ж, з) -
третья и т. д. 

До сих пор речь шла об умении подмечать 
закономерности безотносительно к матем атиче-
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ским сведениям. Покажем теперь, как  чертеж 
позволяет наглядно п редставить учащимся 

· важную м атематическую идею или подве-сти их 
к осознанию неочевидного факта .  В самом деле, 
приведенное ниже задание 7 является п ропедев
тикой изучения понятия о движении .  Следую
щие задания, 8 и 9 подготавливают уча щихся 
к самостоятельному «открытию» формул для 
вычисления площади треугольника и площади 
трапеции. 

7. На рис. 12 показано, как фигура пере
мещается по плоскости.  Она последовательно 
занимает положения а - г. Не вращая чертежа, 
отметьте положение крести ка в случаях 6 - г. 

Рис. 12 

8. Разрежьте треугольник на рис. 1 3, а так, 
чтобы из получившихся частей можно было 
сложить прямоугольник. {Ответ показан на 
рис.  1 3 , 6.] 

9. Трапецию на рис.  1 4 , а разрежьте на 
две части так, чтобы из них можно было сло
жить треугольник. [Решение см. на рис .  1 4 , 6. ] 
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Рис. 13 Рис. 14 

Учащимся обычно свойственны переоценка 
роли чертежа и излишнее доверие ему. В ре
зультате п ри решении задач часто используются 
не те данные, оперирование которыми ведет 
к успеху, а совсем другие, не нужные для 
данного этапа решения. Та кой момент мы пока
жем в задании 1 0. Анализ его учит школьников 
отсекать второстепенное и выделять главное. 

1 0. В п рямоугольном треугольнике АВС гипо
тенузу АВ разделили на п частей и на каждой 
части как на гипотенузе построили маленький 
прямоугольный треугольник ( рис. 1 5 ) .  Извест
но, что В С=3 см,  АС=4 см,  АВ=5 см. Катеты 
маленьких треугольников образуют некоторую 
ломаную. К какому числу стремится длина 
ломаной при неограниченном увеличении числа 
точек деления гипотенузы АВ?  

в 

Рис. 15 

Чертеж к этой задаче ( рис. 1 5) ка� бы на
вязывает сравнение длины лома ной с длиной 
гипотенузы АВ, так как при увеличении п вер
шины ломаной, не лежащие на катетах и на 
гипотенузе А В  приближаются к А В. Поэто
му учащиеся спешат сообщить, что при увели
чении п длина ломаной п риближается к числу 5, 
т. е. к длине гипотенузы АВ.  Но если учите.% 
попросит ребят посмотреть на катеты и мыслен
но провести через вершины ломаной прямые, 
параллельные катетам ,  то учащиеся сами уви
дят, что при любом числе точек деления сумма 
длин маленьких вертикальных катетов постоян
на и равна 3, а сумма длин маленьких го
ризонтальных катетов равна 4. З начит, длина 
получаемой ломаной постоянна и равна 7 см. 
Для решения задачи сведения о длинах катетов 
оказались нужными,  а о длине гипотенузы -



посторонними.  
При обучении решению геометрических зада'! 

очень важно следить за тем, чтобы форму
лировка задачи помогала учащимся сделать 
чертеж . В школ ьных учебниках текст, с по
мощью которого сформулирована задача или 
теорем а, не всегда написа н доступным, понят
ным языком. Ка к показывает практика, учени
ка м труднее всего даются такие тексты, в кото
рых краткость достr1гается нанизыванием при
даточных предложений  или причастных обо
ротов. 

Мы повторили эксперимент, описанный 
В. И. Зыковой [ l ] . Уча щимся VII  класса пред
ложнли решить задачу: «Определите острый 
угол, если перпендикуляр, восставленный из 
его вер шины к его биссектрисе, образует с 
его сторонами два угла, из которых тупой 
угол вдвое больше острого угла». Чертеж к 
этой задаче смогли сделать лишь 1 1 ,2 % 
школьников. Во второй части эксперимента 
задача была сформулирована иначе: «даны 
острый угол и его биссектриса. Из вершины 
угла к биссектрисе восставлен перпендикуляр. 
Перпендикуляр образует со сторонами острого 
угла два угла, из которых один тупой, а 
второй - острый. Тупой угол вдвое больше ост
рого. Определите данный угол». По этому тексту 
чертеж построили 88 % уча щихся. 

Лучшие результаты во втором случае были 
получены вследствие того, что условие задачи 
формулировалось короткими фразами, основ
ные мысли выражались простыми  предложе
ниями, данные приводились в виде прямых 
указаний с соблюдением такой последователь
ности, которая, по сути, отражала этапность 
построения чертежа.  

Особое место в развитии мышления зани
мает обучение сравнению, в частности сравне
нию факта, выраженного словесно, с его интер
претацией на чертеже. Чертеж может служить 
опровержением какого-то общего высказыва
ния. Учась опровергать неверные высказы
вания, школьники постепенно при выкают к 
доказательствам.  Приведем три задания, кото
рые фактически нацеливают учащихся на 
поиск контрпримеров. 

1 1 .  Верно ли утверждение: «Любой ,четы
рехугольник, у которого диагонали взаимно 
перпендикулярны, является ромбом »? 

1 2. Верно ли утверждение:  «Любой четырех
угольник, у которого два противоположных 
угла прямые, является прямоугольником»?  

1 3. Изобразите на чертеже случай, для ко
торого неверно высказывание:  «Прямые назы
ваются параллельными, если они лежат в одной 
плоскости и не имеют ни одной общей точки».  
[Пропущено указание на то,  что речь идет о 
д в у х  прямых. ] 

З* 

Чертежи-контрпримеры, требующиеся в зада
ниях 1 1 - 1 3, указаны на рис. 1 6, а-в соот
ветственно. 

6) 

Рис. 16 

В пропедевтическом курсе геометрии важно 
воспитывать у школьников понимание необхо
димости того, чтобы изучаемые факты дока
зывались. Целесообразно показывать школь
никам, что у людей нет иного пути убедиться 
в истинности суждения, как только доказать 
его логическим путем. «Самые тщательные из
мерения,- может сказать учитель,- все-таки 
оставляют повод для сомнений, поскольку в 
них неизбежны бол ьшие или меньшие ошибки. 
Доверяться очевидности тоже нельзя, так как 
широко известно, что зрение человека дает 
неточную, а иногда и совершенно ошибочную 
и нформ ацию». Эти слова можно подтвердить 
хорошо известными в методической литературе 
примерами зрительных иллюзий.  \Гак, на рис. 
1 7, а лучи, пересекающие параллельные прямые 
а и Ь ,  искажают их  восприятие. Они кажутся 
кривыми линиями,  выпуклыми во внешнюю сто
рону. На рис. 1 7, 6 параллельные прямые 
с и d кажутся вогнутыми  линиями.  Н а  рис. 1 8, а 
отрезок CD · кажется длиннее отрезка АВ,  а 
на  самом деле они равны. На рис. 1 8, 6 изобра
жен квадрат ABCD, хотя создается впечатле
ние, что мы видим трапецию, у которой осно
вание AD больше основания ВС. 

Итак, разносторон няя работа с чертежом не 
только способствует общему умственному раз
витию школьников, но  и подталкивает их логи-

Рис. 17 
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Рис. 18 

ческое развитие, обеспечивая менее болезнен
ный переход от опытно-индуктивного п репода
вания пропедевтического курса геометрии к 
дедуктивности основного курса геометрии.  
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Методика повторения 
приемов и методов решения 
геометрических задач 

Б. Ф. Харитонов (г. Череповец) 

Повторение - важное звено учебного процесса, 
во м ногом определяющее его результативность. 
Одним из путей повышения эффективности 
процесса повторения является использование 
задач, систематизированных определенным об
разом. Так как в большинстве своем геометри
ческие задачи менее алгоритмичны, чем алгеб
раические, то особое значение приобретает 
обучение учащихся общим приемам решения 
задач. Поэтому повторению подлежат не только 
определения и теоремы, но и общие приемы 
решения задач,  логические конструкции, геомет
рические конфигурации. 

Известно, что повторенИе протекает успеш
нее, если оно проводится на вариантном ма
териале с постоянным нарастанием сложност� 
заданий.  Благодаря вариативности задании 
повторяемый материал рассматривается с раз
ных сторон, выявляются дополнительные связи 
его с другими  разделами курса, что способ
ствует более полной и глубокой систематиза
ции знаний учащихся. Постепенное нарастание 
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сложности заданий способствует формирова
нию такого важного качества, как перенос 
навыков и умений на более высокий уровень, 
приучает применять полученные знания в новых 
для ученика условиях. 

Несколько слов скажем о задачах, недоста
точно представленных, на наш взгляд, в дейст
вующих учебниках, но обладающих большой 
дидактической ценностью. Речь идет о задачах, 
в которых требуется найти свойства и отноше
ния, реализуемые на некоторой конфигурации. 
На удачно подобранной конфигурации можно 
повторить многие вопросы курса геометрии. Но 
главное все же заключается в другом : на 
таких примерах учащиеся обучаются планомер
ному, комплексному анализу чертежа, у них 
формируется и развивается «геометрическое 
вИдение», оттачивается интуиция. 

Рассмотрим пример: «В треугольнике АВС 
проведены высоты АА 1 ,  ВВ1, СС1 . Точки 
А 1 ,  В 1 ,  С1 последовательно соединены ( рис. 1 ) .  
Найдите свойства и отношения, которые вы
пол няются на данной конфигурации». 

Эта конфигурация дает богатый материал для 
повторения вопросов «Углы в треугольнике», 
«Подобие», «Площади подобных фигур». Доба
вив описанную окружность, получаем вписан
ные углы и т. д. 

Работая с конфигурацией, учащиеся могут 
открыть «СВОИ» теоремы, например: «Высоты 
треугольника АВС содержат биссектрисы 
треугольника А 1 В 1 С1» .  

Мы используем следующую методику работы 
с . такими задачами. Учащимся на дом предла
гается задание - найти свойства и отношения, 
реализуемые на данной конфигурации, а затем, 
используя найденные свойства, составить свои 
задачи.  Эти задачи могут быть либо обсуждены 
на очередном уроке со всем классом,  либо 
предложены для самостоятельного решения в 
классе. Происходит своего рода математическое 
соревнование - кто больше придумает «СВОИХ» 
задач и больше решит «чужих». 

Приведем пример двух блоков задач ,  которые 
могут быть использованы при повторении темы 
«Площади фигур» в IX классе. В основе реше
ния задач блока лежит общая идея, которая 
развивается при переходе от одной задачи к 
другой. У словно в блоке 1 можно выделить две 

Рис. 1 Рис. 2 
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части. В первой рассматриваются задачи подго
товительного характера,  создающие основу для 
дальнейшей самостоятельной работы учащихся 
с задачами блока. Для разных типологических 
групп учащихся число подготовительных задач 
может быть различным. В ходе работы с подго
товительными задачами учитель организует об
суждение идеи решения, рассматриваются пре
дельные случаи.  Оставшиеся задачи предла
гаются для самостоятельного решения в классе 
и дома. 

Блок 1 

З а д  а ч а 1 .  В треугольнике АВС проведены 
три средние линии А 1В 1 , В 1 С1 , С1А 1 . 

1 .  1 .  Сколько получилось при этом па ралле
лограммов? 

1 .2.  Сравните площади полученных паралле
лограммов и выразите их площадь через пло
щадь данного треугольника АВС ( рис. 2 ) . 

З а д  а ч а 2. Можно ли отсечь от параллело
грамма треугольник, площадь которого равна 
половине площади параллелограмма?  

2. 1 .  Одним разрезом ? Ес.ТJи  да ,  то приведите 
пример. 

2.2. Двумя разрезами (ломаной, состоящей 
из двух звеньев) ?  Если да, то приведите 
пример. 

Решения приведены на  рис. 3, а и рис. 3, б .  
Задача 2 является основной для блока, поэто

му следует тщательно проработать ее. В част
ности, установить связь между решениями 
задач 2 .  1 и 2.2, обсудить вопрос количества 
решений, привести дополнительные рисунки 
(рис. 3, с, 3, д ) .  

\tv kJ//\27 L>!j а) б) ,; д) 

Рис .1 

Остальные задачи могут быть предложены 
для самостоятельного решения с последующим 
обсуждением результатов. 

З а д  а ч а 3. Два параллелограмма распо
ложены так, как показано на  рис. 4. 
Сравните площади данных параллелограммов .  

От ученика требуется узнать конфигурации 
из задачи 2 в новой для себя ситуации, 
т. е. выполнить перенос умений .  

З а д  а ч а 4 .  Два параллелограмма распо
ложены так, как показано на рис. 5. Сравните 
площади этих параллелограммов. 

Рис. 4 
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Рис. б 
Решение задачи требует провести анализ 

через синтез и выделить конфигурации задачи 2. 
Эти кон фигурации появляются в результате 
дополнительного построения достаточно 
провести отрезок BR. Сложность задачи воз
растает за счет усложнения геометрической 
конструкции, рассмотренной в задаче. 

З а д  а ч а 5.  Параллелограмм  при помощи 
четырех отрезков р азбит на  несколько частей, 
площади которых обозначены малыми л атин
скими буквами а, Ь ,  с, d, е, f, g 
( рис. 6 ) . Проверьте справедливость следую
щих равенств:  1 )  а+ с= Ь ;  2) f+g= e+d. 

У к а з  а н  и е. 1 )  Так как S (АВХ) +s (XCD) = 
= S (B YC) , то a+f+g+c= 
=f+g+b.  

Откуда следует: а+с=Ь .  
2 )  Так как S (AXD ) =S (B YC) , 
то e+ь +d=f+b+g. 

Откуда следует: e+d=f+g. 
З а д  а ч а .  6. Параллелогра мм при помощи 

четырех отрезков разбит на  несколько частей, 
площади которых обозначены малыми латин
скими буквами а, Ь, с, d, е, f, g, h 
( рис. 7 ) . Изучите конфигурацию и найдите от
ношения между площадями частей параллело
грамма.  Составьте задачи, используя найден
ные соотношения. 

«Неопределенность» вопроса задачи не дол
жна смущать. Решением является любое соот
ношение между площадями частей фигуры, 
справедливость которого ученик может дока
зать (конечно же, и нтерес представляют не
тривиальные отношения) . 

Укажем некоторые соотношения, которые мо
гут служить основой для составления задач. 

Так как S (ABX) = S (BCY) , то а+ь+ е= 
= c+b +g. Отсюда следует равенство: а+ е= 
= c+f. 

Так как S (ABX) =S (AB Y) +S ( YCD) , то 
a+ь + e= a+h +f+ e+d. Получаем очередное 
соотношение: b=h+f+d. 

Задача, составленная на основе первого ра
венства, могл а  бы быть сформулирована сле
дующим образом : «В параллелограмме ABCD 
на  сторонах CD и AD взяты точки, соот
ветствен но Х и У. Точка Х соединена с точками 
А и В, У - с точками В и С (см. рис. 8 ) . 
Докажите, что сумма площадей треугольников 
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в 8 

Рис. 7 Рис. 8 

АВМ и PNX равна сумме площадей треугол ьни
ков ВРС и MN Y». 

Блок 2 
Второй блок задач может быть использован 

дл я повторения метода «выделения вспомо"га
тельной фигуры».  В задачах блока испол ьзует
ся конфигурация. которая выра жает извест
ный геометрический факт - есл и в четырех
угольн ике ABCD стороны AD и ВС па
раллел ьны,  то треугол ьники АВО и D CO (О -
точка пересечения диа гоналей АС и BD 
четы рехугольника ) ра вновел ики, и наоборот 
( рис. 9) . 

В основе решения последующих задач ле
жит названная конфигурация,  поэтому при
ведем тол ько чертежи и указания к решс1ш ю  
задач. 

3 а д  а ч а 1 .  Дан четырехугол ьник ABCD. 
Н а  луче AD н а йдите точку Х, такую, что 
площадь четырехугольника ABCD была бы рав
на  площади треугольника АВХ. 

У к а з  а н  и е .  Рис. 1 0. Так как ABMD -

общая часть треугольника АВХ и четы рехуголь
ника ABCD, то для равновел икости послед
них достаточ но потребовать равновел икость 
треугол ьников ВМС и DMX. Отсюда следует 
параллельность прямых BD и СХ. 

3 а д  а ч а 2. Прямая,  параллельная диагон а
л и  АС четырехугольника ABCD и проходящая 
через середину его диагонали BD, пересекает 
сторону A D  в точ ке Е. Докажите, что прямая 
СЕ делит площадь четырехугольника ABCD 
пополам. 

У к а з  а н  и· е. Рис. 1 1 . Ломаная AFC делит 
площадь четырехугол ьника ABCD пополам.  
СЕ - диагональ тра пеции A CFE (A C \\ EF) . 

Рис. 9 Рис. !П Рис. 1 1  

А о � �  А О Х �  
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3 а д  а ч а 3. Дана фигура, ограниченная ду
гой А С  окружности и ломаной АВС, так что дуга 
и ломаная лежат по разные стороны от пря
мой А С. Через середину дуги АС провести 
прямую,  делящую площадь фигуры пополам.  

У к а з  а н  и е. Рис .  1 2. Разделим данную фи
гуру на  две р авновел икие ломаной ХОВ, 
которая поможет найти искомую прямую 
ХУ (диагональ трапеции О УВХ, в которой 
О У\ \ХВ ) .  

3 а д  а ч а 4 .  Через середину каждой диаго
нали четырехугол ьника проведена прямая, 
параллел ьная другой диагон ал и;  точка пересе
чения этих п рямых соеди нена с серединами 
сторон чет·ырехугольника. Докажите, что четы
рехугол ьник разби вается таким образом на че
тыре ра вновеликие части . 

х 

А 

Рис.  12 Pur 13 

У к а з  а н и  е. Н а  р ис. 1 3  изображен один 
из та ких четырехугол ьников  - четырехуголь
ник ХО УС, площадь которого равна 1 /4 пло
щади дан ного четырехугол ьника ABCD. Лома
ная BED разби вает четырехугол ьник ABCD 
на два равновел иких четырехугольника ABED 
и DEBC. Ломаная ХЕУ отсекает от четырех
угольника DEBC четы рехугол ьник ХЕУС, пло
щадь которого равна 1 /2 площади четырех
угол ьника DEBC, или 1 /4 площади четырех
угол ьника ABCD.  Но четырехугольник ХЕУС 
равновелик  четырехугол ьнику ХО УС (ЕОХУ -

тра пеция, О У  и ЕХ - ее диагонал и ) . 
В дидактическом пл ане важно, чтобы раз

личные блоки были связа ны между собой. 
Таким связующим звеном двух приведенных 
блоков является задача 5 ( воп рос 1 )  из 
первого блока , которая может быть испоJ1 ьзова-
1 1а во втором блоке. Действител ьно, для ее 
решения в этом случ ае достаточ но провести 
прямую Х У, которая разбивает параллело
грамм на две трапеции (рис.  6) . 



Н екоторые формы работы 
по п ри витию и нтереса 
к математике 
Л. Я. Борода (г. Обь Новосибирской обл.), 
д. М. Борисова (с. Малый Бащелак Алтайского края) 

Интерес - один из инструментов, побуж
дающий уча щихся к более глубокому позна
нию предмета , развивающий их способности. 
Для воспита ния и развития и нтереса к пред
мету учител ь располагает в основном двумя 
возможностями:  работой  на уроке и в некл асс
ной работой.  Главной из них являет.ся ,  конечно 
же, работа на уроке. На уроке присутствуют 
все ученики класса, а кружок, фа кул ьта
тив, внеклассное мероприятие, как правило, по
сещают лишь нем ногие. Остановимся на неко
торых формах работы, которые помогают систе
матически воспитывать интерес уча щихся к ма
тематике. 

Первые и последние уроки в каждой четверти 
мы отводим рассказу о значении математики, 
о математике вокруг нас, о замечательных 
людях, посвяти вших свою жизнь математике, 
о связи с други ми п редмета ми,  о НОТ ш кольни
ка 1 1  т.  д.  или же за щите рефератов уча щихся 
по этим вопросам.  

Часто уроки в V-VI II  классах начинаем с 
викторины, которая вы пол няет роль устной ра
боты или теоретической разми нки и рассчитана 
обычно на 3-5-7 мин, в зависи мости от целей 
и возможностей урока . Викторина состоит из 
трех груп п вопросов, соответствующих трем 
уровням знаний уча щихся. «Стоимость» пра
вил ьного ответа на эти вопросы также р аз
ная:  за правильный ответ на  воп рос первого 
уровня сложности присуждается 1 балл , второ
го уровня - 2 балла, третьего - 3-5 баллов, 
в зависи мости от сложности вопроса или за
дачи и оригин альности и красоты решения.  

В целях экономии времени на уроке условия 
примеров и вопросы учител ь п редста вляет уча
щимся на карточках, а условие задачи читает 
медленно дважды . Ответы уча щиеся крупно за
писывают на листочках и по кома нде учителя 
показывают. Подсчитывают правил ьные ответы 
и на доске записывают общее количество бал
лов каждому ряду. Чтобы викторина не превра
тил ась в са моцель, чтобы она служила гл авной 
задаче - обучению уча щихся на уроке, учи 
тель вызывает учеников к доске для обосно
ва ния своих ответов. И нтерес к работе возра 
стает, есл и разрыв в баллах между ряда ми не
бол ьшой, а потому для обоснования ответа луч
ше приглашать к доске ученика с того ряда , 
где баллов заработа но меньше, так как за  эти 
ответы также начисляются баллы. 

Общий итог викторины иногда п одводится 

сразу, и но гда во время последующей само
стоятельной работы, и ногда в ·  конце урока, в 
последнем случае очки начисляются во время 
всего урока за все ответы с места . Викторина 
помогает учител ю увидеть сразу характер оши
бок учеников. 

В V-VI кл ассах внима ние уч а щихся не
стойкое. Возникает необходимость на  уроке пе
рекл ючаться с одного вида деятельности на 
другой. В этом случае выручает математиче
ская эстафета. Лучший результат дают эст::� 
феты, п роводи мые в конце урока. Р ассмотрим 
некоторые их  виды. 

1 .  Три ка ртинки ра зрезают на 1 2  равных пря
моугол ьников. На обратной стороне каждого 
прямоугол ьника написа но задание. Прямо
угольн ики складываются в три коробочки, по 
коробочке для каждого ряда. Коробочка пере
дается по ряду, и каждый ученик берет себе 
ка рточку и ша рик из пластилина дл я ее при
крепления к кл ассной доске. И ногда на  ка рточ
ках указывается фа милия ученика, которому 
она предназначена.  Дается 3-5 мин для устно
го решения.  На доске против ка ждого ряда 
прикреплены по л исту бумаги,  р азделенному на 
1 6  таких же частей,  в которых написаны пред
полагаемые ответы.  По ком анде: «На старт! 
Внима ние! М а р ш ! »  - ученики, сидящие на 
первых партах слева,  направляются к соответ
ствующему л исту бум а ги на доске и п рикреп
ляют свою карточку к нужной части так, чтобы 
ответы совп адал и и чтобы ка ртинка была с ли
цевой части . Возвра щаясь на  место, они пере
дают право соседу прикрепить свой кусочек 
ка рти нки на общую часть и т. д. 

Заданий для каждого ряда 1 2 ,  а ответов на 
доске - 1 6 . Ребята дол жны найти среди ука зан
ных пра вильные ответы. В результате пра 
вил ьного решения заданий на доске появляет- ·  
ся картинка . Ряд, выпол нивший ра боту пер
вь1м ,  дополнител ьно получает 2 очка, а тот ряд, 
который закончит работу вторым,- l очко. 
После проведен ия эстафеты разбираются зада
ния, в которых допущены о шибки. 

Этот вид эстафеты целесообразно проводить 
тол ько в V кл ассе, та к как ребята поста р ше, 
зная,  в чем ее суть, ста раются во что бы то ни 
стало собрать ка рти нку, вне за виси мости от по
лученных ответов, т .  е .  пол учение картинки в 
этом случае становится самоцел ью, а значит, те
ряется обучающий см ысл и гры.  

2. П ри изучении темы «Ум ножение одночле
нов» в VII  кл ассе та кже можно провести эста
фету. На каждый ряд раздают по одинаковой 
ка рточке (см. рис. ) ,  играющей роль эстафет
ной п алочки, на которой изображены множи
мое, последующие множител и и окончательный 
резул ьтат - произведен ие. Уча щимся дается 
зада ние «закрыть форточки », т. е. за пол нить 
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пустые места промежуточными произведениями,  
котор ые записывают тол ько п ростым каранда
шом и после того, как тщател ьно проверено 
решение предыдущих п римеров. Эта эстафета 
разви вает также умение контролировать себя. 

3. В V, VI и VI I кл ассах  проводим еще и та
кую эстафету. П осле того ка к объяснен новый 
материал и дан образец решения задач,  класс 

· отправляется в вообра жаемый полет в меж
звездном пространстве. ОбъявлЯется ,  напри
мер, марш рут: Земля- Фотон-Гриада- Ма
да- Нептун-Земля. Кол ичество пун ктов марш
рута равно количеству заданий.  Первый ре
шивший первое задание направл яется к учите
лю-контролеру № 1 .  Есл и задание выполнено 
верно, учени к  поЛучает табличку с назва нием 
пер во.го пункта - Фотон, ста новится контро
лером № 2, получает право решить следую
щее задание и право пропускать других пасса
жиров на  эту пла нету. Следующий решивший 
это задание может направиться л ибо к контро
леру № 1 ,  л ибо к контролеру № 2.  В случае 
удачи он  становится контролером № 3 и тоже 
получает соответствующую табличку и т. д. 
В конце урока подводим итоги. Если у ученика 
на парте стоят все таблички ( они в ыпол нены 
в цвете, у каждой планеты - свой цвет) марш
рута, он пол учает о ценку «5»,  если на  один мень
ше, то «4» и т. д. Эста фета помогает провести 
самостоятельную работу б ыстрее, чем обычно, 
организует внимание уча щихся, восп итывает 
товари щество, а также дает возможность учи
телю увидеть, ка к понят изученный материал, 
чтобы правильно построить свою работу на 
следующем уроке.  

4 .  Опрос с помощью эстафеты описан в № 4 
журнала «Матем атика в ш коле» за 1 988 г. 
(с .  1 9) . 

Воспита нию интереса к математике способ
ствует знакомство уча щихся с практическим 
применен ием изученного материала .  

На классных часах в V кл ассе родители зна
комят ребят со своей работой,  рассказывая при 
этом,  где и как у них применяется математика. 
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А в VI кл ассе каждый ученик получает 
задание соверш ить экскурсию на п роизводство 
к своим родител ям и затем написать реферат 
«Матем атика в профессии моих родителей», в 
котором должна содержаться задача с произ
водственным содержанием, составленная уче
ником ,  и ее решение. З а щита рефератов про
водится торжественно на совместном собрании с 
папами ( к  23 февраля) и мамами ( к  8 Марта ) .  
В начале слово предоста вляется ученику, его 
рассказ дополняет и оценивает папа или мама.  
О кончательную о ценку реферата дает комиссия, 
состоящая из членов родительского комитета 
кл асса, совета отряда, учителя.  Комиссия учи
ты вает сложность соста вленной задачи, красоту 
ее решения. Во время экскурсий ребята ста
раются детально разобраться в сути дела,  тща
тельно собирают данные для составления зада
чи ,  причем нередко бывают на п роизводстве 
не один раз.  

Такая работа способствует развитию творче
ских способностей уча щихся, при этом у них по
является или укрепляется чувство уважения к 
своим родител ям,  затр а гиваются здесь и вопро
сы п рофориентации. 

В VI I и V I I I  кл ассах реб�та пишут л ибо 
рефераты на темы «Математика вокруг нас», 
«Математика за страни цами школьногq учеб
ника» ,  либо сочиняют сказки, рассказы на 
математические темы.  

Начиная  с VII I  класса за один урок до 
контрол ьной работы мы обычно проводим мате
м атический бой . О нем объявляем на предыду
щем уроке, чтобы уча щиеся в качестве домаш
него зада ния заранее подготовили интересные и 
ка верзные вопросы для кома нды п ротивника и 
ответы на них.  Класс разби вается на две кома н
ды, придумывается название команд, выбира
ются ка пита ны. 

Кратко перечисл им основные этапы матема
тического боя: конкурс капитанов, разминка 
команд, решение примеров и задач,  подведение 
итогов. 

На каждом эта пе осуществляется не только 
соревнова ние ком а нд, но и помощь тем, кто не 
ответил на  воп рос, не решил задачу, т. е .  осу
ществляется сотрудничество, работают. все. 

Интерес к математике усили ва ется, если ре
бята видят ее связь с другими п редметами.  
В этом плане огромное значение имеют уроки, 
котор ые ведут 2-3 учителя по разным предме
там.  

В развитии позна вательного интереса к пред
мету особое место занимают общественные 
смотры знаний. Так как с этой формой работы 
читатели знакомы по публика циям в журнале 
«Матем атика в школе»,  мы остановимся только 
на одном виде та кого смотра.  

Известно, что изучение геометрии у уча щихся 



VI I класса вызывает бол ьшие трудности. Чтобы 
развить интерес к этому новому для них п ред
мету, возбудить л юбознател ьность, творческие 
начала, мы готовим и проводи м с семи
кл ассниками общественный смотр знаний (во  
втором полугодии )  в виде полета на планету 
«Геомомудрия». 

Вопросы для смотра по пройденному мате
риалу соста вляются та ким образом, чтобы сре
ди них были и зада ния из обязател ьных ре
зультатов обучения,  и более трудные задания,  и 
задачи на  сообразительность. За  две недели до 
смотра-полета вывеш иваются вопросы на стен
де.  А ответы на  них м ы  готовим на  занятиях 
кружка с восьмиклассниками.  Уча щиеся 
V I I I  класса - проверяющие, они же корреспон
денты различных планет, они же гото·вят викто
рины и другие зада н ия для полета.  С ребя
тами же VI 1 класса  обсуждаем форму прове
дения «полета», распредел яем задания,  состав
ляем сценарий. Решаем, что проведем пресс
конференцию ученых - геометров. Распределяем 
роли :  часть учеников будут членами экипажа 
«космического корабля», другая часть - п асса
жирами (учеными-геометрами ) .  

Члены экипажа будущего « космического ко
рабля» совершают экскурсию в аэропорт, изу
чают, ка кой диалог с Землей ведут члены эки
пажа во время взлета,  п олета, п осадки, как 
работает экипаж корабля,  как распределены у 
них обяза нности. Такую экскурсию обычно про
водит папа-летчи к, являющийся работником 
а виапредприятия, т.  е .  п опутно реша ются воп ро
сы п рофориентации. 

Н аконец всё готово, в школе появляется  
примерно такое сообщение: « 1 3  февраля 1 987 г .  
в l 5.00 по московскому времени состоится 
рейс «Земля - Геомомудрия - Земля» на  
звездолете «Орион l 3-2-87 -7Б». Н а  планете 
Геомомудрия состоится п ресс- конференция уче
ных-геометров с кор респ ондентам и  космови
дения различных планет Сол нечной системы.  
Великие геометры,  спешите попасть на  еди н
ственный и неповторимый рейс!» 

«Полет» начался в точно назначенное время. 
Но по пути следова ния звездолет оказался в 
магнитном поле  звезды Теоромии, которая 
притянула звездолет. А инопланетяне с этой 
звезды ( ученики VI 1 1  класса ) выразили недо
верие к п асса жирам и решили проверить, дейст
вительно ли на борту корабля находятся «Ве
ликие геометры». Инопланетяне вначале п рово
дят смотр знаний по тем вопроса м,  которые 
был и  даны заранее. Вопросы записаны на  маг
нитофон,  а ответы прослушивают и нопла нетя
не, т. е. идет парная работа, о которой уже 
упоминалось. З атем жюри из инопланетян ( уча 
щиеся VII I  класса и родител1t1 учеников 
VI 1 класса)  подводят итоги, а другие иноплане
тяне проводят кон курс геометрических за гадок. 

Путь свободен !  П родолжается рейс на пл анету 
Геомомудрия.  

И вот звездолет у цели .  З аходят корреспон
денты космовидения разл ичных пл анет. Н ачи
нается пресс-конферен ция. Корресп онденты за
дают вопросы ученым-геометрам.  Их интересует 
буквально всё: и как возн и кла  наука Геометрия 
на Земле, и какие геометрии существуют, и где 
применяются геометрические знания и т. д. Се
миклассники отвеча ют на воп росы кратко, но 
при этом указывают для и нтересующихся кни
ги, в которых да нные вопросы освещены под
робно. 

При оценке работы каждого семиклассника 
на описанном смотре- «полете» принимается во 
внима ние его участие во всех эта пах  оабпты. 

Игра - спутник человеческой жизни от ко
л ыбели до глубокой ста рости. «Игра - путь де
тей к познанию мира,  в котором они живут и 
котор ый п ризваны понять»,- п исал А. М. Горь
кий. В и грах  развиваются и укрепляются чувст
ва товари щества, солидарности, честности, 
правдивости и другие качества , необходим ые 
для коллективной работы и воспитания созна
тельной дисциплины.  И гра является хорошей 
союзницей не тол ько в восп ита нии детей, но и 
в обучении их ,  поэтом у  нам ,  учителям мате
матики, необходимо периодически п ол ьзоваться 
играми или вводить элементы и гры и на уро
ках,  и во внеурочное время. Познание же мате
м атики через игры прививает к ней л юбовь, пе
реходящую и ногда в дальнейшем в потреб
ность заниматься этой наукой серьезно. 

Урок-КВ Н 

Л. Л. Стерnнrова (г. Ровенькн) 

В елика и многогранна  подготовка учителя к 
уроку «Математический К В Н ». Нужно дол го 
набл юдать уча щихся, проводить разнообразные 
тести рования,  и ндивидуальные беседы, чтобы 
верно разбить кл асс на кома нды и выявить 
в них лидеров, которые смогут стать ка п ита
нами ком анд. Н ужно та кже п одготовить не
сколько учащихся для работы в качестве кон
сульта нтов во время КВ Н .  Отдел ьные игровые 
ситуа ции необходимо отработать на обычных 
уроках ,  чтобы ребята сразу понимали,  как надо 
выполнять нестанда ртные задания.  К уроку
КВ Н следует тщательно п одготовить н аглядные 
пособия,  дидактический материал, технические 
средства ,  кодопозитив ы  и т .  д.  

Учител ь разбивает кл асс на  команды, а те уже 
сами выбирают своих ка питанов, консульта нтов 
и помощников  ка питанов. Учител ь тол ько так
тично направл яет этот выбор.  
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Кома нды готовят цветные карточки, с по
мощью которых будут оцени ваться ответы в 
устных конкурсах, рисуют эмблемы для капи
та нов, помощников  ка пита нов и консул ьтан
тов,  подбирают название для своей ком а нды, 
на пример:  «РИТМ» ( решать, искать, творить, 
мечтать ) , «XYZ»,  «В перед» и т. п .  Обсужде
ние содержания КВ Н ,  эмблем капитанов и т.  д. 
проводится на занятиях математического 
кружка. 

Оста новимся более подробно на каждом эта
пе этого необыч ного урока. 

Урок начи нается вступ ител ьным словом учи
теля, в котором о н  напоминает о порядке про
ведения КВН.  

Сnrеннпвания начинаются с конкурса «Раз
МШiКа». Это пятими нутная са мостоятельная ра
бота уча щихся на листочках.  Выигрывают те 
команды, которые успели все пра вильно решить 
и вовремя сдать л источки. З адания для этого 
конкурса подбираются из «Обязател ьных -ре
зул ьтатов обучения»,  поэтому с ними справ
ляются практически все  ребята. Очень укра
шают конкурс песочные часы. И менно они при
вносят игровой элемент. К тому же они  очень 
удобны - всем видно, ка к « истекает» дра
гоцен ное время. 

Последующий устный счет п роходит в виде 
кон курса «Блицтурнир» с зада ниями тип а :  «Что 
бы это значило?»  и «Найди ошибку». Теперь 
уже хорошо известны (в частности ,  из работ 
П .  М. Эрдниев а )  так называемые дефор ми
рова нные задания,  когда по непол ному усло
вию задачи уча щиеся дол жны сами домыслить 
его содержание. И менно такие .задания  объеди
няются в нашем конкурсе вопросом :  «Что бы это 
значило?»  Н апоминая  о телепередаче «Вокруг 
смеха » ,  этот воп рос создает атмосферу игры. Ре
бята придумывают условие по р исун ку-схеме, 
за писа нному на доске, по каким-то числам или 
элементам алгебраи ческих выкладок. 

Например:  на доске на писано вы ражение 
(а2-4с) 2= ?-8а2с+ ! бс2 •  «Что бы это значи
ло?» - спрашива ет учител ь. Ученик отвечает: 
«Я думаю, что вместо вопросител ьного знака 
надо поставить а4». 

«Найди ошибку» - это назва ние хорошо ха
рактеризует другие зада ния конкурса.  За  пра
вил ьный ответ уча щемуся вручают цветную ка р
точку. Кома нда пол учает 5 баллов, если не тол ь
ко на йдет ошибку и верно выпол нит задание, 
но и аргументирует свой ответ, т. е. н азовет 
использованные правила.  Из всех видов само
стоятел ьных работ эта - любимей шая.  Задол
го до урока ком а нды с увлечением разыски
вают ( или составляют сами) зада ния потруд
нее, чтобы на конкурсе предъя вить их сопер-

никам.  
Следующий конкурс - «домашнее задание». 

Тетради с дом ашним зада нием собраны до уро-
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ка и сложены по стопкам.  Помощники ка пита
нов проверяют их во время «Разминки» и 
«Блицтурнира» .  Если в кома нде все задания 
сдел а ны верно, то она получает 5 баллов. Но 
есл и кто-то ош ибся, то из общего числа  баллов, 
за работа нных на предыдущих конкурсах, вычи
тается число очков, равное количеству тетрадей 
с ошибками.  

Самый интересный - конкурс капитанов. Под 
музыку песни о капитанах из телевизион ного 
клуба весел ых и н аходчивых к доске выходят ка
питаны. Учител ь дает им ка рточки с одинако
выми зада ниями.  Победителем признается ка
питан, первым выполн ивший зада ние пра
вильно. За  отличное объяснение решения капи
тану присуждаются дополнител ьные баллы. 
Команды не только болеют за своих капита
нов, но и помогают и м :  выпол няют то же самое 
зада ние в с воих тетрадях. 

И наконец - конкурс консультантов. Он дает 
возможность консул ьтантам нем ного побыть на 
месте учителя,  объясняя ребята м решения труд
ных задач. Ка ждый консул ьта нт получает кар
точку с заданием, выпол няет зада ние на доске 
и дает к нему исчерпывающие объяснения. 
Задача команды соперников - «за валить» кон
сул ьта нта вопроса ми, разыграв непонима ние 
объясненной задачи. Консультант-победитель 
может при нести своей кома нде до 1 0  баллов:  
5 - за правильность и скорость решения и 
еще 5 - за отличное объяснение. 

КВ Н заканчи вается подведением итогов и 
закл ючител ьным словом уч ителя, который 
поздра вляет победителей, утешает проигравших 
и отмеч ает те задания, которые ребятам уда
ются ,  а также те, н ад которыми надо еще по
работать. 

Мы п оказали этапы урока, обычно прово
ди мого в заключение темы,  перед контрольной 
работой.  Но урок- КВ Н можно провести и при 
изучении нового материала.  

Для этой  цел и лучше всего подходит конкурс 
любознательных. Обе ком а нды должны изучить 
один и тот же пункт из учебника и придумать во
просы по нему для ком а нды соперников. Но 
такой конкурс не следует п роводить без п ред
ва рител ьной тренировки. Ребята не сразу ос
ваивают этот вид зада ний.  Сначала лишь 1 -
2 ученика могут придумать воп рос п о  мате
матическому тексту. Постепенно это получается 
всё лучше и лучше. В дальнейшем на наших 
м атематических КВН этот конкурс ста новится 
одним из л юбимейш их. Ребята уже само
стоятел ьно соста вл яют пл аны по пунктам учеб
ника, выделяют в ка ждом пункте главную 
мысль,  подмеч а ют пропуски в дока зател ьствах 
теорем и пытаются найти недостающие ло
гичес1ше шаги.  

Изучение нового материала по учебнику 
продол жается в виде конкурса «Математиче-



ский футбол». Первая ком а нда задает воп росы 
п о  изуч аемому материалу кома нде сопер н и ков.  
О н и  должны от ветить. За ка ждый п р а вильный 
ответ и м  присуждается одно очко.  Но если пер
вая ко м а нда сочтет ответ неве р н ы м  и дока жет 
это, то, зн ачит, о н а  з а б ил а  сопе р н и к а м  гол 
(у н и х  вычита ется одно очко ) . 

Изуче н и е  тео р и и  обычно закрепляется упраж
нениям и .  Пер вое упражнение уч и тел ь выпол 
н я е т  с а м  - это п р и м е р - об р а зец, п о  которому 
он отвечает на вопросы ребят. Потом б ыстро 
сти рает н а писа н ное.  Н а ч и н а ется конкурс «Кто 
быстрее?». П обеда п рисуждается той ком а нде, 
которая р а н ьш е  других успела восп роиз вести 
п р и м ер - образец в своих тетрадях. 

Итоги кон курсов о бсужда ются всем коллек
тивом кл асса. В н а ше м  кл убе весел ы х  и н а 
ходчивых нет ж ю р и ,  вернее ,  каждый участ н и к  
и гр ы  я вл я ется одно временно и судьей .  Судей
ские обязанности п риуч а ют комментировать и 
решен ие зада ч и ,  и ответ по тео р и и .  П р и ходится 
быть в н и м ател ьн ы м и ,  п р и вл екать в споре логи
чески е  доводы. В о  время обсужде н и я  ответов 
без споров не об ходитс я .  То и дело п р и ходится 
сл ышать: «А наша ко м а нда решила быстрее. 
А у Тани был а неточносrь в решении.  Консуль
тант со перников нечетко объяснил» и т .  д. Так 
возни ка ет учен ическое с а м оу п р а вление.  Ребята 
гордятся, что табл и ца итогов за пол няется учи
тел ем тол ько с учетом и х  м не н и й .  

Проследим теперь о писа н ные эта п ы - ко н курсы 
п о  сцен а р и ю  обобща ющего урока в VI I I  кл ассе 
н а  тему «действия со степе н я м и  с отр и цател ь
ными п оказ ател я м и » .  

Сценарий для КВ Н 
Оборудо в а н и е :  кодоскоп с кодогр а м м а м и ,  пе

сочные часы, цветн ые ка рточ ки дл я о це н и в а н и я  
в лич ном первенстве, карточки с зада н и я м и ,  
таблица для выста вл е н и я  б аллов по р езуль
тата м 1юн курсов. 

Урок начи нается.  Уча щиеся расса ж и в а ются 
за парта м и  так,  чтоб ы  чл е н ы  одной ком а нды 
сидел и в одном р яду: три р яда - три ком а нды 
КВ Н .  На груди у кап ита нов, помощников ка
питанов и кон сул ьта нтов соответствующие 
э м блемы.  

Разминка. Учител ь п осле краткого вступле
ния включ ает кодоскоп и п роецирует н а  э кр а н  
зада ния, в которых требуется вы пол н ить дейст-
в и я :  

а )  7- 1 -5 · 23; 

г) х-
5

:х-9 ; д) ( Ь-5 ) 4 . ь 1 1 ; е )  гг7 . Р2 
р- 1 0  . 

Л и сточки с реш·е н и я м и  собирают кон сул ь
та нты ( из ком а нды соперников ) ,  быстро и х  п ро
сматр и вают и откл адывают в сторону те, где 
есть ошибки.  Коли чество отложенных л источ
ков - это вычтен н ые б аллы. 

Блицтурнир ( п роводится в то время, пока 
ко нсул ьт а нты трудятся над п роверкой р абот 
п р едыдущего кон курса ) .  Н а  экр а н  п роецирует
ся зада н и е, требующее н а йти о ш ибку в сле
дующих р а венства х :  

2-З . 4-4 2-З . 2-7 2- 10 5 
--- = = -- = 2 . R-s 2- 1 5  2- 15  

Уча щиеся отвечают только п о  жел а н ию. 
Команде, от которой п оступ ило первое указание 
н а  о ш и б ку, п р исуждается 5 б аллов.  З а  более 
р а ционал ьное решение и луч шее объяснение -
еще 1 -5 б алл ов.  Трое учащихся,  пер в ы м и  вы
пол н и в ш и е  верно п реоб р а зо в а н и я ,  п олучают по 
красной к а рточке . В кон це у рока у ч ител ь вы
ставит и м  оценку «5».  Баллы, за ра бот а н ные 
всей ком а ндой, ф и кс и р уются в итоговой таб
л и це. 

Домашнее задание. Все тетради, собранные 
з а р а нее,  уже проверены помощника м и  к а п ита
нов и консульт а н та м и .  Они докл адывают кл ас
су о резул ьтатах, п опутно отм е ч а я  ош ибки.  
Ч и сло б аллов, п р исужденных в это м конкурсе, 
ф и кси руется в итогово й т а бл и це.  

Конкурс капитанов. Ка п итаны получ а ют кар
точки с зада н ием : « Ф ун кция зада н а  форму
лой у= 1 ,5 х-8. Определ ите, п р и  каких з н аче
ниях х функци я  п р и н и м а ет положительные з н а 
чения ( отрицательные з н а ч е н ия ) ? Я вл яется л и  
эта функция возраста ющей ( уб ы в а ющей ) ?  
П остройте гра ф и к  этой фун кции».  

Пока ка п ита н ы  гото вятся, класс п о мо гает и м, 
т. е. выпол н яет то же с а м о е  зада ние.  По
строи в график,  капита н ы  устно отвеч а ют н а  
воп росы по ка рточ ке. Задают о н и  вопросы и 
друг другу. В ы с ш и й  б алл получает тот капи
тан,  чьи ответы были п ол нее и п р а вильнее, а 
во п росы и нтереснее. 

Конкурс консультантов п ро ходит без всякой 
п одготовки . Трои м ко t1 сул ьта нта м ( по одно м у  от 
ка ждой ко м а нды ) вручается карточка с зада
н и е м :  

«Упростите в ы р а же н и е  

Х О,8х-6ух-2у7 • 2� » .  Консультант вы пол н яет за

да ние,  объясняя одновременно свои действия 
всему классу. Реб ята и з  других ко м а нд разыг
р ы в а ют непон и м а н и е  объясн е н н о го, задают кон 
сул ьта нта м с в о и  вопросы. ( Ко н сульта нт из дру
гой кома нды п ол уч а ет ка рточку тож е с зада
н и е м  «Уп ростите», но с другим алгебра иче
ским в ы р а ж е н и е м . )  

В этом конкурсе сильные ученики м огут участ
вовать только в роли кон сульта нтов. Но если 
они не в ы б р а н ы  консульта нта м и ,  то уч ител�;, 
вруч а ет им ка рточ к и ,  н а  которых изображен 
рис.  1 .  Т ребуется в м есто з н а ка воп роса вста
вить н а  рис.  1 подходя щее выражение ( с м . :  
Гайштут А .  Г .  Мате м а т и ка в логи ческих у п р а ж -
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нениях. Киев: Радянська ш кола.  1 985. С. 1 50 ) . 
Верхняя строка на  этом рисунке подсказы
вает операцию, котор ую надо п роиз вести над 
ал гебраическими выражениями в нижней 
строке. Уча щиеся обна ружат, что 
2 . 1 0-23 : ( 8 · 1 020 ) =0,25 · I 0-43= 2,5 · 1 0-44• Дей
ствуя по аналогии,  они получают выражение 
« 1 /а» ка к резул ьтат деления левого нижнего 
выражения ( рис. 1 ) на  п равое нижнее. 

Это нестандартное задание исключит силь
ных уча щихся из кон курса консул ьта нтов, в ко
торый они могли бы внести изл и шнюю быстроту, 
не дав в ысказаться более · слабым ш кольни
ка м.  Те ребята, которые верно выполнили за
дание по рис.  1 ,  получают красные ка рточки, 
а заработа нные ими баллы поступают в копилку 
1юманды. В то же время, есл и кто-то не выпол 
н ил задание по рис. 1 ,  никакие штрафные 
санкции не применяются .  

2,5· JO-lf4 

? 

Рис. / 

Математический футбол. Ком анде № 
предъявл яется рис. 2. Рисунок круп ный, чтобы 
дробь, изображен ную на нем, видели все. 
Ком анда No 1 должна придумать задание по 
рис.  2, н азвать фам илию ученика из кома нды 
No 2 и «отфутболить» ему это зада ние. Если 
названный ученик  не может ответить, то коман
да  выручает своего незадачливого товарища,  
отвеча я  за  него. З атем команда No 1 задает 
другой воп рос по той же ка рточке и «отфут
бол ивает» его уча щемуся из ком анды № 3 и т. д. 
Воп росы следуют до тех п ор ,  пока кома нда 
№ 1 не истощится. Тогда учитель берет другой 
рисунок и отдает его ком анде № 2. Теперь 
о н  а придум ы ва ет воп росы для своих сопер
ников. и т. д. 

Р� 2  
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По рис. 2 вопроt:ы могут б ыть, напри мер, та
ки ми :  « Какое п ра вило испол ьзуется при упро
щении этого выражения? Как читается это вы
ражение? Какие значения может принимать это 
вы ражение? При ка ких значениях переменной 
а оно не сущес·твует?»  

В это время за крыльями  доски готовятся 
к конкурсу художники. Учащийся от каждой 
команды строит ломаную по указа нным коор
динатам ее вершин.  У одного должна получить
ся елочка, у другого - кораблик, у третьего -
домик. 

КВ Н зака нчивается подведением итогов и за
кл ючител ьным словом учителя. Ребята , которым 
во время игры были вручены красные кар- . 
точки, получают оценку «5». 

В заключение подчеркнем, что по своему 
с о д е р  ж а н и  ю описанный урок - это типич
ный урок в VI I I  кл ассе. Но ребята этого почти 
не замечают. Задания, сформул ированные с 
шуточным оттен ком,  они воспринимают как 
совершенно оригинальные. Стоит немного по
фа нтазировать, и любое задание можно пере
фор мул ировать, п риспособив для игры. Допу
стим ,  учитель п роводит матем атический дик
та нт. Он диктует: «П рямые Y 1 = k 1x+b 1  и 
Y2= k2x+ b2 пересека ются, если " .»  Уча щиеся 
должны за писать: «k 1 =f:. k2». К таким о просам 
ребята уже привы кли.  С просим их  иначе. 
«П рочита йте мои м ысли :  «П рямые Y 1 = k 1x+b1  
и Y2=k2x+b2  пересека ются , если ."»  Мы тут же 
увидим ,  с какой  радостью ребята отвечают на 
этот вопрос. «Читать мысли»  учителя гораздо 
и нтереснее, чем п исать обыкновенный матема
тический диктант. 

Урок- КВН превращает в игру и в сорев
нование за нятие по ·са мому обычному школь
ному матер иалу. Он вносит живи нку в одно
образное течение уроков, вызывая бол ьшую 
активность даже сл абых учеников. 

ПРЕПОДдВд ТЕЛЯМ ПРОФТЕХУЧИЛИЩ 

О разработке дидактических 
м атериалов п о  м атематике 
с профессиональной 
нап равленностью 

Т. Н. Аnеwнна (Москва) 

Основное средство реал изации профессиональ
ной направленности на  уроках математики -
дидактический материал. П од дидактическими 
материалами с профессиональной направлен
ностью понимаем вопросы, задачи,  задания 
профессионального содержания, взятые отдель-



но или в сочетании с объектами п рофес
сиональной деятел ьности и их изображениями. 

В данной статье п редпол агается не тол ько 
показать применение такого типа дидактиче
ских м атериалов, но  и познакомить читате
лей с п риемами  их разработки. Считаем, 
что препода вателю полезно владеть методикой 
разработки та ких матер иалов, ибо хотя и су
ществует целый ряд сборников задач по  спе
циальностям, но либо они не доходят до 
учителя,  либо мало задач преподаватель может 
использовать на уроке, учитывая индивидуаль
ные особенности уча щихся и уровень их ма
тематической подготовки, л ибо  вообще нет за 
дач по данной профессии или  задачи уже уста
рели.  

Надеемся, наш опыт разработки подобных 
материалов поможет преподавател ю. В статье 
будут п редставлены задания для учил и щ  строи
тельного профиля. И менно в них а втор про
водил проверку этих материалов с 1 977 по 
1 984 г.  

Содержание дидактических м атериалов, 
ориентированных на  связь с п рофессией, 
определенным образом направляет познава
тельную деятельность уча щихся. Работа с та
кими дидактическими м атериалами может 
способствовать формированию у уча щихся уме
ний находить в профессиональной ситуации 
существенные признаки м атематического поня
тия, подводить объект под понятие, исполь
зовать понятие в новых условиях. Овл аде
ние профессионально значимыми теоремами  и 
а ксиомами с помощью разрабатываемых дидак
тических материалов предполагает умение вы
делять в формулировке утверждений объекты и 
отношения между ними,  условие и закл юче
ние, применять утверждения в п рофессиональ
ных ситуациях. Кроме того, дида ктические 
материалы такого типа могут б ыть направлены 
на  развитие п ростра нственного воображения, 
вычислител ьных навыков и графических уме
ний учащихся, на  расши рение их  п рофес
сионального кругозора,  на форми рова ние 
общетрудовых умений и навыков работы с из
мерител ьными п риборами,  таблицами ,  справоч
ной литературой и т. д. 

При формировании знаний принято выделять 
три этапа :  пропедевтический, непосредственно
го формирования и п рименения. На м атериа
ле изучения естественнонаучных, технических, 
технологических и производственных объектов 
осуществл яется п ропедевтический этап и этап 
применения знаний. Этап непосредственного 
формирования математических знаний реали
зуется в основном на м атериале математи
ческих объектов. П р и  этом на первом и третьем 
этапах п роисходит интеграция и дифферен
циация математических знаний с профессио
нальными. 

Исходя из особенностей логики формирова
ния знаний с помощью р ассм атриваемых ди
дактических материалов учитываются ичди
видуальные особенности учащихся. Доступ
ность материала обеспечивается варьированием 
содержания,  формой его п редъявления.  По
этому значител ьную рол ь  при разработке ди
дактических материалов с п рофессиональной 
направлен ностью и гр ает поста новка учебной 
задачи. 

На этапе пропедевтики учебная задача в 
дидактическом материале должна направить 
познавател ьную деятельность учащихся н а  
повторение опорных знаний и способов дей
ствий,  на осознание значимости изучаемого 
м атер иала для п рофессии. На этапе формирова
ния учебная задача направляет внимание уча
щихся на  распознавание п рофессионал ьно  зна
чи мого понятия или теоретического утвержде
ния,  на связи и отношения между структур
ными единица м и  понятия, утверждения.  На 
этапе применения она Нhцелена на обоснова
ние того факта,  что в производственных 
ситуациях существуют объекты с п ризнаками 
математического понятия и операции,  основа н
ные н а  теоретических утверждениях; н а  станов
ление связей и отношений данного п рофессио
н ально значи мого определения, теоретического 
положения с другими м атематическими зна
ниями и умениями.  

Однако нельзя провести четких границ меж
ду эта пами п ропедевтики ,  формирования и 
п рименения знаний.  Они весьма  подвижны и 
п роника ют друг в друга. Поэтом у  некоторые 
из заданий могут б ыть исп ол ьзованы на не
скол ьких эта пах урока в зависим ости от 
сочетания разл ичных условий:  целей урока, 
содержания матем атического материала, уров
ня .математической подготовки учащихся, 
видов временной связи между м атематическим 
и профессиональным м атер и алом, избранных 
фо_р м обучения учащихся н а  уроке. 

Поскол ьку дидактический м атериал разраба
тывается с учетом взаимосвязи м атематиче
ского и п рофессионального содержания, фор
мул ировка учебной задачи дол жна направ
лять познавательную деятельность учащихся на  
перенос либо м атематических знаний н а  про
фессиональные, л ибо  профессиональных зна
ний на  м атематический м атериал.  

Осуществление переноса становится возмож
ным при  нахождении существенных признаков 
понятия, условия реализации утверждения. 
И н аче говоря,  устанавливается взаимно одио
зна чное соответствие между признаками по
нятия, данным и теоремы и их образами в 
реальных объектах. П оэтому учебная задача в 
дидактических м атериалах, формирующих про
фессионально значимое понятие или теорети
ческое утверждение, может изменяться в соот-
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ветствии с направлением п ереноса знаний на  
более или  менее далеки й,  но принцип иально 
сходный материал. В связи с эти м  в зави
симости от продвижения в усвоении учеб
ного материала учебная задача формул ирует
ся, постепенно усложняясь, переходя от называ
ния состава  исходных данных к их  скрыто
му составу. Этот п рием при разработке 
дидактических м атериалов п озвол яет п остепен
но  перейти от переноса матем атических зна
ний на  профессионал ьную основу к обрат
ному переносу, выража ющемуся в «м атемати
зации» производственных ситуаций.  Особенно 
это прослеживается при  переходе от эта па фор
ми рования понятий и теоретических утвержде
ний к их применению. 

Возможность переноса знаний,  естественно, 
связана с учетом характера  временных свя
зей. Н апример,  осуществление п ереноса мате
матических знаний на профессиональные озна
чает, что соответствующие п рофессиональные 
зна ния уже сформированы или формируют
ся одновременно с п рофессионально значимь1 -
м и  матем атическими знаниями.  И на че говоря, 
перенос и меет место та м,  где есть п ред
шествующие и сопутствующие связи м атемати
ческих знаний с п рофессиональными.  Учет 
вида временной связи в формулировке учеб
ной задачи осуществляется за счет включе
ния в нее текста,  обращающего внимание 
уча щихся на  отношение изучаемого математи
ческого м атериала к уже известным сведениям 
Из профессиональной п одrотовки. 

Отмеченное условие важно и меть в виду, 
планируя дидактический материал для инди
видуальной работы уча щихся. Здесь учащий
ся остается наедине с дида ктическим ма
териалом , и поэтому препода вател ь дол жен 
предусмотреть возможные с его стороны воп ро
сы. Это обстоятельство заведомо учитывает
ся при ссыл ке каким -то образом на харак
тер временных с вязей. Одним из таких спо
собов может служить указание в тексте ди
дактического материала на  знакомую произ
водствен ную операцию, на  работу с извест
ным профессионал ьным и нструментом или 
справочником,  к которому уча щиеся обраща
л ись на  п редметах п рофтехцикла .  

Так, для будущего м а ши ниста кранов са 
мостоятел ьное выпол нение следующего задания 
становится посильным при напоминании о том,  
что недостающие данные можно найти по 
справочнику :  объем бетона  в трапецеидал ьной 
части фунда мента о пределяют по формуле 

объема усечен ной пирамиды: V= �h (F1 +F2+ 

+-../ F i  · Fz ) ,  где h - высота, F1  и Fz -

площади нижнего и верхнего оснований пира- .  
м иды. Определите по справочнику строителя,  
какой грузоподъем ности кран следует выбрать 
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для установки рундамента, если плотность бе
тона 2300 кг/м ( р ис. 1 ) .  

Рис. 1 

Ввиду того что математическое содержание 
тесно связано с профессиональным, при работе 
с дидактическими материалами часто п рихо
дится п роводить сравнение, дел ать теоретиче
ское обоснование, находить подтверждение тео
ретически м утверждениям и понятиям в кон
кретной, п роизводственной ситуации и т. д. 
Соответствующей должна быть и постановка 
учебной задачи.  Типичными в ее формулиров
ке являются требования:  «сра вните»,  «обоснуй
те», «объясните», «дока жите», «найдите», «оп
ределите», «приведите примеры» и т. д., т. е. 
слова-указания.  

Психологами показано, что использование 
средств предметной и изобразительной на
глядности при решении практических задач 
создает благоприятные усл овия для усвоения 
новых знаний. В связи с этим при разра
ботке дидактических материалов с п рофес
сиональной направлен ностью необходимо учи
тывать, что в число компонентов содержания 
таких м атериалов часто входит кроме тексtо
вой ч асти п редметная или изобразительная 
нагл ядность. Это выражается в доп олнении 
текста учебной задачи  графиком,  таблицей, 
плакатом , диап озитивом, профессиональным 
и нструментом,  приборами, м оделями производ
ственных объектов и т. д. 

Рассмотрим нескол ько п римеров дидактиче
ских материалов с профессиональной направ
Jiенностью, разработа ннQiх согласно установ
Jiенным требова ниям.  

П ризму отличают некоторые существенные 
свойства ,  выдел яющие ее из других видов гео
метрических тел , а именно:  это многогран
ник, у которого две грани - одноименные 
многоугол ьн и ки ,  лежа щие в па раллел ьных пло
скостях, а любые два ребра, не лежа щие в 
этих плоскостях, параллел ьны. П одбор спе
циальных дида ктических материалов помогает 
уча щимся обнаружить эти свойства.  

№ 1 .  Сравните следующие здания: Москов
ский цирк на проспекте Вернадского, СЭВ 
на Калининском проспекте, Эйфелеву башню во 
Франции, ваш дом. Какое из них илtеет 



форму призмы? В каких случаях и какой из 
признаков, определяющих призАtу, не выполня
ется? (К этому заданию полезно подобрать 
соответствующие диа позитивы. )  

В дальнейшем учебная задача в дидакти
ческом материале № 2 строится как след
ствие из уста новления того факта,  что тело 
является призмой. 

№ 2.  Можно ли использовать формулу 
площади боковой поверхности призмы для 
нахождения примерного расхода: а) раствора, 
идущего на побелку потолка и фриза ; б) пли
ток, требуемых для покрытия цоколя жилого 
здания; в) материала, идущего на покрытие 
Московского планетария? Обоснуйте ответ. 

Одним из необходимых условий усвоения по
нятия является умение привести его пример.  
Этой цели может служить и дидактический 
материал. 

№ 3. В каких случаях на производствен
ной практике вам приходится иметь дело с уг
лами между двумя пересекающимися плос
костями? Приведите пример измерения таких 
углов при выполнении производственных опе
раций. 

№ 4. Приведите пример перекрытий зда
ний и сооружений, имеющих: а) призмати
ческую, б) цилиндрическую, в) сферическую по
верхность. 

В дидактических материалах, предназначен
ных для форм ирова ния теоретических утвер
ждений, можно предложить уча щимся выб
рать нужную для решения формулу; потре
бовать сопоста вить данные указа нной теоремы 
и отношения между этими данными с конкрет
ными объектами из п роизводственной прак
тики; сдел ать на  основании выполнения усло
вия теоремы соответствующее закл ючение для 
рассм атри ваемых объектов и отношений между 
ними, например: 

№ 5. Оказалось, что маркировка на техни
ческие данные растворосмесителей СО- 80 и 
С- 368 стерлась. Какие измерения необходимо 
выполнить, чтобы рассчитать объем раствора в 
бункере каждого растворосмесителя? Какая из 
форАtул лR2h ; лR2 L ;  �лR2h ;  лd2h в этом слу
чае понадобится? 

№ 6. Имеются два утверждения: а) прямая, 
проходящая через две различные точки плоско
сти, лежит в этой плоскости; б) через две 
пересекающиеся прямые можно провести одну 
плоскость. Сопоставьте условия утверждений с 
начальными действиями операции проверки 
качества обрабатываемой поверхности штука
турами при работе со шпателелt и правилом; 

1 Ф риз - окра шивасмап поверхность стен между потол 
ком и гобеле11ом или между потолком и па нелью ( пр1 1  отсут
ствии гобелена ) с миннмальной высотой 50 мм. 

столярами при работе с контрольной линейкой. 
Сделайте заключение отflосительно правильно
сти используемого метода проверки. Поясните 
свой ответ выполнением соответствующих опе
раций с инструментами и приспособлениями. 

Постепенность перехода от этапа формирова
ния к этапу при менения состоит в том,  что 
сначала ( н а  эта пе формирования ) в форму
лировке учебной задачи называются конкрет
ные понятия, аксиомы, теоремы, фор мулы,  ко
торые следует привлечь, чтобы выпол нить за 
дание. З атем, на  эта пе применения, учебная 
задача в дида ктическом м атериале с профес
сионал ьной направленностью может формули
роваться и в неявном,  с крытом виде отно
сительно нового ком понента знаний,  т. е. без 
называния конкретного понятия, формулы,  тео
ремы, аксиомы, которые нvжно использовать. 

В ранее рассмотренных заданиях, пред
назначенных для этапа формирования знаний и 
способов действий,  называлось тело ( призма ) ,  
которое требовалось распозн ать. В условиях 
заданий, п редназначенных для закрепления 
знаний,  тер мины новых м атематических поня
тий опускаются. Уча щиеся дол жны са мостоя
тел ьно обнаrvжить, что в задании № 7 речь 
идет об угле между наклонной и плоскостью, 
в задании No 8 - об угле между двумя пере
секающимися плоскостями.  Решение обоих 
заданий основано на  знании определений этих 
понятий, на понимании содержания понятий и 
умений соотнести уже знакомые реальные 
объекты с признаками конкретного понятия. 

№ 7. Сделайте эскиз, соответствующий 
правилам строповки и монтажа груза. Какой 
угол должны образовывать в натянутом поло
жении ветви стропов с плоскостью поднимае
мого груза, как измерить этот угол? 

Машинисты крана,  соблюдая правила тех
ники безопасности, к моменту изучения ма
тем атического матер иал а обязаны знать, что 
ветви стропов в натянутом п оложении дол жны 
обрqзовывать с плоскостью подним аемого гру
за угол не менее 45° ( или угол наклона к 
вертикали не более 45° ) .  

No 8. Заполните таблицу расположения 
штукатурных инструментов в пространстве по 
отношению к плоскости обрабатываемой по
верхности, используя знак параллельности. 

Штукатурные Малярные 
инструменты инструменты 

Пра- Полу-
Методом Методом 

вило Сокол терок 
<НЗ св на� 

сдир »  кладку:�> 

Вертикальные 11 От 30° От 30° От 70° От 40° 
поверхности ДО 60° ДО 45° ДО 90° ДО 60° 
( стены ) 
Горизонтальные 11 От 30° От 30° От 70° От 4 0° 
по ве рх ности ДО 60° до 45° ДО 90° ДО 60° 
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В случае пересечения плоскостей укажите ин
тервалы величин углов, допускаемых по норма
тивам (в качестве образца таблица при
водится заполненной) . О каких видах углов 
идет речь в задании? 

Задание № 8 предлагается после введе
ния понятия угл а между пересека ющимися 
плоскостями и направлено на  обна ружение со
вокупности всех его п ризна ков. Угл ы такого 
вида, в частности, образуются при  обработке 
поверхности штукатурными и малярными ин- · 

струментами.  
Учебная задача в дидактических м атериа

лах,  соста вляемых для п рименения одного и то
го же теоретического утверждения, может быть 
сформул ирова на в различной форме. Пример 
тому - зада ния № 9 и 1 0. 

№ 9. Даны два утверждения: а) через три 
точки, не принадлежащие одной прямой, про
ходит одна плоскость; б) прямая, проходящая 
через две точки плоскости, лежит в этой плоско
сти. Объясните, каким образом они подтвер
ждают правильность раскладки кирпичей. 

№ 1 0. На действии каких теоретических 
утверждений основан принцип разметки фунда
мента и разбивки осей здания? 

Форма п редъявл ения задания № 9 упроще
на по сравнению с зада нием № 1 0  тем, что 
в нем называются теоретические утверждения, 
действие которых нуж но проследить при кон
кретной п роизводственной операции. В задании 
№ l О из м ножества теоретических утвержде
ний  следует выбрать и менно эти два. Такой  
п рием при разработке дидактических материа
лов ,  как отмечалось ранее, создает условия 
для перехода от распознавания математиче
ских знаний в профессионал ьных ситуа циях 
к «М атем атизации» ситуаций.  

Задания № 9 и 10 оп ираются на  знание 
конкретных производственных операций. Одна
ко не все из этих операций знакомы буду
щим каменщикам к моменту изучения соответ
ствующего математического материала.  Следо
вательно, испол ьзование дан ных зада ний при 
введении названных утверждений исключено. 
Вследствие этого зада ние № 9 может быть 
п редназначено для повторения а ксиом атики при 
изучении теорем о параллел ьных прямых.  В том 
же виде это задание п рименимо при  закрепле
нии знаний,  например, при решении задач на 
построение сечений многогранника .  Анало
гично анал изируется и назначение задания 
№ 1 1 . С помощью дидактического материа
л а  с профессиональной направленностью орга
низуется актуал изация знаний,  опорных для ус
воения новых п рофессионально значимых по
нятий и теорем. Повторение п роходит в 
п рофессиональной ситуации. Учебная задача в 
дидактическом материале ( к а к  и на этапе 
п рименения знаний)  формул ируется здесь в яв-
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ном и в неявном виде. Однако вновь одни и те 
же задания могут быть использованы на раз
л ичных этапах обучения. Это обусловл ивается 
нескол ьким и  фактора ми,  в частности целями, 
которые преследует преподаватель при внесении 
заданий,  временем п рохождения учебного ма
териала и его содержанием. 

№ 1 1 . При шпат левании шпатель держат 
под различными углами к выравниваемой по
верхности. Покажите с помощью шпателя об
разуемые углы. Какой величины они допускают
ся, как зависит величина угла от толщины слоя 
шпатлевки? Как называются в геометрии такие 
углы? (Допол нением к условию задания слу
жит п рофессиональный инструмент - шпа
тель. ) 

№ 1 2. Вспомните последовательность опе
раций при разметке панелей на лестничных 
площадках. Как обосновать правильность раз
метки панелей, применяя теорему о перпен
дикулярности двух прямых плоскости? Сде
лайте соответствующий рисунок, подтвержда
ющий ваши рассуждения. Какая теорема пла
ниметрии здесь используется? 

Задание № 1 1  уместно для актуализации зна
ний учащихся на уроке по теме « Поня
тие о м ногогранном угле».  А в теме «Угол 
между двум я  плоскостями» оно дается на этапе 
применения новых знаний с целью обнаруже
ния наименьшего из двугранных углов, об
разуемых плоскостью шпателя и обрабатывае
мой поверхностью. Смысл, вкл адываемый в из
вестную производственную операцию, подска
зывает п равильное нахождение нового вида уг
ла .  З адан ие № 1 2  разработано  на основе 
сопутствующих связей матем атических знаний 
с профессиональными ( рассматривается отно
сительно первого вопроса учебной задачи ) . 
Е го использование возможно с целью а ктуали
зации опорных знаний в теме «Ортогональное 
п роектирование». Тот же дидактический мате
риал п рименим на уроках по теме «Связь 
между перпендикулярностью и параллельно
стью в простра нстве» для закрепления обрат
ных теорем.  

Особен но вним ател ьно следует подходить к 
разработке и применению дидактических мате
р иалов с профессиональной направленностью 
при орга низации с ними различных форм ра
бот. Эксперимент подтвердил положение о. том, 
что не все из этих матер иалов целесообраз
ны для индивидуальной работы. Необходимо 
отбирать доступный учащимся материал и вы
бирать форму его предъявления с учетом общей 
м атем атической подготовки всей группы уча
щихся и и ндивидуал ьных особенностей каж
дого ученика.  Н ап ример,  в п роцессе повторе
ния радианного измерения угловых величин в 
группе строителей-отделочников уместно п ред
ложить задание: 



№ 1 3. Известно, что для определения от
клонений данной поверхности от вертикаль
ного или горизонтального положения приме
няется уровень. Угол отклонения можно найти 
по смещению пузырька на длину дуги S, а имен
но: s�4,85 · J 0-6 · R · <p, где R - радиус, по 
которому изогнута стеклянная трубка (рис. 2) . 
Каким образолt была получена эта формула? 
( К  условию прилагается уровень или рису
нок. ) 

Рис. 2 

Само решение достаточно простое, но поста
новка учебной задачи необычна. Поэтому для 
индивидуальной работы этот дидактический ма
териал доступен только сильному учащемуся. 

С обучающей целью дидактические материа
лы с профессиональной направленностью пред
лагаются также слабым учащимся для индиви
дуальной работы. Но в этом случае целесооб
разно к тексту задания прилагать пол ный или 
частичный план  решения либо само решение. 
Форма предъявления задания в этом случае 
зависит от количества логических шагов в ре
шении и, конечно, от уровня математиче
ской подготовки ученика . 

Предназначенные для индивидуальной рабо
ты со средними учащимися дидактические ма
териалы с профессионал ьным содержанием мо
гут быть направлены на проверку знаний 
фактического материала программы,  например 
формул,  определения вида поверхнос.тей .  При
мером таких заданий могут служить задания 
№ 14- 1 8. 

№ 1 4. Требуется оштукатурить две колонны 
одинаковой высоты, но с различными попе
речными сечениями: круглым и квадратным. 
Наружный диаметр круглого сечения и сторона 
наружного квадрата равны 30 см. На какую 
колонну расходуется штукатурки. больше и во 
сколько раз? 

№ 1 5. П лая комнаты сделан в масштабе 
1 :200. Определить расход меловой пасты на 
побелку потолка и фриза, если длина комнаты 
на плане 30 мм, ширина 40 мм, высота фриза 
0,5 мм и на 1 00 м2 требуется 24 кг пасты. 

№ 1 6. При несоблюдении нормы толщи
ны штукатурного намета допускается пере
расход сырья и денег. Подсчитайте, на сколько 
увеличится стоимость штукатурных работ при 
обработке стен помещения (рис. 3) , если тол
щину штукатурного намета увеличить на 2 мм? 

LIL.._L_..L.J__.,l__..L..��·� 
1- 4000 

Рис. 3 

на 5 мм? (Примечание: стоимость 1 мм шту
катурного намета на 1 м2 поверхности со
ставляет 5 коп.) 

№ 1 7. Сколько часов потребуется маляру 
для окраски панели2 высотой 2 м в помеще
нии (рис. 3) маховой кистью и валиком, если 
норма времени для окраски 1 00 м2 поверхно
сти кистью 6,4 ч, валиком - 3,4 ч? 

№ 1 8 . К электромешалке для приготовле
ния гипсоопилочной мастики прилагаются четы
ре цилиндрических бачка. За каждый цикл 
работы заполняются все бачки. Каждый из 
бачков имеет диаметр 350 мм и высоту 430 мм. 
Продолжительность цикла приготовления ма
стики, включая засыпку и выгрузку, составляет 
примерно 1 О мин. Какое количество мастики 
можно приготовить в течение одного часа 
непрерывной работы? 

КО НКУРСНЫЕ УЧЕБНИКИ 

Продолжаем знакомить читателей журнала с различными 
вариантами конкурсных учебников. Рукопись учебника 
« Геометрия 7-9» А. Н. Колмогорова, А. Ф. Семеновича, 
Р. С. Черкасова заняла на конкурсе 5-е место. В публикуе
мой ниже статье дается краткая авторская характеристика 
учебного пособия и излагается содержание (с некоторыми 
сокращениями) главы « Векторы и координаты». 

О конкурсном учебнике 
« Геометрия 7-9 » 
А. Ф. Семенович, Р. С. Черкасов 

Конкурсный учебник «Геометрия 7-9», о котором nойдет 
речь в данной статье,- новый вариант ранее изданных 
учебников «Геометрия 6-8» нашего авторского коллек
тива. Изменения школьных программ по математике 
вызвали необходимость переработать структуру учебника. 
Представленная на конкурс книга состоит из следую
щих глав: 

1 .  Начальные понятия геометрии. 
2. Треугольники. 

2 Панель - окрашиваемая поверхность стен от пола вы
сотой 1 ,2 м и выше (в зависимости от назначения помеще
ния) . 
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3. Построения с помощью циркуля и линейки. 
4. Параллельность прямых. 
5. Окружность и круг. 
6. Четырехугольники. 
7. Площади м ногоугольников. Теорема Пифагора. 
8. Векторы и координаты. 
9. Метрические теоремы. 

10. Перемещения. 
1 1 .  Подобие фигур. 
1 2. Длина окружности. Площадь круга. 
1 3. Решение треугольников. 
Все главы разделены на параграфы, содержащие (в ос

новном) материал для одного-двух уроков. В конце 
каждого параграфа приводятся задачи. 

В приложении к основному тексту даны задания для 
работы по самопроверке (всего 27) и два небольших 
раздела: 1 )  «0 логическом строении геометрии»; 
2) «Из истории геометрии». 

Учитывая пожелания учителей, работавших в школе по 
первым изданиям учебника «Геометрия 6-8», авторы 
внесли в новый текст ряд изменений, связанных в основ
ном с перенесением на более поздний срок знакомства 
с некоторыми общими вопросами (например, разделов 
о теоремах и аксиомах, общих свойствах переме
щений). Было учтено также и высказываемое учителями 
пожелание о большем внимании к выработке у учащихся 
умений решать задачи. Это нашло свое отражение . в 
совершенствовании подбора задач, включении в текст 
таких подразделов, как решение задач с помощью 
поворота, параллельного переноса, осевой и центральной 
симметрии. В главу «Подобие фигур» вошел параграф 
«Применение подобия к решению задач». Глава «Реше
ние треугольников» завершается параграфом «Приме
нение тригонометрии и алгебры к решению задач». 

Однако наш авторский коллектив не изменил свое от
ношение к тем научно-методическим основам курса 
геометрии, на которых были построены первые изда
ния учебника. Остались без изменения (кроме редак
ционной правки) теоретико-множественные подходы к 
формированию основных геометрических понятий, ве
дущая идея геометрических преобразований, постоян
ное внимание к развитию языка математики и к логиче
ским основам курса, органичное включение в изложе
ние курса геометрических построений. 

Напомним, что именно за некоторые из вошедших 
в этот перечень положений наши ранее изданные учеб
ники геометрии были подвергнуты в печати резкой 
критике, трактовавшей их как отражение в курсе мате
матики чуждой нашему социалистическому обществу 
идеологии. 

Работая над учебником, А. Н. Колмогоров стремился 
отразить в нем те требования, которые предъявляет к 
школьному курсу математики научно-технический про
гресс. Критику якобы идейной несостоятельности учеб
ников геометрии А. Н. Колмогоров считал абсолютно 
неправомерной и объяснял поведение авторов таких 
публикаций отсутствием у них должной информации или 
компетентности по этой проблеме. 

Теперь вся несостоятельность такой критики очевидна 
каждому. 

В связи со сказанным заметим, что А. Н. Колмогоров 
всегда настаивал на необходимости предоставлять в рас
поряжение учителя математики не один, а несколько 
вариантов учебников, написанных с позиций различных 
методических воззрений. Он уделял большое внимание 
взаимосвязи школьных курсов геометрии и физики, не
однократно обсуждал эту проблему с академиком 
А. И. Кикоиным. В представленном на конкурс учеб
нике это нашло свое отражение в заново написанном 
А. Н. Колмогоровым параграфе «Величины и числа» и 
обновленном изложении разделов о векторах. 

Новая для школы тема «Векторы» вызвала в практике 
преподавания большие методические трудности. Учитывая 
отзывы учителей, А. Н. Колмогоров при каждом изда
нии книги стремился найти более приемлемый вариант 
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ее изложения. Поэтому вниманию читателей и предла
гаются параграфы именно этого раздела !<Онкурсного 
учебника. 

В заключение считаем своим долгом сказать, что 
работа над учебником «Геометрия 7-9» была одной из 
тех, которые А. Н. Колмогоров наметил на последний 
период своей жизни. Тяжелая болезнь привела к почти 
полной потере у него зрения, отняла способность к 
длительному речевому общению, вызвала крайнюю ско
ванность движений. Однако до последних дней жизни он 
сохранял ясность мышления, отличную память и полноту 
восприятия. Но только в обстановке полного покоя он 
мог кратко и почти отчет ли во высказывать свои заме
чания и пожелания по обсуждаемому вопросу. В это 
время он и диктовал уже мысленно четко отредак
тированный текст предлагаемого нового изложения. 

Глава Vl l l .  Векторы и координаты 
§ 60. О П ЕРА Ц И И  С ПА�АЛ Л ЕЛ ЬНЫМИ 
П ЕРЕНОСАМ И 

1 .  При сложении чисел каждой паре чисел сопостав
ляется по определенному правилу единственное число -
их сумма. Для параллельных переносов тоже можно 
указать правило, по которому каждой паре параллель
ных переносов будет сопоставляться определенный па
раллельный перенос - их сумма. 

Пусть даны два п араллельных переноса а и Б. Па
раллельный перенос а отобразит произвольный луч р на 
сонапр!!вленный ему луч р, ( рис. 1 ) .  Параллельный пе
ренос Ь отобразит луч р1 на сонаправленный ему луч р2• 
Значит, перемещение, полученное в результате последо
вательного выполнения параллельных переносов а и Б, 
отобразит луч р на сонаправленный ему луч р2• Но такое 
перемещение является параллельным переносом ( по 
признаку параллельного переноса) .  

Рис. 1 

в 

� 
А а) х у 

А -.-с--�·8 

Рис. 2 

� 6) г) 

Итак, в результате последоватеJ_!ьного выполнения 
двух параллельных переносов а и Ь получается снова 
параллельный перенос. Этот параллельный перенос на
зывается суммой данных параллельных переносов а и Б. 
Таким образом, операция сложения параллельных пере
носов имеет очень простой смысл - последовательное вы
полнение этих параллельных переносов. 

О п р е д е  л е н и е. Суммой двух параллельных перено
сов называется параллельный перенос, полученный в ре
зультате последовательного выполнения этих параллель
ных переносов. 3 а д  а ч а;-1:; 1 .  Найдите сумму данных параллельных 
переносов An и ХУ (рис. 2) . 

Р е  ш е н и е. Параллельный перенос задается парой 
соответственных точек. Поэтому дЩ! оты�ания суммы 
данных параллельных переносов АВ и ХУ достаточно 
построить образ какой -щ!Оо TOЧJW при последовательном 
выполнении переносов Ав и Х У. Построим, например, 
образ точки А .  

П р и  параллельном переносе АВ точка А отображает-



ся на точку В. Найдем образ точки В при параллельном 
переносе ХУ: 

1 )  построим [ВМ) t t [XY), 
2) отложим отрезок ВС длины ХУ. 

Построенная точка С будет образом точки В при парал-
лельном переносе ХУ. 

Итак, в результате �щ.следо1Ц1тельного выполнения 
параллельных переносов АВ и ХУ точка А отобразится 
на точку С. Следовательно, суммой данных_рараллель
ных переносов будет параллельный перенос АС (отобра-
жающий точку А на точку С) : АВ +ХУ=Ав + ВС=АС. 

З а д  а ч а 2. Докажите, что сумма параллельных пе-
реносов АВ и ХУ (рис. 3, а) равна �мме параллельных 
переносов ХУ и АВ (АВ + ХУ=ХУ+АВ) . 

Р е ш е н и е. Как в задаче 1 ,  найдем сумму 
АВ + ХУ=АВ + ВС=АС. 

Теперь найдем сумму ХУ + АВ. Для этого построим 
образ точки А при последовательном выполнении парал-
лельных переносов ХУ и АВ. Обозначим через D образ -
точки А при параллельном переносе ХУ. Тогда четырех-
угольник ABCD - параллелограмм, так как его проти
воположные стороны AD и ВС равны и параллельны 
(каждая из них равна и параллельна отрезку ХУ) . Зна
чит, равны и параллельны также отрезки АВ и DC. По-
этому образом точки D при параллельном переносе АВ 
явл яется точка С. Следовательно, образом точки А при 
последовательном выполнении параллельных переносов 
ХУ и АВ является точка С. Поэтому 

ХУ +AB=AD + OC =AC. 
-+- -+- -+- -+-

Значит, сумма АВ+ХУ и сумма ХУ+АВ являются -ОДНИМ и тем же параллельным переносом АС, т. е. 

Ав +х-У=хr+Ав. 
Если направления параллельных переносов АВ и ХУ 

-+- -+-
совпадают или противоположны, то равенство АВ +ХУ= 

-+ -+ _.,. -+-
= Х У+ АВ тоже верно (см. рис. 3, б, в, г) : АХ +ХУ= 
=АУ, ХУ+АВ = ХВ, АУ= iВ. 

2. Рассмотрим умножение параллельного переноса на 
число. 

При умножении параллельного переноса а на число k 
надо учесть, что число k может быть положительным, 
отрицательным или нулем. 

Произведением параллельного переноса АВ на число 
k =f= О называется параллельный перенос ёМ на расстоя
ние АВ · k; этот параллельный перенос имеет направле
ние данного параллельного переноса АВ, если k > О, и 
противоположное направление, если k <О. На рис. 4, а 

Рис. 3 

с А в 
х х у у 

d) А в 

А " в 
А� АЕ "у" х в 

� " 
х а) 

у В) у х 
yllii А х В  

А •в• 
г) 

число k положительное (k =3) ,  а на рис. 4, б число k 
отрицательное (k= -3) . 

Произведением любого параллельного переноса на число 
нуль называется нулевой параллельный перенос. Произ
ведением нулевого параллельного переноса на любое 
число называется нулевой параллельный перенос. 

Произведение паралл_:льного п�еноса а=АВ на число k 
обозначается через ka или kAB (числовой множитель 
пишется слева) . 

а) 

б) 

с 

м 

А в 

м К=3 
с K = -J 

Р11с. 4 

Вопросы и задачи 

583. По рис. 5, а найдите суммы параллельных пере
носов: 

]) 

А 
а) А 

8) 
Рис. 5 

1 >  Ав + вё, 2) Ав±в"D. 3) Ав +в"D. 4) ВЕ+в"D. 
5) в"D + вв. 6) вв+ вс. 7) вё+ вв. 
584. Суммой каких двух параллельных переносов, 

изображенных на _g_ис. 5, б, может быть параллельный 
перенос: АС, АВ, АР, DF? 
_185. Найдите сумму параллельных переносов АВ, 

ВС, ёЬ. 
586. Что называется произведением параллельного 

переноса: 1 )  на положительное число, 2) на отрицатель
ное число, 3) на число нуль? 

587. Параллельный перенос задан направленным от
резком АВ. Постройте направленные отрезки, которые 

-+- -+- 2 -+- -
задают параллельный перенос: 2АВ; О,5РВ; ЗАВ; -АВ; 
- �Ав. 

588. Может ли сумма двух ( не нулевых) параллель
ных переносов равняться нулевому параллельному пе
реносу? 

589. По рис. 5, в найдите суммы параллельных пере
носов: 

1 >  Ав + вё. 2) Ав + ВЕ. 3) Ав + в"D. 4) ВЕ+в"D. 
§ 61. П О НЯТИЕ ВЕКТОРА В ГЕОМЕТРИИ 

Изображение векторов 

1 .  Некоторые из величин при выбранной единице изме
рения задаются своими числовыми значениями. Таковы, 
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например, расстояние, площадь, м а сса, температура. 
Эти величины называются скалярными. Но есть и такие 
величины, для зада ния которых надо указывать еще и 
их направление. Для задания скорости, например, надо 
указать не только ее числовое значение, но и направление. 
Скорость - векторная величина. Она является одним из 
при меров понятия «вектор». 

Другим п р имером, известным в а м  из курса физики, 
является сила. Для зада ния силы тоже надо указывать 
не только ее числовое значение, но и напра вление. В даль
нейшем вы познакомитесь и с иными примерами векто
ров. 

Что же общего между всеми примерами векторов, 
например между скоростью и силой? Во-первых, и ско
рость и сила характеризуются числовым значением и на
правлением. Во-вторых, скорости можно складывать и 
умножать на числа и силы тоже можно складывать и 
умножать на числа. 

2.  На рис. 6 изображен подъемный кран, движущийся 
по рельсам прямолинейно. Все его точки и м еют одну и 
ту же скорость. Изображением этой скорости можно 
t '11rтать любую из стрелок, указанных н а  рисунке, неза
висимо от начальных точек (точек приложения) этих 
стре.1ок. Скорость является примером «свободного» век
тора,  не зависящего от «Точки приложения». 

с [] 

м 4Ом N 

Рис. n 
Примером свободного вектора в геометрии является 

па раллельный перенос. П араллельный перенос АВ за
дается числовым значением - расстоянием АВ и направ
лением - направлением луча АВ. П а р аллельные переносы 
можно складывать и умножать на число. Кроме того, 
п араллельный перенос не зависит от точки «приложения», 
так как его можно задать любой парой соответствен
ных точек. 

В курсе геометри и  будут рассматриваться только 
примеры свободных векторов - параллельные переносы, 
для которых определены операции сложения и умножения 
на число. 

3. На рис. 7 изображены силы F1 и F2, которые и меют 
равные числовые значения и одно и то же направление. 
Но они оказывают на тело разные воздействия, так как 
п р иложены к разным точкам его. Сила «зависит от точки 
п р иложения»; она является примером «Приложенного» 
( 11ли закрепленного) вектора. 

4 .  Векторы (в геометрии - параллельные переносы, 
для которых определены операции сложения и умножения 
на число) м ы  уже условились обозначать п а р а м и  прописных 

букв со стрелкой вверху ( н а п р и �!_ер, АВ) или строчными 
буквам и  со стрелкой ( н а пр и мер, а) . 

Условным изображением вектора АВ будем считать на
п равленный отрезок А В  (рис.  8, а) . На рис.  8, а изобра
жены несколько пар соответственных при па раллельном 
переносе точек: Х-+У, А -+В, C-+D. Направленные <!_Трез-
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Рис. 7 

� В у А�� а) 
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Рис. R 

А JJ 

ки ХУ, АВ, CD изображают uJuн и тот же вектор а, что 

записывается так: а=ХУ =АВ = со  (в этом случае 

говорят также, что векторы ХУ, АВ, СО равны ) .  
Н а  рис. 8 ,  6 изображен па раллелограм м  ABCD. Век

торы АВ и ОС - это один и тот же вектор, так как пары 
точек А -+В и D-+C задают один и тот же параллельный 

перенос: АВ = ОС. Векторы АВ и ВА - различные век
торы, так как задают разные параллельные переносы 
(у них различны на правления ) .  

5 .  Направлением вектора АВ называется направление, 

заданное лучом А В. Длиной вектора АВ ( 11ли его моду-
-+ 

лем) называется р_9..сстояние АВ. Длину вектора АВ 
будем обозначать [ А В [ .  

Параллельный перенос н а  нулевое расстояние назы

вается нулевым вектором. Его обозначают О или АА, 
вв, се, ... . 

Векторы АВ и ХУ называются сонаправленны,1ш, если 
сонапра в.1ены лучи АВ и ХУ ( рис. 9, а) . Если же лучи 
АВ и ХУ противоположно направлены, то векторы 
....... 
АВ и ХУ н азываются противоположно направленныАtu 
( рис. 9, 6) . 

Ненулевые векторы называются коллинеарнылш, если 
их направ.1сния совпадают или противоположны. Ну
левой вектор считается коллинеарным любому вектору. 

в 

А ��у 
. � а) 
х А 

в 
Х �А �у 

�__L-- �в 8) 

Рис. 9 

6. П усть дано одно из изображений вектора а - на
правленный отрезок АВ. И пусть Х - произвольно задан
ная точка. Тогда легко построить направленный отрезок 
с началом в_ точке Х, являющийся изображением того 
же вектора а. Для этого надо построить луч ХМ, сона
п равленный лучу АВ, и отложить на нем отрезок ХУ 
дл ины АВ. Направленн�1 й  отрезок ХУ будет искомым 
изображением вектора а. Построение такого изображе
ния вектора а называют ОТКЛадыванuеАt вектора а ОТ 
точки Х. 



7. Углолt л1ежду ненулевыми векторами ёi и Б назы
вается угол между их н�прав_лениями. 

Пусть даны векторы а и Ь (рис. 9, в) . Отложим каж-
дый из них от какой-либо точки О: оА = а, 6В = Б. Вели
чина выпуклого угла АОВ и б�ет углом между векто
рами ёi и Б (в обозначениях: (if, Ь)) 

Если векторы сонаправлены, то угол между ни ми счи
тается равным 0°, а если они противоположно направ
лены, то угол между ними 1 80°. 

Вопросы и задачи 
590. Приведите примеры величин, которые при выбран

ной единице измерения задаются своими числовыми 
значениями. 

59 1 .  Приведите примеры величин, для задания кото
рых надо указывать и их направления: Какие общие 
свойства характеризуют эти величины? 

592. Приведите примеры: 1 )  закрепленных ( приложен
ных) векторов, 2) свободных векторов. 

593. Почему примером вектора в геометрии может быть 
параллельный перенос? 

594. 1 )  Укажите способы задания векторов. 
2) Заданы точки А, В, С, D, М. з·апишите векторы, ко

торые отображают: а) точку А на точку В, б) точку С на 
точку D. в) точку D на точку М, г)  точку М на точку D. 

595. Укажите векторы, которые вершину А паралле-
лограмма A BCD отображают на одну из других вершин 
этого же параллелограмма. 

596. Сколько существует векторов, которые отображают: 
1 )  вершины А, В, С, D параллелограмма ABCD на точ
ку О пересечения его диагоналей, 2) точку О пересече
ния диагоналей этого параллелограмма на точки А, В, 
С и D ?  

597. Сколько различных векторов задают п а р ы  точек, 
составленные: 1 )  из вершин треугольника АВС, 2) из вер
шин па раллелог�амма ABCD? 

598. Вектор а отображает точку (0,0) координатной 
плоскости на точку (-2,2) . На какие точки отображает 
этот же вектор точки А (3,2) , В (-3,2) , C ( l , I ) ,  D (5,4 ) ,  
E ( l , - 1 ), F( - 5, - 4)? 

(В �,,�полните построение соответствующих направлен
ных отрезков.) 

599. Какие из векторов, заданных на рис. 1 0: 1 )  равны, 
2) сонаправлены, 3) противоположно направлены? 

600. Диагонали параллел ограмма ABCD пересекаются 
в точке О. Какие пары, составленные из точек А, В, С, 
D, О задают один и тот же вектор? 

60 1 .  Задайте вектор ёi и отметьте точки К. D, М. Отло
жите вектор а от каждой из этих точек. 

602. Что следует из равенства: АВ = ВА? _ 
603. От концов отрезка АВ отложите данный вектор с. 

Величина какого из углов, получившихся на вашем ри-
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сунке, является углом между векторами: 1 )  АВ и ё; 
2 )  ВА и ё? 

604 .. 1 )  Что называе"!'СЯ углом между двумя векторами? 
2) Найдите углы, которые образует вектор АВ с другими 
векторами, :�аданными на рис. 1 0. 

605. Докажите, что если AB = W, то AC= W. 
606*. Докажите, что равенство 6А =ВО справедливо 

лишь тогда, когда точка О является серединой отрезка АВ. 

§ 62. СЛОЖЕ Н И Е  В ЕКТОРОВ 

1 .  Поскольку в нашем курсе геометрии параллельные 
переносы получили и другое название - векторы, то 
суммой векторов будем называть сумму соответственных 
параллельных переносов.:. _ 

Пусть даны векторы а и Ь (рис. 1 1 ) .  Отложим от точ
ки А вектор а: АВ = ёi. Затем от точки в отложим век
тор Б: ВС= Ь. Суммой параллельных переносов АВ = а  
и ВС= Ь  является параллельный перенос АС. Значит, 

- - _. 
суммой векторов а и Ь является вектор АС. _ 

Указанное правило получения суммы векторов а и Б 
называется правилом треугольника. Теперь сумме векто
ров можно дать такое определение. 

О п р е д е  л е н и е. Суммой двух векторов называется 
вектор, полученный по правилу треугольника. 

2. Сложение векторов подчиняется следующим за-
конам. 

1 )  З а к о н  
сумма любог__о 
же вектору а: 

п о г л о щ е н  и я н у л е в о г о  в е к т о р  а :  
вектора а и нулевого вектора равна тому 

а+о= а. 
д о  к а з а  т е л  ь с т  в о. Отложим вектор а ОТ какой-либо 

точки А: а=АВ. Тогда а+О=АВ + ВВ = АВ = а. 
2) З а  к о н  с у щ е с т  в о в а н  и я п р  о т !!  в о п  о л о ж

н о г о  в е к т о р  а: для любого Вf!ктора а существует 
туютиво_положный ему вектор -а, такой, что сумма 
а +  ( - а) равна нулевому вектору: 

a+( - il) = O. 
Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о. Отложим вектор а от какой-

либо точки А: а=АВ. Рассмотрим вектор ВА. Сумма 
АВ + ВА =АА =О. Значит, а+ВА = О. Следовательно, 

� -
вектор Bfi и является вектором - а, противоположным 
вектору а. _ _ _ _ 3) С о ч е т а т е л ь н ы й  з а к о н: ( а + Б) -t; с = а +(ь +ё). 

Д о  к а з  а т  е л  ь с т  в о. Отложим вектор а от некоторой 

точки А: а=АВ. Вектор Б отложим от точки в (Ь= ВС) , 
а вектор с - от точки С (ё= W ) .  По определению суммы 
векторов имеем: 
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а+ь = АВ + вс = АС, 
(а+ ь) + ё=АС + сD = АD. 
Аналогично получим:  
ь+ ё= ВD, 
а+(ь + ё) = Ав + в"D = AD. 
Значит: (а+ Б) + ё= а+ (ь+ ё). _ _ _ _ 4 )  П е р е м  е с т  и т е л  ь н ы й з а  к о н: а+ Ь = Ь + а. 
Доказательство переместительного закона сложения 

векторов (параллельных переносов) уже проведено (см. 
задачу 2 в § 60) . Это свойство позволяе..: выполнять 
сложение двух неколлинеарны_х ве!iторов а и Ь по «правилу 
параллелограмма»: векторы а и Ь откладывают от одной 
точки А (рис. 12 )  и строят параллелограмм ABCD со 

-+ - -сторонами АВ и AD. Тогда А С = а + Ь. 

Вопросы и задачи 
607. На рис. 1 3  укажите векторы: 1 )  а+ ь. 2) ё+ d, 

3) Б+ ё, 4) F+ ii. Может ли длина вспора а+Б быть 
меньше длины каждого из векторов а и 6? 

608. Суммой каких двух векторов, заданных на рис. 1 3, 
является: 1 )  вектор {, 2) вектор ё, 3) вектор AD? 

609. На рис. 1 4  заданы векторы а и Ь. Укажи.те п_о этому 
рнсуику, как найти в каждом случае вектор а + ь. 

6 10*. Турист прошел 1 0  км от А до В на север, а затем 
1 2  км до С на восток. Изобразите на рисунке путь туриста 
(в масштабе) . Чему равна сумма векторов АВ и ВС, 
изображающ� путь туриста? Р_;;.вна ли сумма длин век
торов АВ и ВС длине вектора А С? 

6 1 1 .  Докажите: 1 )  1�+01� 1�1 + 101 , 
2) а+о � а  - о .  

В каких случаях выполняются равенства? 

в ь с ·t:ZP· А ё F 
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6 1 2. Дан параллелограмм ABCD, диагонали �тороr_о 
пересекаются в точке О. Верны ли равенства: !l АО = ОС, 
2) во = tЮ. 3) Ав + л"D = лс. 4) лв + в"D = вс. 5) ос + 
+ ОЪ = ло + во. 6) Ас + ВА = св. 7) 6D + 68 =01i+ 6C. -+ -+ ;--t::. -+ 8) ВD +АС = А и + ВС? _ _ 6 1 3. На рис. 1 5  заданы векторы а и Ь. 1 )  отложите 
эти векторы от произвольной точки О; 2) найдите суммы 
а+ ь в каждом из заданных случаев. 

614 .  В координатной плоскости даны точки А( - 1 ,2), 

Рис. 15 Рис. 16 
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54 

В(2,3), C( l , 1 ), D(3,5). Найдите суммы: а) AB +DC, -+ -+ -+ -+ -+ -+ б) АВ + ВС, в )  A C + BD, г) AD+ BC. 
6.!Z. Н�дите суммы векторов: l ) OS + OC, 2) 6D + 6A, 

3) A C + DB (рис. 1 6) . 
6 1 6. Даны три вектора: а, 6, ё (рис. 1 7, а) .  Найдите 

векторы: 1 )  (а+ ь) + ё,  2) а+ (ь+ ё). 
6 1 7. От точки О ( Dис. 17, в) отложите векторы :  -+ -� -+ 4. -+ -+ 1 )  ( ОА + ОВ) + ОС, 2) ОА + (ОВ + ОС) . 
6 1 8. Задайте три ( ненулевых) вектора а, Ь, ё таких, что: 

1 )  <а+ ь) + ё= ь. 2) (а+ ьн ё= ё, 3) (а+ ьн ё=о. 
6 1 9. На рис. 1 8, а изображены квадрат ABCD и не-

которые отрезки, причем [СЕ][ l [BDJ. Докажите, что: -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 1 )  А С+СЕ=АD+вс, 2 )  (A O+OD) -i-DC=AC, 
3) @"л +§сJ ±<ов+ооJ =о. 4) .Ав+вс+сЪ=Лв+св, 
5) АС+ВА=ВС. 

620. На рис. 1 8, б - параллелограмм A BCD. О�ез
ки СЕ и BD параллельны. Доказать, что: 1 )  Ас + ВD =  
= АD + вё, 2 )  Ав + вё + С.О =АВ + ёЕ, 3) АС + ВD +  
+ ёВ = DВ + ёЕ + ВС. 

~ а) 
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§ 63. ВЫЧ И ТА Н И Е  ВЕКТО РОВ 

Разностью_ ве�торов а и Ь наз�1вается вектор х такой, 
что сумма х + Ь  равна вектору а ( сравните с определе-
нием разности чисел ) ,_ _ _ _ 

Разность векторов а и Ь обозначается а- Ь. 

Докаже�. что - разность векторов а и ь равна сумме 
векторов а и -Ь.  Действительно, 

а+< - ь) + Б= а+ ( - ь+ ь) = а+ б= а. 
Значит, х= а- Ь= а+(-Ь). 

Если векторы аи Ь отложены 2т о_дной точки О (рис. 19) , 
то для построения разности а - Ь  удобно пользоваться 
та�s.им _пра!Ц!ЛОМ� -+ 

а - Ь = ОА - ОВ = ВА. 
Вопросы и задачи ...... ...... 

621 . Даны векторы ОА и ОВ. Найдите векторы: 
1 )  ОА-ОВ, 2 )  ОВ-ОА. 

622. Отметьте точки А,  В, С, D и найдите векторы: 
...... � � -- -+ -+  � -+ -+ 

1 )  АС-А11, 2) Аи-АС, 3) DB - DA,  4) А 11 + СА - ВС, 
� ...... ...... 5) А 11 - ВС- СА.  _ _ . _ _  

623. Задайте векторы а и Ь. Наидите векторы: 1 )  а-Ь, 
2) ь- и. 3) -а- ь. 

624 На рис. 20 заданы векторы АВ = а, ВС = Ь, cD = d. -+ -+  -+ �  � ...... Выразите ве�s.тоеы: 1 )  СА, АС, 2) DA, Аи, 3) Ви, DB 
через векторы а, Ь, d. 

625. Упростите выражения: 1 )  (АВ+АС) +(ВА + ёВ), 
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2) АВ - DЕ - ёА - БВ, 
+ (ёВ - ёD). 

в ь с а� А С .О 

Рис. 20 

з) (AB - BC)-(W +AD) + 

626. Докажите: 1 )  1�-01.,:;; 1�1 + /тr/ · 
2) а-о ;;;;:. а - тr . 

В каких случаях выполняются равенства? 
627. От пристани к противоположному берегу реки 

отправился катер со скоростью 40 км/ч. Скорость течения 
реки 5 км/ч. В каком направлении ( покажите на рисунке) 
нужно плыть катеру, чтобы причалить к ближайшей 
точке противоположного берега? 

628. Груз спускается на парашюте со скоростью 3 м/с. 
Ветром его относит в сторону со скоростью 1 ,5 м/с. Под 
каким углом к вертикали будет опускаться груз при этом 
условии? (Угол найти построением.) 

§ 64. УМНОЖЕН И Е  В ЕКТОРА НА Ч ИСЛО 

1. В § 60 было сформулировано определение произве
дения параллельного переноса на число. Сформулируем 
его теперь несколько короче, употребив слово «Вектор». 

о п р е д е  л е н и е. произведением ненулевого вектора а 
на число k =/=О называется вектор, длина которого равна 
произведению длины вектора а на модуль числа k, а на
правление совпадает с направлением вектора а при k > о  
и противоположно направлению вектора а при k < о. 

В определении не рассмотрены случаи а= О и k = O. Для 
этих случаев принимаются дополнительные определения: 

k • 0= б для любого k, 
а·О =  О для любого а. 
2. Вы уже знаете, какие векторы называются коллинеар

ными (§ 61 ) . .  Докажем признак коллинеарности векторов. 
Т е о р е м  а. Ненулевые векторы а и Ь коллинеарны тогда 

и только тогда, когда существует такое число k, что 
Б=kа. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о. 1 )_j{окажем сначала, чw если су
ществует такое число k, что Б=kа, то векторы а и Ь коллине
арны. Но это следует непосредственно из определения: векторы 
а и ka имеют по определению либо одинаковые (если 
k > О) ,  либо противоположные (если k < О) направления. 

2) Докажем теперь обратное утверждение: если не
нулевые векторы а и [j коллинеарны, то существует такое 
число k, что ь = ka. 

По опред!'.�ению коллинеарных векторов направления 
векторов а и ь либо совпадают, либо противоположны. 
Если ве1поры а и Ь направлены одинаково, то b=ka когда 
k l bl Е

. - - • = --- . ели же направления векторов а и Ь противо-
1 аl 

- - J bl положны, то b = ka, когда k =  - -- .  
1 и1 

3. Умножение вектора на число подчиняется следующим 
законам:  

1 )  Произведение любого вектора на единицу равно этому 
вектору. 

2) Сочетательный закон: (xy)a=x(yCl). 
З) Первый распределительный закон: (х +у)а=ха+ уа. 
4) Второй распределительный закон: х(а+ Б)=ха+хЬ. 
Первый закон вытекает непосредственно из определения 

умножения параллельного переноса на число. 
Доказательство остальных законов не является материа

лом, обязательным для изучения всеми учащимися. Каждый 
ученик должен лишь понимать их. 

4. Вернемся теперь еще раз к вопросу: что же называют 
вектором. 

Рассматриваемые в курсах физики и геометрии примеры 
векторов хотя и различны, но имеют и общие свойства. 
Они являются примерами отвлеченного понятия «вектор». 
Это понятие характеризуется тем, что определены опера
ции сложения и умножения на число, которые подчи
няются четырем законам сложения и четырем законам 
умножения. Эти законы перечислены в параграфах 62 и 64. 
Для параллельных переносов (скоростей, сил ) операции 
сложения и умножения на числа подчиняются этим за1<0-
нам. Поэтому они и являются примерами векторов. 

Вопросы и задачи 
629. Какой вектор называется произведением ненулевого 

вектора а на число Х=/= О? 
630. 1 )  Известно, что АВ = СБ. Следует ли из этого, что 

JAB I  = I W I ?  
2 )  Известно, чtо 1 АВ 1  = 1 ёD 1 и ёD =/= б. Следует ли из 

этого, что: а) AB = CD? б) AB = CD? 
631 .  Дан вектор а. Отложите ОТ данной точки м векторы 

-а, 2а-. -за. -1.5а, � а. 
632. Задан вектор ё= оЕ. Найдите вектор а, если: 

- - - - - - - - - 1 -1 )  а=2е, 2) а=5е, 3) а=0,5е, 4) а= -3,5е, 5) а= З е. 

633. При каких значениях числа k векторы а (а=/= О) и 
ka: 1 )  сонаправлены, 2) противоположно направлены, 
3) равны? 

634. При каких значениях числа k верны соотношения: 
. 1 ) J kёl < i ёl , 2) J kёi > i ёJ , 3)  l kёl = i ёl , где с- - не-

нулевой вектор? _ 

- - - ь 6�5. З_адайте векторы а и Ь и найдите векторы: 1 )  а- 2 ,  
а- Ь - -2) -3- ,  3 )  2а- 3Ь. 

636. Укажите, при каких значениях k вектор kё+ ё 
(ё=1= б) : 

1 )  имеет то же направление, что и вектор ё, 2) имеет 
направление, противоположное направлению вектора с, 
3) равен нулевому вектору? 

637. На координатной прямой даны �чки: 0(0), А_(О.5), 
В( -Д Найдите такое число х, что: 1 )  ОА =хбВ, 2) ОВ = 
=xOD, 3) ВА =хОА , 4) ВА =хВО,  5) 68 =хВА, 6) АО = 
=хВА. 

638. Четырехугольник ABCD - параллелограмм. Точка 
--- ---м - середина стороны ВС. 1 )  Выразите MD через АВ и 

� --+- � --Jо-вс. 2) В ыразите АМ через АВ и ВС. 
639. В треугольнике АВС проведена медиана ВМ. Вы-

-+ - --+-
разите вектор ВМ через ВА и ВС. 

640. Какие законы действий над векторами выражаются 
равенствами :  1 )  ь+ б=ь, 2) ё+ il= il+ ё,  3) (ё+il) + ь= 
= ё+(if + 6), 4) Оё= kС5, 5) Оё:= !1 6) (St)b=S(t6)? 7) Sa+ 
+ ta=(s + t)a, в> sь+ sё=s(ь+С)? 

64 1 .  Упростите выражения (и назовите законы действий 
над векторами, которые при этом применяются) :  
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1 )  за+ ( - ь) - 2а+ зь-; 
2) - 2(2.5а+ оБ) + зо+ 6а; 
3) 3(5а+ 2Б) + 4(-За+ 6); 

1 - ;;\ ;;'! 1 - ;;\ 4) 2 [ (За -2Ь1 + 5аJ - З (6а - 9Ь1 • 

642*. Докажите, что если векторы а и ь - коллинеарны, 
то и+ ь=ь+ и. 

Задание 1 6  (§ 61 -63) 
1 .  Сформулируйте и запишите в обозначениях законы 

сложения векторов. 
2. Даны два равных вектора: АВ = ёh. Докажите что -э-- � -+ :-t;._  t 

равны векторы: 1 )  А С  и Ви, 2)  СА и D11. 
3. Задайте на рисунке два вектора АВ и ёh. 1 )  Выпол

ните их сложение: а)  по правилу треугольника, б )  по 
прав-11.лу 

-+
параллелограмма. 2) Найдите векторы :  

а )  A B - CD, б) CD -AB. · 

4. Может ли длина сумм ы  двух векторов: 1 )  равняться 
длине одного из этих векторов, 2) быть бол ьше длины каж
дого из них, 3) быть меньше длины каждого из них? Свои 
ответы подтвердите рисунками. 

5. Задайте векторы ii, Ь и ё. Найдите векторы: 1 )  а+ Ь + ё.  
2> й+ ь-- ё. 3 )  а- ь-ё. 

6. Точки А,  В, С и D являются вершинами трапеции. 
1 )  Найдите составляющие по прямым АВ и AD векторов: 
а) АС, б) CD, в) BD. 2) Найдите составляющие по прямым 
СА и CD вект()Еов: а) AD, б )  СВ, в)  ВА. 

7*. Дано: AB + CD. Доказать: для любой точки О вы
полняется равенство: ОВ + 6ё = ОА + OD. 

ВНЕКЛАССНАЯ РАБОТА 

Математический бой 
двух команд 

П равила, комментарии, 
опыт проведения 

П редисловие 

Матбой чем-то напомин ает турнир рыцарей, где вопросы 
честного ведения боя (по всем правилам)  стоят на первом 
месте. Как и всякий рыцарь, капитан побежденной 
команды должен иметь мужество поздравить капитана
победителя, ибо главное не победа, а искусство коллектив
ного разума и творческая работа каждого. 

Если в школе по большей части решают задачи для 
учителя, на олимпиадах - для себя, то во время матбоя -
для победы всей команды. Сегодняшний приннип обучения 
коллективный, но антиколлективистский: считается, что 
решать задачи вместе плохо, будет «списывание», забывая, 
что «сильный» учится объяснять «слабому», а «слабый» 
получает индивидуальную помощь, на которую у учителя 
нет времени. А бывает, что один найдет идею, а другой 
ее подхватит и оформит! Не потому ли сейчас редко 
встречаются дружные классы, что каждый за себя? 

В классе 1;1сё организует учитель, ему легче работать 
с послушными исполнителями и получать стандартные 
ответы на стандартные вопросы, а растить творческих 
самостоятельных людей - трудно. На матбоях - полная 
самоорганизация, вся ответственность - на самих ребятах, 
и результат - осязаемый, зависящий от м ножества удач 
и просчетов, переживаемых у всех на глазах. 

Желание - великий двигатель, с которы м  человеку не 
страшны горы черновой работы, он стремится к цели, 
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не замечая усталости. Такого энтузиазма в решении 
трудных задач и такой мобилизации всех сил и способ· 
ностей, как во время матбоя, нигде не увидишь. 
Матбой - это еще и игра с неполной информацией о 
партнере, где нужны интуиция и верная тактика; это и 
увлекательный «спектакль», когда перед всеми надо ис
полнить непростую роль. 

Это не значит, что олимпиады и конкурсы хуже, 
нет, на олимпиадах, например, школьники учатся оформ
лять свои мысли письменно, проверять сами себя, н� 
надеясь на чью-то помощь,- это очень важно, но того, что 
дает матбой, олимпиады заменить не могут. 

Все сказанное относится к хорошо подготовленному 
матбою, когда уровень задач соответствует уровню ко· 
манд, когда четко решены оргвопросы, когда внимание 
участников сосредоточено на содержательных моментах, 
а не на желании победить любой ценой. Именно 
поэтому рыцарские качества - честь, выдержка и уважение 
к противнику - имеют первостепенное значение. 

Опыт матбоев поможет участникам в будущем: умение 
сделать научный доклад, выслушать и понять работу дру
гого, задавать четкие вопросы по существу - все это при
годится на семинарах и конференциях, для рецензировании 
книг и статей, для совместной научной работы. И еще: 
ученики разных школ на матбоях знакомятся, создают 
новый круг общения. И последнее: после удачно прове· 
денного матбоя просыпается вкус к хорошей работе, 
хочется выступить еще раз, но как следует, учтя все 
промахи. Поэтому проиграть командам подчас бывает по
лезнее, чем победить. 

Матбои зародились в Ленинграде и были придуманы 
Иосифом Яковлевичем Веребейчико1t1 примерно в 1965 г. 

Первые матбои проводились в стенах школы № 30, где 
Иосиф Яковлевич работал учителем математики и вел 
кружки. Через много лет появилось краткое сообщение о 
матбоях в журнале «Квант» ( 1972, № 1 0) , а еще через 
много лет - задачи матбоев в журнале «Математика в 
школе» ( 1 989, № 5) , но правил, как таковых, опубликовано 
не было. Матбои стали проводиться в разных городах, 
но при этом возникли отдельные расхождения в правилах. 
С б ольшим трудом, благодаря летним математическим 
школам в г. Кирове, где встречались московские, ленин
градские и кировские преподаватели, в долгих спорах 
удалось преодолеть эти расхождения. 

Статью подготовили 1 Д. В. Дерягин J, А. Я. Канель, 
А. К. Ковальджи, Г. В. Кондаков, И. С. Рубанов, 
С. М. Финашин, Д. В. Фомин, А. А. Шапиро, А. Д. Я ценко. 
Полезные замечания сделали Д. В. Аблов, А. И. Артемьев1 
И. А. Биндер, Ю. М. Бурман, К. Н. Ингатьев, 
Н. А. Кузьмичева, Э. Ю. Красс, В. А. Уфнаровский, 
М. Ю. Чечельницкий. 

Мы не могли изучить все варианты проведения матбоя, 
поэтому будем благодарны читателям, которые пришлют 
нам свои варианты, идеи, критику или вопросы,- это 
поможет в дальнейшей работе. 

* 

А теперь о самих правилах. Они выглядят сложными, 
но здесь - как в спорте: в футбол, например, играют даже 
дети, а правила международных соревнований - это горы 
пунктов, подпунктов и примечаний! Идея матбоя тоже про
ста: команды решают одни и те же задачи, потом по 
очереди рассказывают решения ,  а соперники их проверяют. 
Однако осуществить эту идею непросто - неизбежно воз· 
никают вопросы: что делать, если у команды нет решения? 
Может ли команда помогать выступающему? Может ли 
проверяющий (оппонент) дополнять отвечающего (доклад
чика) ? Как оценивать работу докладчика и оппонента? 
И т. д. Затем возникают непредвиденные ситуации, ко
торые приводят к изменению или уточнению правил,-



и появляются «пункты, подпункты и примечания» ( излиш
ние при первом чтен 1111, но необходимые в дальнейшем) .  

Схема матбоя 

Матбой - это соревнова ние двух команд в решении 
нестандартных задач, подобранных жюри, в умении расска
зывать решения у доски и в умении проверять чужие 
решения. 

Команды получают одинаковые задачи и решают их в 
разных помещениях в течение заданного времени. Таким 
образом, матбой состоит из двух ч астей: решения задач и 
собственно боя. 

Чтобы определ ить, в каком порядке команды будут рас
сказывать решения задач, команды делают «вызовы»: 
одна называет номер задачи, решение которой она желает 
услышать, а другая сообщает, принят ли вызов. Обычно 
команды вызывают друг друга по очереди. 

Если вызванная команда хочет отвечать, то она выставля
ет докладчика, а другая кома нда - оппонента для проверки 
решения. Командам могут даваться минутные перерывы 
для помощи докладчику или оппоненту. 

Если вызванная команда отказалась отвечать, то вызвав
шая команда должна сама рассказать решение задачи. 
При этом, если оппонент докажет, что у докладч·ика нет ре
шения, то вызов считает некорректным. Тогда вызывав
шая кома нда должна повторить вызов. 

Команда может отказаться делать очередной вызов 
(если у нее не осталось решенных задач и она не хочет де
лать некорректный вызов) . Тогда другая команда получает 
право рассказать решения любых задач, оставшихся нера
зобра иными. 

После каждого выступления жюри дает командам очки 
как за доклад, так и за оппонирование. 

Порядок проведения матбоя 

Ответственный бой лучше проводить в учебное время 
(1 1  занятия, и матбой - большая нагрузка, а если исполь
зовать воскресенье, то не будет отдыха и участники не успе
ют подготовиться к урокам) .  Обычно договариваются о 
числе участников в команде, устанавливают точное время 
на решение задач и примерное время на  бой. 

Перед началом решения задач жюри напоминает основ
ные моменты правил и согл асовывает договорные условия. 

Договорны.е условия 

1. Предельное число выходов к доске одного человека 
(обычно 2) . 

2. Число минутных перерывов (обычно 3) . 
3. Примерное время на доклад (обычно 15 мин) , после 

которого жюри решает, дать еще время или передать слово 
оппоненту. 

4. Формулировка некорректного вызова (см. «Коррект
ность вызова·») : сильная или слабая. 

5. Можно ли оппоненту дополнять докладчика, если он 
не на шел пробелов в решении (обычно «нет») . 

6. Какую разницу очков считать ничейной (обычно не 
больше 3) . 

7. Какой круг фактов и методов можно использовать 
без доказательства ( например: неравенство средних, прин
цип Дирихле, мат. и ндукция, остатки по модулю) . 

8. Можно ли пользоваться литературой и калькулятора
м и  во время решения задач (обычно «да» ) .  

9 .  Можно л и  выходить к доске с записанным решением 
(обычно «да») . 

Решение задач 

Есть джентльменское правило: прежде ч е м  приступить к 
решению, команды сообщают жюри о всех зада ч а х, реше

ния которых им известны ( ыатбой - это не 1<.1уб знато
ков ) . Жюр11 н с к л ю ч а ет или з а м е н яет эт 11 задач1 1  ( предва
рительно проверив, что идея р е ш е н и я  действнтелыю из

вестна ) .  

Представитель жюри регулярно посещает команды и от
вечает на вопросы по условиям задач. При этом каждое 
уточнение условий, данное одной ком анде, сразу же должно 
сообщаться и другой команде. 

Жюри не должно давать и нформации о трудности задач.  
В процессе рещения задач и во время боя к9ма нды не 
должны общаться и знать количество решенных задач у со
перников. 

Начало боя 

Когда время на решение задач истекло, команды и 
жюри собираются вместе. 

Целесообразно создать обстановку (расставить столы) 
для удобного общения членов команд и жюри ( рис. 1 ) .• 

-

Рис. 1 
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Д о с к а 
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Приглаш енные 

Капитаны сообщают названия команд. 

D 
D 
D 

На доске изображается таблица результатов: 

Номер Очки Вызов 
Очки Очки 

задачи команды команды жюри 

Существуют ограничения на общение участников, кото
рые показаны на схеме ( рис. 2; например, оппонент 
может общаться только с докладчиком и с жюри, а капи· 
таи · - только со своей командой и с жюри) .  

Даклаочик .... 
...-

.... за- Оппон ент 

"' /  
жюри 

/ '  КоманiJа -капuтан Капи.тан-Команаа 

Рис. 2 

Конкурс капитанов 

Ка п ита нам предлагается достаточно простая задача на 
сообразительность, в которой требуется дать только ответ, 
или игра, в которой не видно простой выигрышной стрите-
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гни ( при этом капитанов спрашивают, кто хочет начать 
игру или быть вторым;  кто раньше ответит - определит 
очередность ) .  

Конкурс кончается, когда один и з  капитанов даст ответ 
или победит в игре. Если ответ верен, то капитан победил, 
если не верен, то победил другой капитан. 

Капитан, победивший в конкурсе, сообщает, какая 
команда сделает первый вызов. 

Вызов 

Капитан вызывающей команды сообщает номер задачи, 
решение которой команда хочет услышать, а другая 
команда отвечает, принят ли вызов. 

Если вызванная команда хочет отвечать, то она сообщает, 
что вызов принят и выставляет докладчика, а вызывавшая 
команда - оппонента для проверки решения. 

Если вызванная команда отказалась отвечать, то вызы
вавшая команда должна сама предъявить решение ( вы
ставить докладчика, а другая команда - оппонента) .' 
В этом случае говорят, что происходит прэверка коррект-· 
ности вызова. 

Докладчик и оппонент 

В идеале: сначала докладчик сообщает решение, затем 
ему задают вопросы сначала оппонент, потом жюри. В про
цессе доклада оппонент и жюри стремятся не прерывать 
докладчика и пользуются лишь выражениями типа: 
«Это очевидно, можно не  доказывать», «Повторите, 
пожалуйста, этот момент». 

•. Докладчик может не отвечать на вопросы оппонента 
"во время доклада, но по требова нию оппонента или 
жюри должен дать план решения. 

Оппонент не должен требовать доказательства утвержде
ний из школьной программы или круга «Известных» 
фактов. В спорных случаях вопрос решает жюри. 

Время н а  обдумывание вопросов у доски - 1 мин (оппо
ненту - чтобы задать вопрос, докладчику - чтобы 
ответить) .  

Команды могут помогать докладчику и оппоненту только 
во время минутного перерыва (соперники тоже пользуют
ся этой минутой) .  Во время минутного перерыва можно 
заменить докладчика или оппонента (при этом учитыва
ется выход к доске) . 

Если докладчик указывает на п робелы в своем реше
нии, то считается, что оппонент тоже их нашел. 

Если оппонент согласился с решением докладчика и его 
команда не взяла минутный перерыв, то оппонент и его 
команда больше не участвуют в обсуждении задачи. 

Часть решения 

Если за минуту, дан ную на обдумывание вопроса, 
который жюри считает существенным, докладчик не под
готовил ответ и команда не взяла м инутный перерыв, то 
считается, что в решении есть пробел ( «дырка») . 

Решена ли задача, определяет жюри (рассуждают, на
п ример, так:  «Разобран только один из двух различных 
случаев», или: «Вряд ли за ограниченное время можно до· 
делать решения у доски> - решение не принято, или: 
«Ясно, что таким способом можно найти все ответы, поэто
му нет смысла проводить выкладки> - решение при
нято) . 

Перемена ролей 

Если вызов был принят, а докладчик предъявил только 
часть решения, то возможна перемена ролей. 

Вариант для сильных команд: вызывавшая команда по
лучает право рассказать свое решение только в том 
случае, когда оппонент показал, что у докладчика нет 
решения, если оппонент нашел лишь небольшие пробелы в 
решении, то он и меет п раво сразу их восполнить, но не 
рассказывать свое решение. Если оппонент не нашел пробе-
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лов, то он и его команда в обсуждении задачи больше 
не участвуют. 

В ариант для слабых или неопытных команд: вызывавшая 
команда может рассказать свое решение, если решение 
до1<J1адчика не принято жюри (даже когда оппонент не на
шел пробелов) . 

Во время перемен ролей можно заменить бывших доклад
чика или оппонента ( при этом учитывается выход к 
доске) . 

Корректность вызова 

Если вызов принят, то вопроса о его корректности не ста
вится ( иногда говорят: «Принятый вызов всегда коррек
тен» ) .  

Если вызов н е  принят, т о  вызывавшая команда должна 
сама рассказать решение, и здесь возможны два случая: 

1 .  Вызывавшая команда не стала отвечать. Тогда вызов 
«автоматически» считается некорректным. 

2. Вызывавшая команда выставила докладчика, т. е. про
исходит п роверка корректности вызnва. Есть два подхода к 
определению корректности. 

В ариант для сильных команд: если оппонент показал, 
что у докл адчика нет решения, то вызов считается некор
ректным (если оппонент не н ашел «липу» в решении, то 
вызов считается корректным независимо от исхода диалога 
между докл адчиком и жюри ) .  

Вариант для команд невысокого уровня, н е  умеющих 
оппонировать: вызов считается некорректным, если жюри 
не приняло решение докладчика (исход диалога доктщчика 
и оппонента не имеет з начения) .  

При некорректном вызове оппонент получает б очков, 
а вызывавшая кома нда - до б оч1юв за верные идеи и 
должна повторить вызов. 

Начисление очков 

Каждая задача стбит 12 очков (чтобы не сообщать труд
ность задач) . Эти очки распределяются между докладчи
ком, оппонентом и жюри (жюри достается остаток от 
12 очков) . 

Очки даются как за положительный вклад в решение 
задачи, так и за нахождение ошибок и пробелов в реше
нии. За чистое решение задачи дается 12 очков, а за 
«полное» оппонирование - б очков (если оппонент показал, 
что у докладчика совсем нет положительных результатов) . 

Оппонент получает очки в основном за те вопросы по 
решению, на которые докладчик не смог ответить 
(рассуждают обычно так: если бы докл адчик ответил на во
просы оппонента, то он получил бы, например, на 4 очка 
больше, поэтому оппонент получает 2 очка, остальные 
2 очка он может получить, если восполнит сам эти пробелы. 
Если число очкоu не делится на 2, то, учитывая другие со
ображения, результат округляют в ту или другую сторону) . 

Если оппонент указал на существенные ош11бк11 и пробе
лы в решении, которые, однако, докладчик исправил у 
доски, то он может получить до двух ОЧJ(ОВ. И наче говоря, 
за «лата ние дыр» у доски жюри может снять с докладчика 
1 -2 очка, которые может получить оппонент. 

За красивое решение или красивое оппонирование жюри 
может дать одно премиальное очко (оно не входит в те 1 2 ) . 

Жюри дает очки гласно, т. е. объясняет, за что они даны 
или сняты. 

Жюри может оштрафовать кома нду за шум, за неэтичное 
поведение (после п редупреждения) , обычно на очко. За 
подсказку штраф может быть больше с лишением права 
выступать по задаче и удалением подсказавшего. 

Если остается ьремя, жюри может выслушать более кра
сивые решения и дать за них премиальные очки. 

Отказ делать вызов 

Если у команды не осталось решенных задач, то она отка
зывается делать вызов ( чтобы избежать некорректного вы
зова ) .  Тогда другая команда получает праuо рассказать 
все оставшиеся у нее решения. 



После отказа от вызова команда до конца боя теряет 
право рассказывать решения задач и становится «вечным 
оппонентом», т. е. может получать очки только за оппони
рование. 

Итоги 

После каждого вызова жюри сообщает, поясняет и запи
сывает, сколько очков получила каждая команда. Жюри 
ведет протокол матбоя в виде таблицы, в которой ука
зываются: фамилии выступающих, номер обсуждаемой за
дачи, направление вызова и количество очков, полученных 
командами и оставшихся у жюри. На доске изображается 
упрощенная таблица, без указания фамилий. 

Вариант протокола матбоя 
Команда 1 Команда 2 Жюри 

Номер Номер 
Кто 

t;:WЗO· Коли· кого Коли- Кол и-
ва задачи Фамилия чество вызвал Фамилия чество чество 

очков очков очков 

1 3 Конда- 8 - Яценко 2 2 ков 
2 7 Руб а нов 1 1  ...... Канель 1 о ...... 

После боя количество очков у каждой команды и у жюри 
складывается. (Количество очков, оставшихся у жюри, 
характеризует трудность задач и силу команд. ) 

Если разность числа очков команд не превышает уста
новленной в договорных условиях величины, то засчитыва
ется ничья. 

Если остается время, то жюри рассказывает решения 
не решенных во время матбоя задач или показывает более 
удачные решения. 

Статус жюри 

Жюри является верховным толкователем правил матбоя. 
Если ситуация правилами не предусмотрена, жюри при
нимает решение по своему усмотрению. Решение жюри 
является обязательным для команд. 

Жюри может снять вопрос оппонента (если вопрос не по 
существу) , прекратить доклад или оппонирование (если 
дискуссия затягивается) . Во всех подобных случаях жюри 
обосновывает свое решение. 

Всякие соображения по уже разобранным задачам 
жюри рассматривает после боя. Задним числом счет изме
ннть нелызя. 

Статус капитана 

Капитан отвечает перед командой за организацию ре
шения задач, подготовку докладчиков и оппонентов, так
тику ведения боя. 

Я вляется представителем команды по всем оргвопросам: 
только он делает вызов, берет минутный перерыв, общается 
с жюри. ( Если капитан выходит к доске, то он оставляет 
заместителя.) 

Заранее выясняет, кто будет докладчиком и кто оппонен
том по каждой задаче, решает, взять или отдать первый 
вызов. Придумывает название команды. 

П амятка жюри 

Желательно формировать нейтральное жюри, а если это 
не удается, то вводить представителей обеих кома нд. 

Жюри должно знать решения всех задач.  
На ответственных боях жюри не должно задавать лиш

них вопросов командам, например о ходе решения задач. 
Жюри должно помнить, что своими вопросами оно помо

гает докладчику доработать решение у доски, а вмешива
ясь в диалог, «ест хлеб:. оппонента. 

Если жюри (после вопросов оппонента) видит пробел в 
решении, то оно должно проверить, может л и  докладчик его 
закрыть. 

В случае конфликтной ситуации члены жюри должны 
уметь обосновать свою оценку исходя из порядка начисле
ния очков. 

Когда между членами жюри решены принципиальные во
просы (о корректности, о полноте) и не осталось сущест
венных разногласий, то очки начисляют путем усреднения 
и округления мнений жюри до ближайшего целого числа. 

Желательно сначала объяснить мнение жюри по поводу 
начисления очков, а затем сделать запись счета, поскольку 
жюри может не заметить всех п робелов в решении, а капи
таны могут высказать свои замечания (очки за это не да
ются) . 

Если жюри не может быстро разобраться в решении, то 
в целях экономии времени и сил участников с согласия 
капитанов жюри может выделить своего представителя, 
который продолжит обсуждение задачи с докладчиком и 
оппонентом в другом помещении. При этом бой продолжа
ется, а очки по задаче начисляются позднее. (Это возможно, 
если нет проверки корректности вызова.) 

Желательно в течение боя в аналогичных ситуациях 
п ри нимать аналогичные решения ( правило прецедента) . 

О подборе задач 

В задачах должен быть «хлеб» для оппонента, т. е. при 
оформлении решения должны быть некоторые логические 
трудности (этим задачи для матбоя отличаются от задач для 
олимпиады) . 

Лучше, когда задачи разнообразны по идеям и тематике 
( например: из геометрии, алгебры, теории чисел или из тем 
для м атематических круж1юв: комбинаторика, неравенства, 
последовательности, игры, логика, принцип Дирихле, мате
матическая индукция, инварианты) . 

Общее число задач, а также число задач малой и средней 
трудности должно быть четным, поскольку при равном 
числе решенных задач и корректности вызовов команды 
должны рассказать равное количество решений. Обычно 
дают 2 легкие задачи, 2 «монстра», остальные - средней 
трудности (средняя задача с трудом решается средним 
участником за отведенное время, а «монстры» должны 
быть поучительны) . 

Число задач обычно близко к числу участников в коман
де. ( Если много задач, то бой может затянуться, а если 
мало, то не все участники смогут выступить.) 

Нужны запасные задачи для боя и для конкурса капи
танов (чтобы заменить известные) .  

О формировании команд 

Обычно в кома нды входят от 3 до 1 2  человек. Если услов
лено, например, что в командах будет не более 8 человек, 
а претендентов больше, то можно провести отборочный тур 
либо взять по 2-3 запасных, а команды сформировать 
после решения задач.  

Время на бой ( памятка) 

На решение задач (в зависимости от их числа и трудно
сти )  дают от 1 до 5 ч. Бывает блиц-бой: 15 мин на решение 
всех задач (соответственно задачи проще ) .  

Прикидка: число часов н а  разбор задач примерно равно 
трети числа задач (с учетом переговоров. подведения итогов, 
рассказа двух решений и т.  п. ) .  

Хорошо оставить время для разбора нерешенных задач. 
Бывает перерыв на обед ( между решением и разбором) .  
Н е  стоит в оди н день решать задачи, а в другой -

разбирать решения. 

Советы по тактике 

Во время решения задач капитану следует узнать, кто ка
кие задачи хочет решать, и распределить их; вести учет 
решенных задач и проверенных решений. 

Участники должны стараться не шуметь - это очень 
мешает думать. 
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Если в команде есть сильный «решатель», то неразумно 
тратить его время на доведение решений до конца - это 
могут сделать его помощники. Пусть он генерирует идеи 
и отдает их на доработку. 

За некоторое время до конца решения задач стоит пере
ключиться всей команде на штурм одной задачи. 

Вызывать обычно выгодно на самую трудную из решенных 
командой задач или н а  задачу, где есть «Подводные 
камни». 

Докладчику бывает удобно сначала подготовить доску 
(сделать чертеж, выписать формулы) ,  а затем приступить 
к решению. 

Если оппонент не может разобраться в логике решения, 
то разумно попросить план решения. Полезно кратко запи
сывать свои вопросы, чтобы не забыть. 

Проблемные ситуации 

1 .  Бывает, что условие задачи понято неправильно. 
Часто в этом виновато жюри (например, комментарии 
к задаче даны только одной команде ) .  Конечно, надо 
тщательно продумывать формулировки, но на всякий случай 
стоит напоминать командам перед решением задач, что если 
задача кажется вам тривиальной, то, скорее всего, вы не
правильно поняли услэвие - уточните его у жюри. 
Если все же ЧП произошло и условие действительно допу
ск:.�ет другое толкование, то посоветуйтесь с капита нами: 
согласны ли они снять задачу или выслушать обе команды 
без изменения порядка вызова, а каждый рассказ оценивать 
из 6 очков (а если трудность задачи существенно зави
сит от понимания условия, то, например, из 8 и из  4 очков) ? 

2. После исчерпания полных решений у команды могут 
остаться соображения по нерешенным задачам. Нам дума
ется, что если останется время, то можно продолжить 
выступления по очереди, но при этом заранее оговорить 
ту часть решения, которая будет рассказана, а жюри 
должно сразу определить стоимость этого результата 
( например, 4 очка; тогда оппонент может заработать до 
2 очков) . 

П римеры задач ,и игр для конкурса капитанов 

!. Сколько существует трехзначных чисел? 
2. На столе лежат 20 спичек, двое по очереди берут 
или ·2 спички. Побеждает тот, кто возьмет последнюю 

спичку. 
3. Газету разорвали на три части, потом одну из частей 

разорвали еще на три ч асти, и так делали 40 раз. Сколько 
получилось частей? 

4 .  Полный бидон с молоком весит 30 кг, а наполненный на
половину - 1 5,5 кг. Сколько весит бидон? 

5. Разрежьте квадрат на 5 п рямоугольников так, чтобы у 
соседних прямоугольников стороны не совпадали. 

6. На йдите хотя бы одно решение неравенства O,O l <x< <0,0 1 1 .  
7. Сколько диагоналей в правильном ?-угольнике? 
8. В строке написано несколько минусов. Двое по очереди 

переправляют один или два соседних м инуса на плюс. 
Выигрывает тот, кто переправит последний минус. 

9. Замените звездочки числами так, чтобы сумма л юбых 
трех соседних чисел равнялась 20: 

7, " * * " " 

1 О. Известно, что дробь 

В -А · Р · Е · Н · Ь · Е  
К · А · Р ·Л · С · О · Н  

* 9.  

равна целому числу, где разные буквы обозначают разные 
цифры, а между цифрами стоит знак умножения. Чему 
равна дробь? 

1 1 . Три охотника варили кашу. Один положил 2 кружки 
крупы, второй - 1 кружку, а у третьего крупы не было. 
Они съели кашу поровну. Третий охотник и говорит: 
«Спасибо за  кашу! У меня остались 5 патронов,- и вот 
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вам задача: как поделить патроны в соответствии с в::�шим 
вкладом? » 

1 2. На озере росли лилии. Каждый день их число удваива
лось, и на 20-й день заросло все озеро. На какой день 
заросла половина озера? 

13. Есть две сковородки. На каждой помещается один 
блин. Надо пожарить три блина с двух сторон. Каждая 
сторона блина жарится одну ми нуту. За какое наименьшее 
время можно это сделать? 

1 4. Два м альчика хотели купить книгу. Одному из них не 
хватило 27 копеек, а второму - одной копейки. Они сложи
л и  свои деньги, но денег все равно не хватило. Сколько 

· стоит книга? 
1 5. Одна кастрюля вдвое выше другой, зато вторая вдвое 

шире первой, в какую из них больше войдет воды? 
1 6. Ш околадка стоит рубль и еще полшоколадки. 

Сколько стоит шоколадка? 

Образцы задач матбоя для V I l l - I X  классов 

1 .  Какое наименьшее число выстрелов всегда достаточно, 
чтобы попасть в четырехклеточный корабль при игре в 
«морской бой»? 

2. Известно, что доля блондинов среди голубоглазых 
больше, чем доля блондинов среди всех людей. Что больше: 
доля голубоглазых среди блондинов или доля голубогла
зых среди всех людей? 

3. На сторонах произвольного многоугольника произ
вольным образом расставлены стрелки. Докажите, что 
число вершин, в которые входят две стрелки, равно числу 
верш ин, из которых выходят две стрелки. 

4. Докажите, что среднее арифметическое двух последо
вательных простых чисел не является простым числом. 

5. На прямой отмечено 45 точек, лежащих вне отрезка АВ. 
Докажите, что сумма расстояний от этих точек до точки А 
не равна сумме расстояний от этих точек до точки В. 

6. Дано 1 00 положительных чисел. Известно, что произве
дение л юбых семи из них больше 1 .  Докажите, что произве
дение всех чисел больше 1 .  

7 .  Путешественник отправился из родного города А 
в самый удаленный от него город страны В, затем из В -
в самый удаленный от него город С и т. д. Докажите, что 
если С не совпадает с А, то путешественник никогда не 
вернется домой. (Расстояния между городами различны.)  

8. В углах шахматной доски 3Х 3 стоят 4 коня: 2 белых 
(в соседних углах) и 2 черных. Можно ли за несколько 
ходов ( по ш ахматным правилам) поставить коней так, что
бы во всех соседних углах стояли кони разного цвета? 

9. На стороне угла дана точка А. Постройте на этой же 
стороне точку М, которая одина1юво удалена от точки А 
и от другой стороны угла. . 

1 0. П о  кругу р асставлены 1 0  точек. Двое по очереди 
соединяют их отрезками. Начало первого отрезка - в любой 
точке, а каждый следующий отрезок начинается из конца 
предыдущего. Проигрывает тот, кто не может провести 
новый отрезок (дважды проводить отрезок нельзя, а пере
секать - можно) . Предположим, что игроки не делают 
ошибок. Кто из них победит: первый или второй? 

П р и м е ч а н и е  

Задачи 4 и 9 кажутся простыми, однако в них есть 
«подводные камни». 

Ответы к задачам конкурса капитанов 

1. 900. 2. Первый каждым ходом берет столько спичек, 
чтобы остаток делился на 3. 3. 8 1 .  4.  1 кг. 5. См. рис. 3. 
6. х= О,01 05. 7. 1 4. 8. Первый ходит в центр, а затем ходит 
симметрично второму. 9. 7, 9, 4, 7, 9, 4, 7, 9. 1 0. О. 
1 1. Все патроны надо дать первому охотнику. 1 2. За 1 9  дней. 
1 3. За 3 мин. 1 4. 27 коп. 1 5. В широкую войдет вдвое больше. 
1 6. 2 р. 

Краткие решения задач матбоя 

1. Будем располагать выстрелы по параллельным диаго
налям с интервалом 3 клетки начиная с днагонали 
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а4-г 1 .  Понятно, что четырехклеточному кораблю (крейсе
ру) укрыться будет негде. Получаем, что 24 выстрелов 
всегда достаточно. Покажем, что 24 выстрела сделать не
обходимо. Для этого разместим на доске 24 крейсера без 
наложений. Кстати, мы заодно доказали, что на доске 
! ОХ 10 нельзя разместить 25 крейсеров без наложений 
(иначе не хватило бы 24 выстрелов) . 

2. Обозначим N 5 - число блондинов, N г - число голу· 
боглазых, N БГ - число голубоглазых блондинов, N 8 -
число всех людей. Тогда по условию: 

Nsг Ns Nsг Nг 
N > -N => -N > -N . 

Г В Б В 
Итак, доля голубоглазых среди блондинов больше, чем 

доля голубоглазых среди всех людей. 
3. У каждой стрелки одно начало и один конец, значит, 

число всех начал равно числу концов, поэтому число вершин 
с двумя началами равно числу вершин с двумя концами 
( поскольку в остальных вершинах сходятся одно начало и 
один конец, т. е. поровну) . 

4. Задача кажется простой, поскольку по определению 
последовател ьных простых чисел между ними нет простых 
чисел. Но вот неожиданный вопрос: «Почему среднее а риф· 
метическое двух чисел лежит между ними?» Нагляднее 
всего это можно доказать так: пусть а< Ь, тогда 

- а + а -- а + ь -- ь + ь -ь а - 2 ""' 2 ""' -
2
- - · 

5. Заметим, что расстояния от любой точки до А и до В 
отличаются на длину отрезка АВ При переходе от точки А 
к точке В все расстояния от «Левых» точек увеличиваются, 
а от «правых» - уменьшаются на длину отрезка АВ. Но 
число точек слева не равно числу точек справа, следо· 
вательно, сумма расстояний до точки В будет отличаться 
от суммы расстояний до точки А по крайней мере на вели·  
чину отрезка АВ. 

6. Заметим, что количество чисел, меньших 1 ,  не больше 
6, а все остальные числа больше 1. Перемножим все числа, 
меньшие 1, и еще несколько чисел, чтобы всего было 7 чисел. 
Их произведение больше 1, а все остальные числа больше 1 ,  
значит, произведение всех чисел больше 1 .  

7. Если путник и з  В н е  вернулся в А ,  то р асстояние ВС 
строго больше АВ, а каждое следующее расстояние не 
·меньше предыдущего. ( Почему нельзя сказать: «больше 
предыдущего», ведь все расстояния различны?) Если бы 
путник потом вернулся в А, то последнее расстояние было 
бы больше АВ, а это противоречит тому, что В - самый 
дальний город для А.  

8. Построим схему движения коней по клеткам.  Для 
этого занумеруем клетки и выпишем их номера в том поряд
ке, в котором конь может их обойти. На схеме ( рис. 4)  
видно, что кони «бегают по кругу», т. е .  любой ход коня 
не меняет порядка следования их цветов на схеме, а значит, 
нельзя изменить чередование их цветов в углах доски. 

9. Пусть М - искомая точка ( рис. 5 ) .  Опустим из нее 
перпендикуляр на другую сторону угла и получим точку С. 
Можно выразить углы д АМС через величину исходного 
угла, а тогда легко построить точки С и М. Но «СОЛЬ» задачи 
состоит в том, что у нее есть два решения, одно из которых 
обычно теряют: точку М можно отложить по разные сто
роны от точки А.  

10. Выигрывает начинающий: первым ходом он соединяет 
любые точки А и В, а затем проводит отрезок либо к точке А, 
либо к В. Это всегда возможно, поскольку второй игрок 
вынужден каждый раз ходить в новую точку, которая еще 
не была соеди нена с точками А и В. П ри такой стратегии 
начинающий не может проиграть, а ничья невозможна, по
скольку число отрезков конечно. 

Об одном методе построения 
графиков тригонометрических 
функций ( метод рамок) 
Е. П. Кузнецова (Минск) 

В школьном курсе математики преобразования 
параллельного переноса и Р?Стяжения (сжа
тия) к осям Ох и Оу вводятся на  отдельных 
примерах и систематизируются только в мате· 
риале для повторения учебного пособия «Алгеб
ра и начала анализа 9- 1 0». 

Учащиеся обычно хорошо понимают, что точ
ка с координатами  (хо; уо) при параллельном 
переносе на вектор r(a; Ь) переходит в точку 
(хо+ а; уо + Ь ) .  Но что уравнение функции вида 
у =  f(x) под действием этого вектора получит вид 
y = f(x - a) + b, усваивается обычно труднее. 
Мы предлагаем разъяснить это следующим об
разом. 

На р ис. построе!'I график ( 1 ) функции 
y = f(x), при параллельном переносе r(a, Ь) ОН 
принимает вид (2 ) . Л иния ( 2 )  является графи
ком некоторой функции.  Требуется задать эту 
функцию уравнением. Критерием же истинности 
найденного уравнения является сводимость его 
к числовому равенству уо = f(xo), которое, как 
видно на  рис. 1 , безусловно верно. 

у 

х 

Рис. 1 

Учащиеся обычно по аналогии с характером 
изменения координат точки под воздействием 
вектора r(a; Ь) предлагают в качестве уравнения 
для функции (2) следующее: y = f(x+ a) + b. 
Подставив в это уравнение вместо х и у коорди-
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наты точки (хо+ а; Уо+ Ь), которые должны 
удовлетворять ему, убеждаемся, что получили 
неверное равенство yo =f(xo+ 2a). После этого 
учащиеся, как правило, называют уравнение 
y=f(x- a)+ b. Подставив координаты точки 
(хо+ а; уо+ Ь) в это уравнение, получим 
уо = f(xo) - истинное равенство при любых а и Ь.  

Аналогичные рассуждения используем при 
рассмотрении п реобразования растяжения 
( сжатия )  к оси Ох с коэффициентом kox=n. 
Точка (хо; уо) преобразуется при  этом в точку 
(хо; пуо) . А как преобразуется уравнение функ
ции у =  f(x)? Учащиеся называют уравнение 
у= nf(x). Подставив в уравнение координаты 
точки (хо; nyo), убеждаемся в правильности это
го утверждения. 

При рассмотрении растяжения ( сжатия) к 
оси Оу с коэффици ентом k0 = m, отображаю
щего точку (хо; Уо) в точку (тхо; уо), учащиеся 
считают, что уравнение y=f(x) п реобразуется 
в уравнение у= f(mx). Но подстановка коорди
нат точки (тхо; уо) в уравнение приводит к не
верному равенству. После некоторых размыш
лений учащиеся предлагают в ер ное уравнение 

y=f(� ) , в справедли вости которого убеждает 

проверка.  
После изучения этих преобразований полезно 

рассмотреть различные цепочки данных преоб
разований ( композиции) . Например:  

l )  r(a; Ь), kox= n, k0u= m; 
2)  r(a; Ь), k0u= m, kox=n; 
3) k0x=n, r(a; Ь), k0u=m; 
4) k0y= m, r(a; Ь), kox=n ; 
5) k0x=n, k0y = m, r(a; Ь); 
6) k0y=m, kox=n, r(a; Ь). 
Задача состоит в том, чтобы в каждом из этих 

случаев выяснить вид, к которому с ведется 
уравнение y=f(x) под воздействием той или 
иной последовательности преобразований .  

Приведем решение для случаев ( l )  и (6) . 
l )  y=f(x) -+y=f(x- a)+ b  -+y= n(f(x- a)+ 

+ b)-+y=n(f(� - а) + ь) . 

6) y=f(x) -+ y=f(� ) -+ y=nf(� ) -+ у= 

=пК х:а) + ь. 
Очевидно, что результаты получились разл ич

ными.  Особенно убедительно это различие де
монстрируется на примере п реобразования 
координат конкретной точки, наприм ер (2 ;  l ) .  
Если задать r(l ;  4), k0x=2, k0y=3, то по цепочке 
( l )  получим :  

(2 ; 1 ) -+ (3; 5) -+ (3; 1 0) -+ (9;  10) ,  
а п о  цепочке (6) : 
( 2; 1 )-+ (6; 1 ) -+ (6 ;  2 )-+ (7 ;  6) . 
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Однако основная цель здесь заключается в 
том ,  чтобы по виду уравнения некоторой функ
ции y = af(bx+ c)+d  выделить одну из последо
вательностей преобразований исходной функ
ции y=f(x). 

Так, от функции y=f(x) мож·но перейти к 
функции y= af(bx+ c) + d  путем,  например, та
ких последовательностей п реобразований:  

kox=a, koy= -} .  г(  - : ; d) ; 
- 1 kox= a, r( - c; d), koy= ь ;  

r( -с; :) , k ox=a, k oy = +·  
Первую и з  них можно получить таким обра

зом : 

у= аf(ь(х+  � ))  + d или y = af (  х;-1;ь) +d. 
Теперь становится понятным, что функция 
y=f(x) была подвергнута следующим преобра
зованиям:  растяжению (сжатию) к оси Ох с 
k0x= a, растяжению (сжатию) к оси Оу с 

1 k0y= ь и параллельному переносу на вектор 

r ( - � ; d) . 
На конкретных примерах: 
а) у=5  sin (2х+8)- 7; 
б )  y= -}cos ( �  + 1) + 5; 
в )  у= l l tg (3х -2)+8; 
г) у=4  l ogз (5х + 8)- 6 

учащиеся закрепляют умение выделять пре
образования по виду уравнения: 

а) kox=5, koy= + ·  r(-4 ; - 7); 
1 -

б )  kox= 2 , k0y=3, r(- 3; 5); 

в )  kox= l l , k oy =  + .  г( ; ; 8) ;  

г)  k ox= 4, k0y = -}, r( - : ; - 6) . 

Переходим к р азъяснению метода рамок. Ос
новная идея этого метода состоит: l )  в выделе
нии с помощью прямоугольной рамки опреде
ленной части гра фика тригонометрической 
функции на промежутке длиной в период и 
2)  в фиксировании на  этой части графика опре
деленных точек ( нули функции, точки экстрему
м а ) , расположение которых не меняется по от
ношению к рамке при преобразованиях сдвига 
и сжатия. 

Например, для функции у= sin х выделяются 
части графика на промежутках [ - л; л] или 
[О; 2л] ( рис. 2) и заключаются в прямоуголь
ные р амки.  Отмечаем, что ось Ох является 
осью симметрии рамок и нул и  функции распо
ложены по краям отрезка оси Ох, заключенного 



у 

а) 

Рис. 2 

в рамке и в его середине. Длина всей рамки 
( вдоль Ох) равна периоду функции, а высота -
двум единицам, т. е. двум максимальным значе
ниям функции. Замечаем, где и как на  рамке 
расположены точки максимума и минимума в 
случае ( а )  и (б ) . Обращаем внимание учащих
ся, что если график функции подвергнуть рас
тяжениям ( или  сжатиям) , а также параллель
ному переносу, то изменяются размеры рамки 
и ее место относительно осей координат, но 
расположение нулей и точек экстремума по от
ношению к краям и оси симметрии рамки не 
изменится (т. е .  сохранится отношение длин 
отрезков) . 

Исходя из сказанного, предлагается следую
щий способ построения гра фика функции вида 
у=а  s in (Ьх+ с)+d. 

Сначала преобразуем уравнение функрии, 
вынеся множитель Ь за скобки: у= а sin Ь\х+  
+ � ) +d, и прочитаем по нему координаты па-

раллельного переноса г( - � ; d), коэффициент 

растяжения ( сжатия )  к оси Ох - kox=a, коэф
фициент растяжения (сжатия) к оси Оу - k0y= 
= .!.. . Определим теперь размеры рамки :  длина ь 

1 равна длине периода Т= То · k0у=2л ·  ь '  высо-

та равна 2k0x=2a. 
Зная новое положение и размеры рамки, 

строим ее и вписываем в нее по пяти опорным 
точкам синусоиду ( рис. 3) .  Понятно, что при 
желании график можно продолжить за пределы 
рамки. 

Рассмотрим конкретный пример и запись его 
решения. 

Построить график функции у= � s in ( � + 
+ : ) -3. 

Р е ш е и.и е1 ( используе� вариант рамки б ) : 
у=2,5 stn 3(х+4)-3, r(-4 ;  - 3), k0x=2,5, 

k0y=3, Т=2л ·3� 1 8. Выполняем рис. 4. 

у 

у 

о 

Рис. 3 

у 

Рис. 4 

6) 

_ о. 1 
ь ,  

х 

х 

Аналогично за  основу построения графиков 
вида у=а  cos (bx+c)+d  берется изображение 
графика функции у= cos х на одном из проме
жутков [-л; л] или [О; 2л], заключенное в пря
моугольную рамку, в которой отмечено располо
жение нулей функции, а также максимума и 
минимума. Рамку подвергают р астяжениям 
( сжатиям) и сдвигу, а затем вписывают в нее 
по пяти опорным точкам линию нового графика. 
«Портреты» графика косинуса на  промежутке 
длиной в период могут использоваться также в 
двух вариантах ( рис. 5) . 
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Рис. 5. 

П р  и м  е р. Построить график функции у= 
=7  cos (2х- 6) - 4 . 

Р е ш е н и е  ( испол ьзуем вариант рамки б ) : 
у=7  cos 2(х-3)-4  r(3 · - 4) k = 7  k = ' ' ' Ох ' Оу 

1 1 = 2 .  Т= Тоk0у= 2л ·  2 =л� 3 . В ы пол няем 
рис. 6. 

Несколько иначе приходится выделять р а м ку 
для графика функции y= tg х ( рис. 7) .  

Замечаем, что в точках -л/4 и л:/4, которые 
расположены посередине м ежду нулем и верти
кальными асим птотами, функция принимает 
значения - 1 и 1 . Таким образом, ширина рамки 
составляет половину периода функции, а высота 
равна двум коэффициентам р астяжения ( сжа
тия) к оси Ох. По виду уравнения выяснив 
координаты сдвига и коэфф ициенты растяже
ний ( сжати й ) , вычисляем длину нового перио
да функции Т = Tokoy= лkоу• а также его чет
верть Т /4. Откл адывая вправо и влево от нового 
начала отсчета п о  четверти периода, получим 
ширину рамки,  а от границ рамки, отложив 
вдоль оси Ох еще Т /4 в право и влево, получаем 
положение вертикальных асимптот искомого 
графика. В ысота рамки равна 2kox· 

П р  и м  е р . Построить график функции у= 
=4 tg ( � + 1 ) - 2 . 

Р е ш е н и е: 
у=4 tg {- (х +3) - 2 , r(- 3; -2), 

k0y=3, Т=Тоk0у=л: · 3�9 .  Т/4 �2 _!... . В ыпол-4 
няем рис. 8. 

Рис. 6 Рис. 7 Рис. 8 

!1 1 !/ 1 g 
J 1 - \  1 1 

- -в' J 
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Рис. 9. Рис. 10 

Особо указываем учащимся, что график 
функции y=a tg (bx+ c)+d  не считается по
строенным, если не указано положение верти
кальных асимптот, ограничива ющих период. 
Обращаем внимание также на то, что все число
вые характеристики подписываются только на 
осях исходной системы координат. 

Для построения графика кота нгенса также 
используется четверть периода. Рамка для этой 
функции изображена на рис.  9. 

При построении графика у= 5 ctg ( � + 1) - 2  
выяснив, что kox=5, k oy=4, r (- 4; - 2) и по
строив вспомогательную �истему координат, 
полученную сдвигом на r (-4; - 2) основ
ной, откладываем от точки 0 1(-4; - 2) вдоль 

о Т n · 4 оси х четыре раза 4 = -4- = л � 3. Через 
первое и второе деление проводим прямые, пер
пендикулярные оси Ох и откл адываем на них 
( вверх и вниз от горизонтали )  по 5 единиц. 
Получив таким образом прямоугол ьник разме
ром лХ 1 0, строим график котангенса и верти
кальные асимптоты ( рис.  1 0) .  

Для закрепления полученного навыка можно 
п редложить учащимся построить по тому же 
принципу график любой периодической функ-
ции, напр имер у= 5 { � + 3}- 7. Построение ве

дется на базе графика у= {х} и выделенного 
в рамку его участка на промежутке длиной в 
период ( р ис. 1 1 ) .  

Рис. 1 1  

... 
х 



Рис. 12 

1 у 
1 

-s 1 - 4  -1 о 
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Р е ш е н и е  (рис. 1 2 ) : 

у=5 {�(х+6)} -7, kox=5, koy=2,  f (-6; 
-7) ; T= Tokoy= l · 2=2.  

Как показывает практика преподавания,  ЭТОТ 
метод хорошо и быстро усваивается учащимися 
школы и студентами 1 • Все отмеча ют его просто
ту, удобство ( не надо рисовать лишнего )  в 
сравнении с ранее изученными способами. Ме
тод хорош и тем ,  что учителю легко проверить 
соответствие построенного графика заданному 
уравнению. 

Этот метод может быть распространен и на  
другие, не только периодические, функции, но 
именно для периодических функций его приме
нение наиболее целесообразно. 

О т  р е д  а к ц и и .  Для построения графиков 
сдвинутых гармонических колебаний у =  
= А  c os (kx + Ь) + С есть более короткий способ. 
Поскольку уже доказано, что коэффициенты А 
и k определяют растяжение по осям координат, 
а коэффициенты Ь и С - сдвиги по этим  осям ,  

то А + С � у � С -А и период Т = 2k
я
. Дал ее 

достаточно указать положение точки м аксиму-
ь ма. Самое простое: kx+ b = O, откуда х = - k .  

Через период точки максимума повторяются, 
а посередине между ними - точки минимума.  
Для построения графика этого достаточно. 

1 С этим методом в течение ряда лет знакомятся студенты 
физического фа культета Минского педагогического и нстн 
тута (специальность «Физика и математика») на занятиях 
по методике преподавания математики и на практикуме по 
решению математических задач. 

И спользование тождеств 
в решении · задач 

С. Л. Манукян, (с. Малый Памач ГССР) 

Для решения задач, составления новых задач используют 
различные формулы. Иногда такими формулами являют· 
ся тождества. 

1 1 1 
Рассмотрим сумму - + -ь + - , возведем ее в квадрат: . а с 

(_!_ + _!_ + _!_)2 = 1 + 1 + 1 + 2
(а+ь+с) . Если 

а Ь с 7 7У "? аЬс 
( 1 1 1 )2 1 1 1 а+ь+с=О, то - + -ь + - = -:з + 7У + д или .------- а с а с 

- '-h + 7Y
1 + � = 1 2- + -ь

1 + 2- l , где с= - (а+Ь) . V а с а с 
Выполнив подстановку, получим: 

_ (i 1 1 1 1 1 1 1 v (? + 7У + (а+ь)2 = а + ь - а+ь ( 1 ). 

1 1 1 
Если в тождестве ( 1 ) а заменить - и.ли а и Ь - - и -а а Ь 

соответственно, то придем к двум новым тождествам: 

_ f 2 1 а2 1 1 а 1 v a + 7Y + (ab+ J )2 = а+ ь - аь+ 1 

- f azьz 1 аЬ 1 V а2+ь2+ (а+ьу� = а+ь- а+ь 
Приметтим полученные тождества в решении задач. 
1) Упростить выражение: 

(2) . 

(3) . 

_ /  1 1 _ / 1  1 1 
V а2+ ь2 + (а+ь)2 + V 7 + � + (а2+Ь2)2 • 

Согласно тождеству ( 1 )  данное выр ажение есть не что 

1 1 1 1 1 и н ое. как -; + т - а+ ь . 
2) Найти сумму: 

S = -V,-1-+-�-�-+-�-I + -v;-+ � + � + ... 

1 1 . . .  + + 2 + 2 · (n- 1 )  п 
. 1 

Так как 1 -= -р • то, используя ( 1 ) ,  имеем: 

S=( t +  + - �) +( 1 + -}- �) + ... +( 1 + п 
1 
1 -

1 ) 
1 1 1 1 - п  = 1 + 1 +  ··· + 1 +2-п  = 2 +п- п = 

2n2+п-2 
2п 

- / 1 9882 1 988 3) В ы числить: у 1 + 19882+ 1 9892 + 1 989 . 
Преобразуем подрадикальное выражение: 

- / � 19882 - / 2 1 1 9882 
v 1 + 1988 + 19892 = v 1988 + -р + ( 1988· 1 + 1)2 . 

Применив тождество (2) , получим: 

- / 2 1 19881 1 988 
v 1988 + -р + (!988· 1 + 1)2 + 1989 = 1988+ 

1988 1988 + 1- 1989 + 1989 == 1989· 
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r' 4) Решить уравнение: r+ (х+ !)2 -=а. 
Приб<1РИМ к обеим частям уравkения 1 и используем 

тождество (2) : 

2 1 r' х + 12 + (х· 1 + 1)2 = а+ 1• 

(x+ l- х� 1)2 =a+ l . 

Далее решаем обычным способом. 

5) Вычислить: -.J0,472+0,532+0,472· 0,532 . 
Преобразуем подрадикальное выражение и применим 

тождество (3) : 
-.J0,472+o.532+o.472·0,532 = 

-v 0,472• 0,532 
= о,412+0.sз2+ =0,47+o.s3-(0,47 +о.53) 2 

0,47 ·0,53 -о 7509 о,47 +о,53 - • 

6) Доказать, что выражение а2+(а-1 ) 2+а2(а-1 ) 2  
f!ВЛнется точным квадратом. 

Согласно тождеству (3) имеем: 

а2 + (а-1 )  2 + а2(а-1 )  2 == а2 + ( 1-а)2 + а2 ( 1-а)2 = 
а2( 1-а)2 

=а2+ ( 1-а)2+ = (a+ l-a-
(a+ ( l-a) ) 2  

a ( l-a) 
}
2= (a2-a+ I ) 2• 

a+ ( l-a) 
Упражнения для самостоятельного решения 
1 )  Доказать, что 

- / 1 . 1 1 У (а-Ь)2 + (Ь с)2 + (с-а)2 = 

1 1 1 1 1 = а-Ь + Ь-с + С-а · 

2) Доказать, что выражение (а2Ь2+ l)(ab+ 1)2 +а2Ь2 
является точным кв

�
а_д_,_

р_ат
_
о
_
м

�
. __ _ 

3) Вычислить: -.JI +��2+0�2 . 
п п 

Площадь четырехугольника 
&. С. Прмцкер (Киев) 

Хочу предложить вашему внимI�нию м атериал, 
в котором рассматривается способ вычисления 
площадей выпуклых м ногоугольников ( четырех
угол ьников)  .. Ш кольная программа предусмат
ривает вычисл ение площадей ф актически двух 
видов выпуклых четырехугольников: парал
лелограмма и трапеции. Для четырехугольника,  
не  являющегося параллелограммом или трапе
цией, формул а  нахождения его площади не  
выводится .  В то же время применение такой 
формулы для решения ряда задач было б ы  
удобным. Имеется в виду формула вычисле
ния площади произвольного выпуклого четы
рехугол ьника, которую можно назвать анало
гом формулы Геrона, учитывая их некото
рое внешнее сходство. 

Докажем следующую теорему: площадь про
извол ьного выпуклого четырехугол ьника может 
быть определена по формуле:  
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S=-V A-abcd cos2 6tli . 

где А =  (р-а) (р-Ь)  (р-с) (p-d) , а, Ь, с, d -
длины сторон, р - полупериметр, б и f3 - про
тиволежащие углы четырехугольника. 

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о.  Пусть в четырехуголь
нике ABCD АВ = а, ВС = Ь,  CD = c, DA = d; 
L ABC = /3, L A DC = б  (см.  рисунок) . Из 

8 

lJ 

дАВС в силу теоремы коси нусов А С2 = а2 +  
+ ь2-2аЬ cos {3. Из д ADC:AC2 = c2 + d2-
- 2cd cos б. Приравнивая правые части этих 
выражений, получим:  а2 + Ь2 - 2аЬ cos � = с·2 + 
+ d2 - 2cd cos б, или a2 + b2 - c2 - d·2 = 2ab X 
Х cos � - 2cd cos б ( 1 ) .  Найдем площадь четы
рехугольника ABCD как сумму  площадей тре-

угольников АВС и ADC:S= + аЬ sin �+ 

+ -} cd sin б, отк у да 4S = 2аЬ sin � + 2cd sin б 
(2) . В равенствах ( 1 )  и (2)  обе части возведем 
в квадрат, а затем почленно сложим:  

(а·2 +  b·2 - c2 - d2) 2 +  l 6S2 = (2ab cos � 
- 2cd cos б ) ·2+ (2аЬ sin � + 2cd sin б ) 2• 

Выполним равносильные преобразования, 
получим 

S =�-abcd cos2 6t� 
что и требовалось доказать. 

Теорема имеет ряд следствий. 
С л е д  с т в и е l .  Площадь произвольного 

четыре�угольника, вписанного в окружность, 
вычислЯ�ется по формуле: 

S = ,/(p - a) (р - Ь )  (р - с) (p - d) .  

Д о  к а з  а т  е л ь с т  в о сразу следует из тео
рем ы, рассмотренной выше, с учетом того, что 
сум м а  противолежащих углов вписанного в ок
ружность четырехугольника равна 1 80°, т. е. 

� + о = 1 80°, cos � = cos 90° = О. Поэтому 

S = .J(p - а) (р - Ь )  (р - с) ( р - d) 



С л е д с т в и е 2. Площадь произвольного 
четырехугольника, описанного около окруж
ности, вычисля.е тся по формуле:  

S=-Vaьcd sin2 6;� . 
Д о  к а з  а т  е л ь с т в о. Так как у описанного 

четырехугольника суммы противолежащих сто
рон равны, т. е. a + c = b + d, то р - а = с; 
p - b = d; р - с = а; p- d = b. Имеем : S =  
= -Jabcd - abcd cos 2 � = 

=-V abcd ( l-cos2 б;f\ ) = -J abcd sin2 б;� .  

С л е д  с т в и е 3. Площадь четырехугольника, 
вписанного в окружность и описанного около 
окружности, может быть вычислена по формуле: 
S = ../abcd. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как a + c = b + d  
и в силу следствия 1 

S=-J (p-a) (p-b) (p-c) (p-d), то 

S = _ /c+d+ Ь - a . c+d+ a - b  . а+ ь + d - с Х 'V· 2 . 2 . 2 

ЭдДдЧИ 

-J2� . 2� • 2� . � = -../abcd. 2· 2· 2· 2 

Редакция ,курнала горячо поздравляет победителей конкур· 
са, посвященного 200-летию Великой французской рево
люции (Математика в школе. 1989 . .№ 5), Л. Л. Л И НЧУКА 
из ЧеР•!:>вцов и В. А. Я С И Н С КО ГО из Винницы и желает 
им больших творческих успехов. 

Напоминаем читателям, что решение алгебраических задач 
(их 12) и геометрических (их 8) следует присылать в от· 
дельных конвертах с соответствующей пометкой «Алгебра» 
или «Геометрия:.. В каждый из них просим вложить 
две сводки - общую и по соответствующему разделу .• 

Все .геометрические задачи этого номера относятся к так 
называемой «Японской храмовой геометрии» (заимствова
ны из книги «Japaпese Temple Geometry ProЫems» 
Н. Fukugawa and D. Pedoe, Winnipeg, Canada, 1989) . 
Эти задачи появились в Японии в сnериод Эдо> ( 1 603-
1867) ,  когда эта страна находилась в состоянии изоля· 
ции от остального мира. Они изображались на специаль
ных досках («САНГАКУ») и вывешивались в храмах и 
усыпальницах. Авторы теорем, изображенных на этих 
досках, дарили свои открытия почитаемому богу и одно
временно демонстрировали свои достижения другим люби· 
телям геометрии. Каждый автор старался не только 
предъявить теорему, но и как можно красивее оформить 
свою доску. Доказательств, как правило, не было. Зрителю 
бросался вызов: сСмотри и, если можешь, докажи!> 
(К сожалению, мы, вопреки японским традициям, по понят
ным причинам, даем словесные формулировки без скар· ТИНКИ».) 

Решения задач этого номера должны быть отправлены 
в редакцию не позднее 1 ноября 1990 г. О правилах 
оформления решений см. в № 2 журнала за 1990 г. 
на с. 77 

Задачи для V- IX классов 
346 1 .  Найти двузначное число, которое на 6 меньше квад· 

рата суммы своих цифр. 
Н. К. А н т о н  о в и ч (Новосибирск) 

3462. Произведение числа на еео обращенное равно 
692443. Найти зто число. 

Н. К. А н т о н  о в и ч 
3463. Представить число 533."332 + 1 в виде удвоенной 

суммы двух квадратов натуральных чисел. 
В. Ф. Т к а ч е  в (Воронежская обл" пос. Рамонье) 

3464. Доказать, что из чисел 
2а+ Ь - 2-/ёd, 2b+c- 2-../da, 2c+d-2{{ih, 2d+а-2...[Ьё 
хотя бы два положительны (а, Ь, с и d - положительны). 

Р. Л. Г у л  и е в  (АзССР, пос. Говлар) 
3465. Существуют ли натуральные числа х, у, z, для кото· 

рых x2+y3+ z4=28713? 
Математический кружок Говларской шк. 

(рук. Р. Л. Г у л  и е в  ) 

3466. Доказать, что при х, у, z > O  
x2+y2+z2= 3-/XYZ==> 3-/XYZ�x+y+ z� 3. 

Р П. У ш а к о в  (Киев) 
3467. В прямоугольном треугольнике высота, проведенная 

к гипотенузе, делит этот треугольник на два. Доказать, 
что сумма радиусов окружностей, вписанных в исходkый 
треугольник и два получившихся, равна высоте исходного 
треугольника. 

3468. На прямой взяты две точки А и В. Две окружности 
касаются этой прямой � точках А и В и касаются между 
собой. Третья окружность касается первых двух внешним 
образом и- прямой АВ. Найти радиус окружности, прохо
дящей через А и В и касающейся третьей окружности, 
если АВ=а. 

Задачи для X-XI классов 
3469. Решить уравнение 

7log.(x-I ) _5log1(x+ 1) = 2. 
Р. Ш. П и р к у л и е в  (г. Сумгаит) 

3470. Вычислить значение выражения 
� [ х+ �] 

k = O  2k+ 1  
при х= 199 1 .  

Р .  Ш. П и р к у л и е в  
347 1 .  Решить систему уравнений 

sin y-sin z=x-y, sin y-sin z =z-y, х-у + z = л. 
Р. Л. Г у л и е в  

34 72. Имеет ли предел последовательность с общим 
членом 

Xn=cos (лп\/п3+3п2+п + !)? 
Р. П. У ш а к о в  

3473. Сторона AD квадрата ABCD отображена симмет· 
рично относительно некоторой прямоа. При этом А и D 
перешли в точки А' и D' такие, что D' расположена на 
отрезке В С  и отрезок A'D' пересекается со стороной АВ 
в точке Е. Доказать, что радиус окружности, вписанной 
в треугольник EBD', равен А'Е. 

3474. На прямой расположены последовательно три точ
ки А, В и С. Отрезки АВ и АС служат диаметрами двух 
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окружностей, на большей окружности взята точка М такая, 
что ВМ =МС. Третья окружность касается отрезка ВМ, 
а также двух первых окружностей. Доказать, что перпен
дикуляр, проведенный из t{ентра третьей окружности на 
прямую АС, проходит через точку В. 

3475. В окружности радиуса r проведен диаметр АВ. 
Произвольная окружность с центром в В пересекает АВ 
в то•1ке С. Через С проведена прямая, перпендикулярная 
АВ. Найти радиус наибольшей окружности, касающейся 
этой прямой, а также первой окружности внутренним обра
зом, а второй внешним образом (при изменении радиуса 
второй окружности) . 

3476. В окружности проведены диаметр АВ и перпенди
кулярная ему хорда CD, пересекающая диаметр в точке Е. 
Пусть М - некоторая точка отрезка АЕ, а радиус окруж
ности, касающейся данной внутренним образом, отрезка 
MD и продолжения СМ, равен r. Доказать, что 

1 1 1 

7
= 

А
М +  М

Е . 

Конкурсные задач и  
3477. Существует ли многочлен с целыми коэффициента

ми, осуществляющий отображение, инъективное (обрати
мое) на множестве Q, но не инъективное на множестве R? 

Л. Д. К у р л  я н д ч и к  (Ленинград; 

34 78. Доказать, что последовательность 

.../13. -V1 3 +-f5. -J 1 3 +-fs +-../13 . .j 1 3+-Js +./1 3 +-f5, . . .  
сходится, и найти ее предел. 

л. Д. к у р л я н д ч и к 

3479. На стороне ВС треугольника АВС взята точка D 
так, что радиусы окружностей, вписанных в треугольники 
ABD и А СD, равны. Найти АD, если А В = с, ВС=а, СА = Ь. 

3480. В треугольнике АВС сторона АВ меньше стороны 
АС. На стороне ВС взята точка В' такая, что АВ' =АВ. 
Доказать, что радиус окружности, касающейся отрезков 
АВ', В'С, а также изнутри описанной около АВС окруж
ности, в два раза больше радиуса окружности, вписанной 
в треугольник АВ'С. 

Решение задач, 
помещенных в No 6 за 1 989 r. 

338 1 .  Можно ли заменить в равенстве 
ДРА+ кон + ЗМЕЯ = 1 989+ 1 990+ 199 1  

различные буквы различными цифрами · так, 
чтобы получилось верное числовое равенство? 

Р е  ш е н и е. Из доказательства признака де
лимости на 9 следует, что разность между 
числом и суммой его цифр делится на 9 и,  
следовательно, разность между левой частью 
дан ного равенства и суммой 

д + Р+А+  . . . + Е + Я =  1 + 2 +  ... + 9=45 
дел ится на 9. Поэтому и левая часть делится 
на 9, тогда как правая часть на 9 не делится, 
так что ответ на вопрос задачи отрицательный. 

3382. Один из городов нашей страны в этом 
веке отметит юбилей (т� е. его «возраст» де-
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л ится на 25) .  При этом сумма цифр года 
основания в два раза меньше суммы цифр 
года юбилея, а если записи каждой из этих 
двух дат разделить точкой с запятой, то полу
чатся четыре простых двузначных числа. О ка
ком городе идет речь? 

Р е ш е н и е. В нашем веке остался лишь 
один  год, д13е последние цифры которого об
разуют простое число - 1 997, и поэтому сумма 
цифр года основания города равна 1 3. Кроме 
того, вторые цифры года основания образуют 
число, отличающееся от 97 на 25, 50 или 75, 
и поскольку это число простое, то оно равно 47. 
Теперь ясно, что год основания города - 1 1 47 
и этот город - Москва. 

3383. Существуют ли целые числа х и у, для 
которых 

1 988х1989 + 1 989у 1990= 1991 ? 
Р е  ш е н и е. Ясно, что число у должно быть 

нечетным, а тогда левая часть равенства при 
делении на 4 дает остаток 1 ,  а правая часть -
остаток 3. Поэтому требуемых чисел х и у не 
существует . 

3384. Является ли сумма 
333 . . .  332 + 55 . . .  544 . . .44 2 

точным квадратом, если во второ.м числе число 
четверок такое же, как в первом число троек, 
а пятерок на единицу меныие? 

Р е ш е н и е. Заметим, что если в числе а= 
= 333 . . .  3 3  п цифр, то 

а2= со•+

3
1 _ 1) 2= ! 02n + 2 _ 2� 1 0n + I  + 1  = 

1 02• +2 - I 1 0• + 1 - I  = 9 - 2 ·  9 = l l l . . .  1- 222 . . .  2, 
2;+1 ' -п--' 

и, вычитая «столбиком», получим 

откуда 

1 1 1  .. . 1 1 1 1  ... 1 1 1  
22 ... 222 

1 1 1  . . .  1 088 . . .  889 � '-y--J 
п п 

а2 - 1  -2- =� 1L:!· n - l  п 

Обозначив полученное число через Ь, будем 
иметь а2= 2Ь + 1 = (Ь + 1 )2 - Ь2, откуда а2+ 
+ Ь2= (Ь +  1 )2, так что заданная сумма явля
ется точным квадратом.  

3385. Вычислить значение вьtражения 
(а + Ь  + ь + с  + с + а) :(а - Ь  + Ь - с  + с - а) 

а - Ь  Ь - с с - а  а + ь  ь +с с + а  ' 

если 3 (аЬ + Ьс+ са)= 2(а2 + Ь2+ с2). 



Р е  ш е н и  е. Тройки чисел ( 4, 2, 1 )  и ( 1 1 , 
8, 2) удовлетворяют указанному в условии 
ограничению на числа а, Ь, с, но при этих 
наборах заданное выражение равно соответ
ственно 65 и 295 · 247/729 и поэтому не и меет 
определенного значения. 

3386. Найти наименьшее значение выра
жения 

х2 у2 z2 
х+у + y+z  + z +x ' 

если х, у, z>O  и -ГхУ+./УZ+-ГzХ= l .  
Р е ш е н и е. Заметим сначала, что 

х2 ху ху -.fiY -- =Х- -- �Х- -- =Х- - ,  х+у х+у 2-.fiY 2 

и, обозначив заданное выражение через А,  
1 получим, что А �x+y+z- 2 .  В силу извест-

ного неравенства 

а2+ ь2+ с2� аЬ + ас+ Ьс 
имеем 

А �-ГxiJ+.fiiZ+-ГzX- + , 
т. е. A� l /2. При x=y=z= l /3 получаем 
А= 1 /2, так  что наименьшее значение А рав
но 1 /2. 

3387. Дан параллелограмм ABCD. На пря
мой АВ взята точка М. Прямая, проходяЩая 
через М и середину ВС, пересекает диаго
наль АС  в точке К. Прямая, проходящая 
через К и середину AD, пересекает прямую CD 
в точке Р. Доказать, что МР параллельна 
в с. 

Р е ш е н и е. Пусть для определенности М 
лежит на стороне АВ, как на рис. l ,  Е и F -

середины AD и ВС. Поскольку CL=MB, то 
АМ АМ АК А DP QA АК мв = CL = ск · налогично 

РС 
= 

РС 
= ск· 

АМ DP Таким образом, мв = 
РС

, т. е. РС=МВ, что 

означает параллельность МР и ВС. 
3388. Внутри правильного треугольника АВС 

взята точка О так, что АО:ВО:СО=а:Ь:с, где 
а2+ Ь2� с2• Найти угол АОВ. 

Рис. 1 Рис. 2 

о, 

Р е  ш е н и е.  Повернем треугольник ОВС 
вокруг вершины В на угол 60° так, чтобы С 
перешла в А .  Пусть при этом точка О перейдет 
в точку 01  ( рис. 2 ) .  Треугольник ОВО1 -

равносторонний, в треугольнике АОО1 имеем 
001 =80, АО 1 = СО. Из условия следует, что 
АОО1 - п рямоугольный треугольник, следова
тельно, LAOB =60° + 90°= 1 50°. 

3389. Решить систему уравнений: {x3+yз+x2(y+z)=xyz+ 1 4, 
у3 + zз + y2(z + х) = xyz - 2 1 ,  
zз + х3 + z2(x +у)= xyz + 7. 

Р е  ш е н и е.  Сложив уравнения системы, по
лучим равенство 

2 (х3 +уз+ zз)+x2(y+z)+  y2(z+x)+ z2(x+ y)
- 3xyz=0  

и: заметив, что 

х3 + Уз + z3 - Зxyz = (x +  у +  z) (х2 + у2 + z2 -
-xy-yz-zx), 

запишем полученное уравнение в виде 

(х +у+ z) (2х2 + 2у2 + 2z2 -ху-yz -zx) =О. 
Так как при любых х, у, z 

х2 + у2 + z2 � ху + yz + zx, 
то второй множитель равен О только при 
x=y=z=O, и, следовательно, можно считат.ti, 
что x+y+z=O. 

В этом случае первое и третье уравнение 
можно записать в виде 

у(у2+х2+ху)= 1 4, х(х2+у2+ху)= 7, 
откуда у = 2х, 7х3 = 7  и, следовательно, система  
имеет единственное решение ( 1 ,  2, -3) . 

11 /4 
3390. Вычислить интеграл � sin х d . х. 

0 sш x -j- cos x 
Р·е ш е н и е. Положим 

"� "� 
а=  � sin х dx, Ь = � cos х dx. 

0 sin x + cos x 0 sin x + cos x 

n/4 
Тогда а+ Ь = � I dx= ..::.. , 

о 4 

п/4 

п/4 
Ь -

а
= ( cos x- sin х dx= � cos х +sш х 

= � ( ln (sin х+ cos х) ) 'dx= lп ..у2, 
о 

откуда а =  � - 2- tn 2.  8 4 
339 1 .  Найти наименьшее значение функции 
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у =,/2х2 2x+I +.,/2x2 -(./3- l )x + l + 
+,/2х2 - (-./3+ l )x + 1 .  

Р е  ш е н и е.  Поскольку 

у =-Jx2 + (х- 1 )2 + -Jr-( x--
-f)-3 -2 +

_(_х
_
+
-� )-2

_
+ 

+,/(х- 11')2 +(х- +)2. 
то для точек . 

Т(х, х), А(О, 1 ), в(f , - +). с( - f ,  - +) . 

у =  ТА + ТВ + ТС, причем, как легко проверить, 
АВС - правильный треугольник с центром в 
точке 0(0, О). 

Как известно, наименьшую сумму расстояний 
до вершин правильного треугольника имеет 
его центр, т. е .  сумма ТА + тв + тс принимает 
наименьшее значение для точки Т(О, О), . и 
ПОЭТОМУ У наим = у{О) = 3. 

3392. Доказать, что если периодическая 
функция при некотороN. k =/= ± 1 ,0 удовлет
воряет равенству f(kx) = kf(x) для любого х Е R, 
то она не имеет наименьшего периода. 

Р е  ш е н и е. Пусть Т > О - период функции f 
и l k l > 1 ;  тогда для любого x e: R 

f(kx + Т) = f(kx) = kf(x), 

f(kx + Т) = f (k (x + �)) = kf (x +  �) . 
и поэтому 

f (x)= f (x + �) , 
т. е. T/ l k l - также период функции. Следова
тельно, любое число  вида T/ l k l n, где п е: N  
явщ1ется периодом f, так что f не имеет 
наименьшего периода. 

При 1 k 1 < 1 из . равенств 

f (kT + x) = f( k (T + � ) )= kf (T + Э = 

= kf( �)= f(x) 

сле.11.ует, что 1 k 1  Т, а следовательно, и все числа 
1щда 1 k 1  пт являются периодами функции f, 
так что и в этом случае f не имеет наимень
шего периода. 

3393. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. 
Провести через С прямую, пересекающую про
должения сторон АВ и AD в точках М и К 
соответственно, так, чтобы 

-s 
1 

+ -s 
1 при-всм DCK 

нимало наименьшее значение. 
Р е  ш е н и  е. Докажем, что искомая прямая 

параллельна BD. Проведем через С прямую, 
параллельную BD, и обозначим через Мо и 
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Рис. З 

Ко ее точки пересечения с прямыми АВ и AD 
( рис. 3) . Пусть теперь некоторая прямая пере
секает отрезок ВМо в точке М, а прямую AD 
в точке К. Нам надо доказать, что 

или 

_1 _ + _1_ > _1 _ + _1 _ 

Sвмс SDcк Sвсм. SDCKo 

_1 _ - _1 _  > _1 _ - _1 _  
Sвсм Sвсм. SDCKo SDCI( ' 

Sмсм. > Sкск, 
Sвсм · Sвсм. SDcк · SDCKo 

Учитывая, что LMCMo= L KCKo=<p, после 

сокращения обеих частей на + s in <р получим 

неравенство 

МС • СМо > КС • СКо Sвсм Sвсм. SDCK SDCKo . 
Но в треугольниках ВСМо и DCKo высоты, 
проведенные к СМо и СКо, равны между собой. 

Осталось доказать неравенство мс > КС • Sвсм SDcк 
Оно очевидно - расстояние от В до СМ мень-
ше, чем расстояние от В до СМо, а расстояние 
от D до СК бол ьше, чем расстояние от D до СК0• 

3394. Пусть Н - точка пересечения высот 
треугольника АВС, М - середина А С. Дока
зать, что прямая МН проходит через точку 
пересечения окружности, описанной около АВС, 
и окружности с диаметром ВН. 

Р е  ш е н и е. Пусть Q - середина ВН, О -

центр описанной около АВС окружности . Вос
пользуемся известным фактом, что ВН = 20М, 
откуда ОМ = HQ, т. е. OMHQ - параллело
грамм ( рис. 4) . Поскольку окружности с цент
рами О и Q проходят через В, то вторая их 
точка пересечения симметрична В относительно 
прямой OQ. Следовательно, эта точка лежит на 
пр�мой МН, что и требовалось доказать. 

3395. В конус вписаны две касающиеся 
между собой сферы а и �- (Каждая сфера 
касается поверхности конуса по окружности.) 
Существует п равных сфер, касающихся а, �. 
поверхности конуса и таких, что каждая из 
них касается еще двух из этих п сфер. Какие 
значения может принимать число п? 



в 

Рис. 4 Рис. 5 

Р е ш е н и е. Пусть 0 1 ,  02 и О - центры 
сфер а, � и одной из п равных сфер. АВ -
отрезок образующей конуса, которой касаются 
эти три сферы (рис. 5, А и В - точки касания 
сфер а и �) . Пусть радиус сферы а равен l ,  
радиус сферы � равен х, а радиус каждой из п 
равных сфер равен у, расстояние от О до оси 
конуса 0102 равно z. Выразим сначала у 
через х. Для этого проведем через 01  и О пря
мые, параллельные АВ, обозначим получив
шиеся точки пересечения через К. М и Р. 
Нетрудно найти 

01P = ,/�0-10���--0-2P�2=,/( l  + х)2-(х - 1 )2 =  
= 2..[х, о к =  2-/У, ом = 2-/iY. 

Из уравнения 

О1Р = ОК+ ОМ или ..(x=-fY + -fiY  
• - г.. ./Х наидем -vY= т.- .  

-vx+ 1 
Для определения z выразим площадь тре

угольника двумя способами ( один раз по фор
муле Герона ) : 

..!.. ( l  +x)z =,/(x +y + l )xy z = 2-y'(x+y+ l )xy . 
2 ' l +x 

Таким образом ,  с учетом 
ния у будем иметь 

найденного значе-

sin ..::_ = JL = ,{y(l +x) - 1 +х -
п z 2-у'(х+у+ l )x 2(х+ ./Х+ 1 )  

1 - -----,. 
2( 1 + .fX ) l +x 

Так как при х >  l 
о ./Х 1 

< 1 +х < 2 ' 
Поскольку 

то ..!.. < JL < ..!... 3 z 2 

. п - "'15- 1 1 SШ W - -4- < 3 '  
. п п 1 п3 1 

SIП 9 > 9 - В • 729 :> 3 '  

\ 

то п может принимать значения:  7, 8, 9. 
3396. В пространстве дано п векторов 

а 1 , а2, "" ап. Доказать, что существует такой 
набор индексов i1 ,  i2, .. " ik, что имеет место 
неравенство 
1 а 1 1 + 1 а2 1  + . . .  + l an l  � 8-v'зl a;, + a;, + ". + a;, I ·  

Р е ш е н и е. Будем считать, что в простран
стве задана прямоугольная система координат 
и при этом в первом положительном октанте 
( включая его границу) расположено k векторов 
и сумма  их длин  не меньше, чем сумма длин  
векторов,  расположенных в каждом из 7 остав
шихся октантах. Пусть это первые k векто-
ров. Таким образом ,  

· 

- - - 1 - -
l a 1 I  + l a2 I  + " . +  i ak i  � 8( 1 a1 I  + l a2 I  + ". +  

+ 1 an l ). ( l )  

Рассмотрим  прямую /, проходящую через 
начало координат и точку ( l ,  l ,  1 ) .  Обозначим 
':!ерез Ь; и ер; соответственно .цлину проекции 
а; на прямую l и угол между а; и /, т. е. Ь ;= 
= j ql  1 cos q>; \ .  До1<ажем, что для любого век
тора, расположенного в первом октанте, 

cos q> � ..!... • Рассмотрим  часть единичной сфе-
-../3 

ры с центром в начале координат, располо-
женную в первом октанте. Эта часть располо
жена по другую сторону от плос1<ости х + у + 
+ z = 1 ,  чем начало координат ( плоскость про
ходит через единичные точки на осях коорди
нат) . Поскольку эта плоскость пересекает 

прямую l в точке (-} ,  � , � ) . то проекция 

любого единичного вектора из первого октанта 
1 1 на l больше, чем - , т. е. cos ер � - . 

-../3 -../3 
Далее имеем 

- - - Ь 1 Ь2 l a 1 !  + l a2 !  + ". +  l ak l  = -- +  -- + ." +  
. COS (j)I COS (j)2 

+ _!:_ � -y'3 (b 1 + b2 + ." + bk) = -v73i  прв(а1 +  cos (j)k 
+ a2 + ". + ak) I � -v'з l a1 + a2 + ". + ak l ·  

(2)  
Из неравенств ( 1 )  и (2) следует неравенство, 

сформулированное в условии.  
3397. Найти значение вы ажения а2 + 

+,/а4 + а + 1 ,  если а = -} -/?.+ {. - -} -/?,. 
Р е ш е н и е. Так как 8a +-/?,=,jl6-/?,+ 2, 

то 

64а2+ 1 6а-/?,+ 2 =  1 6-/?,+ 2, 

откуда 4а2+ а-/?.--/?.= 0. Положив 

х = ,/а4 + а + 1 + а2, у =,/а4 + а+ 1 - а2, 

получим 
7 1 



ху=а+  l ,  х-у=2а2= 
= 4а2 = -ф.-аV'}. = ..!_ ( 1 - а} 2 2 -ф. 

' 

и ,  следовательно, х и -у являются корнями 
уравнения 

t2- ..!_ ( 1 - a} t- (a+  1 }=0. 
-ф. 

Имеем 
..!_(l -a)±-Ja2-2a+ 1 +4а+4 
-,j2 2 t 1 .2= 2 

_ (1 -а)±(а+З) -
2-ф. 

т. е. t 1  =.../2, !2= - а+ 1 • 
-ф. 

Поскольку х > у и а < 1 , то a�I <.../2. так 

что х=-/2. 
3398. Является ли многочлен 

f= 1 + 4х+4х2+ . . .  + 4х2п (п � 2) 
квадратом многочлена? 

Р е  ш е н и е. Имеем 

(x- 1 )f = (х- 1 )+4х(х- 1 ) ( 1  +х+ ... +х2п- 1)= 
=(х- 1 )+4х(х2п- 1 }=4х2п + �  _ 3х- 1 

и, обозначив многочлен 4х2п+ 1-Зх- l через h, 
получим  

Тогда 

h' =g2 + 2(x- 1 )gg' = (8п +4}х2п- з, 
и если g(a)=O, то h (a)=h'(a}=O, т. е. 

4a2n+ t =За + 1, (8п +4)а2п= 3, 
откуда 

( 8п+ 4)а2п+ 1 = За, 8па2п + � = - 1 , 

8п · -2.::_ = - 1 а= - 2п + 1 
8п+4 ' 6п ' 

(8п + 4) ( - 2п6� 1)2п = 3, 
4(2п + l }2n+ 1 = 3  · 62п · п2п. 

Но при п � 2 правая часть делится на 1 6, 
а левая не делится, так что равенство f = g2 
невозможно. 

3399. На сторонах АВ и ВС треугольника 
АВС взяты соответственно точки С1 и А 1; 
М и М1 - середины А С  и А 1 С1 ,  прямая ВМ 
пересекает окружность, описанную около 
А 1ВС1, в точке К1, а прямая ВМ1 - окруж
ность, описанную около АВС, в точке К. Сами 
описанные окружности пересекаются в точке Р, 
а прямые А 1 С1 и А С  пересекаются в точке Т. 
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Доказать, что 6 точек М, М 1 , К, К1, Р и Т лежат 
на одной окружности. 

Р е ш е н и е. В качестве леммы восполь
зуемся следующим известным утверждением. 
Если на прямых АВ, ВС и СА взяты произ
вол ьные точки Х, У и Z соответственно, то 
окружности, описанные около треугольников 
AXZ, BYZ, CZY, имеют общую точку ( рис. 6, а. 
Эту точку - на рисунке U - иногда .. называют 
точкой Микеля ) . Доказательство этого утвер
ждения несложно. Предоставляем сделать это 
читателям самостоятельно. 

в 

в 

а) 

А 

Рис. 6 

Из данного утверждения следует, в част
ности, что через точку Р, указанную в условии 
задачи, проходят окружности, описанные около 
всех четырех треугольников, образуемых че
тырьмя прямыми АВ, ВС, СА и С1А 1 ( рис. 6, 6) . 
Это утверждение также является известным и 
получается двукратным применением предыду
щего: сначала к треугольнику АВС и точкам 
А 1 , С1 и Т на его сторонах, а затем к тре
угольнику А 1ВС1 и точкам А, С и Т. 

Перейдем к утверждению нашей задачи. 
Заметим сначала, что треугольники АРС и 
А 1РС1 подобны ( L PAC= L PAT= L PC1T= 
= L PC1A 1 ,  поскольку точки Р, А, С1 и Т 
лежат на одной окружности; L АРС = 
= LABC= LA 1PC1 ) .  Таким образом, 
L., PMT= L PM 1 T, т. е.  точки Р, Т, М и М1 
лежат н а  одной окружности. 

Применим теперь нашу лемму к треуголь
нику ВМС, на сторонах которого взяты точки 
К1 , А 1  и Т. Окружности, описанные около 
ВК1А 1 , СА 1 Т, МК1Т, имеют общую точку. Это 
и есть точка Р. Значит, К1 лежит на окруж
ности, проходящей через Т, Р, М и М1 . На 
ней же лежит и точка К. Доказывается 
так же. 

3400. Доказать, что система уравнений 



{а1х1 + а2х2 + азхз + а4Х4 =О, 
Ь 1х1 + Ь2х2+ Ьзхз+ Ь4Х4= 0, 
l x1 1  + l x2 I + l xз l + l x4 1 = 1  

всегда имеет ,решение х?, xg, xg, xi для которого 
max l x? I  �,;2- 1 .  

1 
Р е  ш е н и е. Докажем сначала следующую 

лемму. Пусть два параллелограмма ABCD и 
KLMP имеют общий центр О, причем вершины 
М и К расположены на сторонах АВ и DC, 
а стороны второго параллелограмма проходят 
через соответствующие середины отрезков ОС, 
ОВ, ОА и OD. Тогда вершины L и Р не 
могут оказаться вне параллелограмма ABCD 
(рис. 7, а) . 

Рис. 7 

Пусть прямая, проходящая через К и сере
дину OD, пересекает AD в точке Х, а прямая, 
проходящая через М и середину АО, пересе
кает AD в точке У. Нам надо доказать, что 
DX+AY�AD. Обозначим DK=a.DC, DX= 
=x ·DA .  Тогда между а. и х имеет место соот
ношение 4а.х=а.+х. ( Получить его можно, 
например, следующим образом. Пусть площадь 
треугольника ADC р авна l ,  тогда 

Svкx= a.x, Sокс = ; ( 1 - а.), SoxA = f ( l -x), 
1 1 Sкох = l - a.x- 2 ( 1 -а.)- 2( 1 -х)= 

1 = 2(а.+х)-а.х. 

Из равенства Svкx = Sкox получаем нужное 
соотношение.) Если теперь А У = yAD, то, по
скольку AM=( l -a.)AB, получим 4 ( 1-а.) у= 

1 3 = l -a.+y. Понятно, что 4 <а.<  4. Таким 

образом, 
а 1 -а 1 + 1 + х+у= 4а- 1 + 3 -4а = 2 4(4а- 1) 

1 - 1 + 1 � 1  + 4 (3 -4а) - 2 2 (4а - 1 ) (3-4а) """'° ' 

что и требовалось. 

Вернемся теперь к нашей задаче. Рассмот
рим на плоскости 8 векторов с координатами 
( ± ak, ± bk), k= 1 ,  2,  3, 4. ( Оба знака или « + »  
или «-» . )  Пронумеруем эти векторы в поряд
ке обхода OAk, k= l ,  2, . . .  , 8 , OAk+4= - 0Ak. 
Образовалось два параллелограмма А 1АзАsА1 
и A2A"'46As ( рис. 7 ,  6 ) . Пусть стороны одного 
параллелограмма пересекают четыре вектора, 
образующие другой параллелограмм  в точках 
Fk, k=  l ,  2, . . . , 8 соответственно. Обозначим 
'}..k = OFk • Докажем, что ХОТЯ бы одно Лk � _ 1

Гn . �k �2 
Допустим, это не так. Рассмотрим паралле

лограмм В1ВзВsВ1, гомотетичный параллело
грамму А 1АзА sА1 с центром О и коэффи-
циентом -../2. Стороны этого параллелограм
ма  пересекают векторы OAk, k = 2,  4, 6, 8 во 
внутренних точках (по п редположению, напри
мер, OM2=-J2 OF2< ОА2) .  Обозначим эти 
точки М2, М4, Ms, Мв. Пусть Тз и Ts - се
редины ОВз и OBs. Тогда 

ОFз=ЛзОАз= Лз ОВз< .}__ ОВз= ОТз . .у2 2 
Аналогично Ts лежит на отрезке FsBs. По

лучается, что прямые М2Т з и MsT s пересе
каются вне треугольника ВзОВs, что противо
речит доказанной лемме. 

Пусть теперь для определенности OF2� 
� .}__ ОА2 (л2� .}__) и  ОА 1 , ОА2, ОАз имеют .у2 .tz' 
координаты (а1 , Ь 1), (а2, Ь2), (аз, Ьз). Су
ществует такое и, О �  и �  1 ,  что 

Ш2=иОА1+ ( l-и )ОАз или 
Л2ОА2= иОА 1+  ( l - u) ОАз. 

Запишем это равенство в координатах: 

а 1и-Л.2а2+ ( l - и)аз=О, 
Ь 1 и-Л2Ь2+ ( l  - и)Ьз=О. 

Поскольку 

то в качестве нужного решения можно взять 

о и о Л2 о 1 -и о х1= 1 +л2 ' xz= - 1 + л2 ' хз= 1 +л2 ' Х4=0. 
л _ г  Нам осталось доказать, что 1 ;л2 �-v 2- l .  

Это неравенство эквивалентно условию 
1 Л2 � .у2 , которому удовлетворяет Л2. 
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Замечания к решениям задач 

Задача 338 1 не вызвала трудностей и правильно реше
на подавляющим большинством читателей. В авторском 
варианте условия задачи оговаривалось, что даты осно
вания и юбилей города делятся точкой с запятой «попо
лам», и тогда ответ в задаче единственный - в том 
смысле, что год основания города 1 1 47, хотя, разуме
ется, нельзя утверждать, что Москва - единственный го
род в нашей стране, основанный в этом году. Если Же 
допускать произвольное деление этих двух дат, то воз
можны и другие ответы. В решении, приведенном в 
журнале, мы сочли более целесообразным вернуться к 
авторской формулировке задачи. 

Задачи 3383 и 3384 также оказались достаточно лег
кими, хотя ошибочные решения все же встречались. 
Задача 3385 оказалась некорректной, поскольку задан
ное в условии выражение не принимает (при выполне
нии ограничения) какого-либо постоянного значения. 
К сожалению, в авторском решении обнаружилась оU:шб
ка, которой мы никак не могли ожидать от столь мно
гоопытного автора и проявили невнимательность. При ре
шении задачи 3386 допускалось много ошибок при 
использовании неравенств. 

В задаче 3390 большинство авторов использовали не 
входящие в школьную программу методы интегрирова
ния и допускали при этом вычислительные ошибки. Ре
шения задачи 339 1 носили, как правило, геометриче
ский характер и чаще всего сводились, как и в нашем 
решении, к нахождению точки, для которой сумма рас
стояний до вершин треугольника имеет наименьшее зна
чение - эта точка называется точкой Торричелли (нз нее 
все стороны треугольника «видны:. под углом 1 20°) . 
Наиболее простое решение привел В. О. Гордон. из Чи
ты: для векторов 

a= ( l -2x, 1 ) ,  b= (x+ I ,  1 -х,/3) , c= (x+ I ,  l +x,/3) 

имеем 

i а+ Б+ёi = 3./2; 1 а 1 + 1 ь1 + 1 �1 = y-..f2, 
и поэтому у;;;;., 3. . 

В задаче 3392 к ограничению k =1= ± 1 мы добавили усло
вие k =l= O  - в противном случае функция f удовлетво
ряет условию /(0)= 0  и конечно, может иметь наименьший 
период. Многие решения задачи 3397 были слишком гро
моздкими. К задаче 3398 присланы достаточно разнооб
разные решения, а самое простое принадлежит М. Н. Илья
сову из Павлодара и В. О. Гордон.у: легко заметить, 

что f ( -+) <0, н поэтому f (х) не является квадратом 

многочлена. 
В условии задачи 3388 допущена опечатка - в каче

стве искомого указан другой угол. Впрочем, это обстоя
тельство не сильно отразилось на результатах, просто 
ответ оказался иным и не таким красивым, как при 
правильном условии. Как и в приведенном нами ре
шении, большинство читателей пользовались «методом 
вращения:.. 

При решении задачи 3393 . многие читатели пользо
вались обычными методами анализа, при этом далекЬ 
не все смогли найти требуемое геометрическое условие, 
определяющее искомую прямую - ее параллельность диа
гонали BD данного четырехугольника. Изящное рассуж
дение приведено в письме известного специалиста по 
геометрическим задачам В. О. Гордон.а, после некоторо
го перерыва вновь принявшего участие в нашем кон
курсе. Ре111ение основано· на двух утверждениях: 1 )  Если 
Н (х, у) - среднее гармоническое двух положительных 
величин х и у, то имеет место неравенство 

Н(а+с, b+d) �H(a, Ь ) +Н (с, d) ,  
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а Ь причем равенство имеет место при условии с = d ; 

1 1 2) выражение -8-- + S-- постоянно и не зависит от 
АСК АСМ 

того, как проведена прямая МК. 
Доказательство второго утверждения можно получить, 

например выразив площади каждого из треугольников 
АСК и АСМ через АС и углы. Из этих двух утвержде
ний следует, что 

причем равенство достигается, если КМ параллельна BD. 
Многие читатели нашли весьма красивое и корот

кое решение задачи 3394. Суть его в следующем. Возь
мем точку В', диаметрально противоположную точке В. 
Тогда АНСВ' - параллелограмм, значит, прямая НВ' про
ходит через середину АС. Легко убедиться также, что 
эта прямая проходит и через точку пересечения ука
занных в условии окружностей. 

Довольно мало правильных решений было прислано 
по задаче 3395. Это обстоятельство несколько удивля
ет, ведь по существу эта задача по уровню сложно
сти и методу решения близка к задачам конкурсного 
экзамена (имея в виду лучшие образцы) .  Некоторые 
читатели нашли только одно ограничение на число п -
снизу. 

То, что задача 3396 предлагалась на реальном кон
курсном экзамене в Японии (напомним, речь идет об 
экзамене 1 989 г. в Нагойском технологическом институ
те) , наводит на определенные размышления. По нашим 
понятиям, эта задача типичная олимпиадная и совсем 
не похожа на конкурсную. Если же учесть, что весь 
вариант носит «зубодробительный:. характер и даже пер
вая задача варианта, по нашему мнению, превышает 
возможности среднего студента мехмата МГУ, а на весь 
вариант из четырех задач дается 1 20 мин, то появляют
ся основания и для некоторых выводов - вот из каких 
кирпичей строится фундамент и само здание «японского 
экономического чуда». 

В задаче 3399 наиболее Интересными оказались реше
ния читателей Р. Г. Бочева из Болгарии и В. О. Гор
дон.а. Наш болгарский корреспондент нестандартно при
менил 11 этой задаче гомотетию. В своем решении 
В. О. Гордон воспользовался тем обстоятельством, что 
отрезки А С  и А'С' переходят одни в другой посред
ством поворотной гомотетии с центром в точке Р. Кроме 
того, 11 его рассуждении iiспользовалнсь те же, по суще
ству, соображения, что и в нашем решении, но сдела
но это было гораздо более экономно 1! компактно. 

Весьма трудную задачу 3400 решил один читатель -
Е. М. Гольберг из Ленинграда. Правда, коро'Гким его 
решение назвать никак нельзя, но профессиональным -
без всякого сомнения. Возможно, неоднократный побе
дитель наших конкурсов читатель В. А. Ясин.ский из 
Винницы не совсем удовлетворен нашей оценкой. Дело 
в том, что в его доказательстве в одном месте встре
чается оборот «легко увидеть», мы же не сумели «лег
ко увидеть», что и повлияло на нашу оценку. По своему 
происхождению эта задача имеет непосредственное отно
шение к одной современной м ате111атической теории -
а имеl!но теории п-rюперечннков. Для полноты инфор
мации надо было бы сообщить нашим читателям, как 
с этой задачей справились во Франции. К сожалению, 
пока никаких известий «С той стороны» у нас нет. При
дется немного подождать. 

Г. В. Дорофеев, И. Ф. Шарыrин 
(Москва) 



Сводка решений задач по Ne 6 
за 1 990 r. 

( Винница) - 84, 86�88, 90, 97. Чолий В. Я. (Киев) - 84, 
90, 97, 98. Шастун В. Ф. ( Винницкая обл.) - 8 1 ,  83, 84, 
87-90, 92, 94, 97. Ясннский В. А. (Винница) - 8 1 -84, 
86-92, 94, 97 �99. 

Аббасов И. А. (АзССР) - 8 1 ,  82, 84, 89. Азизов И. (Анди
жанская обл.)  - 8 1 ,  84, 86, 90, 97. Бе.цный Г. А. (Берди
чев) - 8 1 ,  84, 87-90, 94, 97. Бочев Р. r. ( Болгария, 
г. В раца) - 8 1 -84, 86-99. Василев Ц. С.  ( София) -
83, 84, 87-90, 94, 97. Гольберг Е. М. (Ленинград) - 97-00. 
Гордон В. О. (Чита) - 8 1 -84, 86-91 ,  93, 94, 97-99. 
Грачикова К. С. (Московская обл., r. Ожерелье) - 8 1 ,  82, 
85, 89. Гулиев Р. Л. (АзССР) - 8 1 ,  84, 86, 88-90, 97. Джу
мабаев Н. (Нукус) - 8 1 ,  84, 89, 90. Жиляев В. В. (Сара
тов) - 81-91 ,  93, 94, 96-98. Знскинд Л. Е.  (Винница) -
8 1 -84, 86-91 ,  97. Ильясов М. Н. ( Павлодар )  - 8 1 ,  83, 84, 
86-88, 90, 92, 94, 97, 98. Курганов Т. К. (Ташкентская обл., 
г. Чирчик) - 84, 86, 88-90, 97. Курило Н. А. (Харьков
ская обл.) - 8 1 -84, 86-92, 94, 97. Кушнер Б. С. ( Куйбы
шевская обл., г. Жигулевск) - 8 1 ,  82, 84, 89, 90, 97. 
Мун А. В. (Воронеж) - 8 1 -84, 87, 90, 97. Повелий В. И. 
(Ровенская обл. ) - 84, 86, 87, 89, 94, 97. Рабинович Е. М. 
(Киев) � 8 1 ,  82, 84, 86, 87, 90, 94. Салимов К. Ю. (Таш
кентская обл.)  - 8 1 ,  89, 90, 97. Симеонов А. А. (Болга
рия, г. Своге) - 90, 93, 94, 97, 99. Сыдыкбеков Н. (Алма· 
Ата) - 8 1 -84, 86. Тагирбеков Л. Т. (Дагестанская 
АССР) - 81,  87, 89, 94. Ткачев В. Ф. ( Воронежская 
обл. )  - 81 -84, 86-92, 94, 95, 97, 98. Трошин В. В. (Волго
градская обл.)  - 8 1 ,  82, 84, 90, 92, 97. Тухтабоев М. ( Наман
ган) - 83, 84, 89, 90, 92-94. Федак И. В. ( Ивано-Фран
ковская обл.)  - 81 -84, 86-90, 92-95, 97, 98. Цивлюк А. Г.  

Математические кружки: сЮнwе математики» Люравскоi1 
9-летнеА шк. Масаллннского р-иа АзССР (рук. Ч. Ш. Ал11-
ев) - 8 1 -84, 86, 90; 46-й шк. Мурманска ( рук. В. Е. Ан
дреев) - 8 1 -84, 87; «Квакт» Республиканского Дворца 
пионеров Алма-Аты ( рук. Г. В. Белянская) - 8 1 -84, 87, 
88; Бай рамлинской шк. Таузского р-на АзССР ( рук. 
Р. Л. Гул11ев) - 8 1 ,  84, 86, 88-90, 97; Говларской шк. 
Таузского р-на АзССР ( рук. Р. Л. Гулиев) - 84, 86, 88-90, 
97; СГПИ им. Г. Гуляма ( рук. А. К. Калондаров, Э. А. Аб· 
букадыров, Р. С. Кабеков) - 84, 86, 87, 89, 90, 92, 97; 
Республиканской ФМШ (Алма-Ата, рук. К. И. Каилы
баев) - 8 1 -84, 87; 257- А шк. Киева ( рук. М. Л. Кобо
зев) - 8 1 -84, 86-90, 97, 98; 9-х классов 1 1 -й шк. Винницы 
( рук. И. М. Кривошея) - 8 1 -83, 86, 88, 90, 9 1 ;  «Вектор» 
1 45-й ФМШ Киева ( рук. В. Е. Куценок) - 8 1 -83, 87, 88, 
9 1 ,  92, 94, 97; 206-й шк. Киева { рук. И. А. l<ушнир) - 8 1 ,  83, 
87, 88, 94; «Юный математик:t АделькинскоА шк. Белебеев
ского р-на БашкирскоА АССР {рук. Н. И. Мартынова) -
8 1 ,  82, 86, 88; 44-й шк. Бостанлыкскоrо р-на Ташкентской 
обл. (рук. М. Ж. Норметов) - 8 1 -83, 97; 2-го курса ф-та 
нач. классов Даrестанского nединституtа ( рук. Р. Р. Раба• 
данов) - 8 1 ,  82, 84, 87, 92; 542-й uiк. п ри МФИ ( рук. 
В. Я. Роженко) - 84, 86-90, 92; 2-й шк. г. Мархамат 
Андижанской обл. ( рук. О. Сатторов) - 84, 87, 89, 90; 
5 1 -й шк. Киева ( рук. В. Н. Ш кольник) - 8 1 -84, 87, 89-
90, 92, 94; 38-й шк. пос. Ч инабад Андижанской обл. (рук. 
Т. Ю. Юсупов) - 87, 90, 92, 94, 98. 

МАТЕМАТИЧЕСКИЯ КАЛЕНДАРЬ НА t990/9t УЧЕ&НЫЯ rод 

Сентябрь 

6 сентsабр11 - 70 лет со дня рождения 
советского математика Сергея Борисо
вича С т е  ч к и н а. Родился в Москве. 
Окончил Московский университет, док
тор физико-математических наук, nро
фессор. С 1 949 г. работал в Математи
ческом институте им. В. А. Стеклова 
АН СССР. Затем - Дире1пор Сверд
ловского отделения названного выше 
института. Основные работы относятся 
к теории функций, в частности к теории 
тригонометрических рядов. Им были 
nолучены наиболее nолные результа
ты, относящиеся к абсолютной сходи
мости тригонометрических рядов (см.: 
История отечественной математики. 
Т. 3. Киев, 1 968). 
8 сентябра - 80 лет со дня рождения 
американского математика Натана 
Д ж  е к о б  с о н а (Якобсона). Окончил 
университет о Алабаме. Работал в раз
личных университетах США, с 1 947 г.
профессор йельского университета. 
Основные труды - по алгебре. В тео
рии групп извествен радикал Джекоб
сона; в теории колец и модулей - тео
ремы Джекобсона - Риса. На русский 
язык переведены его монографии: 
«Теория колец» (М., 1 947), «Строение 
колец» (М., 1 961 ), «Алгебры Ли» (М., 
1 964) (см.: Бородин А. И., Бугай А. С. 
Выдающиеся математики: Биографи
ческий словарь-справочник. Киев, 
1 987). 
22 сент11бря - 70 лет со дня рождения 
советского кибернетика и математика 

Владимира Валериановича Ч а в
ч а н и д з е. Родился в Сухуми. Окон
чил Тбилисский университет. Доктор 
физико-математических наук, профес
сор. Работал в Институте физики АН 
ГССР, с 1 960 г. работает в Институте 
кибернетики АН ГССР. Труды - по 
теории информации, прикладной мате
матике, кванtовой механике, теорети
ческой биокибернетике. Участник 
Великой Отечественной войны (см.: 
Математика в школе. 1 980. N!! 4). 
26 сентябр11 - 70 лет со дня рождения 
советского математика Ивана Семено
внча Б е р  е з и н а. Родился в д. Не
былицы, ныне Кировской обл. Окончил 
МГУ, работает там же, профессор. 
Организатор науки в области вычисли
тельных методов. В течение 1 5  лет 
руководил ВЦ МГУ. Основные тру
ды - по дифференциальным уравне
ниям, приближенным и численным 
методам. Один из авторов книги «Ме
тоды вычислений» (М., 1 966) (см.: Вест
ник МГУ. Вычислительная математика и 
кибернетика. 1 98 1 .  NO 1 ,  3-4). 
30 сентября - 440 лет со дня рожде
ния немецкого ученого, математика и 
астронома Михаэля М е с т л и н а 
( 1 550- 1 631 ). Учитель Г. Галилея и 
И. Кеплера. Окончил Тюбингенский 
университет. Профессор математики в 
университетах Гейдельберга и Тюбин
гена. Будучи пламенным поклонником 
Н. Коперника, вынужден был пре
подавать астрономию по системе 
К. Птолемея (см.: Математика в школе. 
1 966. NO 5). 

Октабр�. 

tO oктllt5p11 - 60 лет со дня рождения 
советского математика Яхьи Джафара 
огnь1 М а м е д о в  а. Родился в Нахиче
вани АэССР. Окончил Азербайджан
ский университет. Доктор физико
математических наук, профессор. 
С 1 954 r. работает в этом университете. 
Основные труды - по функциональ� 
ному анализу, дифференциальным и 
интегральным уравнениям, вычисnи
тельной математике (см.: Боро
дин А. И., бугай А. С. Выдающиеся ма
тематики: Биографический словарь
справочник. Киев, 1 987). 
18 oктllt5p11 - 80 лет со дня рождения 
венгерского математика Геза Г р  ю н
в а л ь  д а  ( 1 9 1 0-1 942). Работал в Буда
пеште. Основные труды - по теории 
функций действитеnьного переменно
го (интерпоnяционные процессы типа 
Бернштейна - Грюнваnьда), суммиро
ванию рядов Фурье, а также по схо
димости интерполяционных полино
мов Эрмита - Фейера непрерывных 
функций и явлению расходимости нн
терполяционного полинома Лагранжа. 
Институт им. Я. Больяи учредил пре
мию им. tрюнвальда (см.: Боро
дин А. И., Бугай А. С. Выдающиеся 
математики: Биографический сnоварь• 
справочник. Киев, 1 987). 
29 октsбря - 200 лет со дня рождения 
немецкого педагога-демократа Фрид
риха Адольфа Д и с т е р в е г а  ( 1 790-
1 866}. Последователь Песталоцци. 
РоднлсJ1 в Зигене (Вестфаnия). 
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С 1813 r.- nреnодаватель математики 
в средней wколе, затем - директор 
учительских семинарий в Мерсе и Бер
лине. В 1848 r. уволен «за свободомыс
лие». Орrаниэовал «Педагогические 
общества», занимался литературно
педагогической деятельностью. Его 
«Руководство для немецких учителей» 
( 1 834) переведено на русский язык 
(М., 1 9 1 3). Дистервег сгладил противо
речия между устным и письменным 
счетом, созданные школой Песталоц
ци; особенно большое значение при-

давал вычислению в уме (см.: БСЭ. 2-е 
и 3-е изд.). 

ному анализу. Много внимания уде
ляет постановке wкольного математи
ческого образования. Соавтор учебни
ков по математике для V и VI классов, 
по алгебре для Х - XI классов с мате
матической специализацией и методи
ческих пособий для учителей, автор 
ряда популярных книг для учащихся 
средней школы и учебных пособий для 
вузов (см. : Математика в школе. 1 970. № 4).  

30 октября - 70 лет со дня рождения 
советскоrо математика Наума Яковле
вича В и л е н  к и н  а. Ученик А. Г. Куро
ша. Родился в Москве. Окончил МГУ, 
доктор физико-математических наук, 
профессор. С 1 943 г. работал в различ
ных вузах, с 1 961 г.- в Московском за
очном педагогическом институте. Ос
новные труды - по общей алгебре, 
топологии, теории функций действи
тельного переменного и функциональ-

А. И. Бороди н, Н. И. Лавренко 
( г. Донецк) 

Филдсовская премия 
(Продолжение. Начмо см. на с. 2 обложки) 

В первый состав Филдсовскоrо комитета ( 1 932) вошли 
S крупнейших ученых: Ф. Севери ( председатель), 
Дж. Бирхrоф, К. Каратеодори, Э. Картан, Т. Такаги. Выбор 
первых лауреатов имел важное значение, так как, во
первых, этим обозначалась некая возрастная граница 
для претендентов, а во-вторых, создавался прецедент, 
который определял принцип награждения в дальнейшем: 
учитывать как решения конкретных трудных проблем, 
так и разработку новых теорий и методов, расширяю
щих область применения математики. 

В 1 950 г. Филдсовский комитет расширился до 8 че
ловек. Сосп1в комитета обновляется после каждого 
конгресса. Имена членов комитета, за исключением 
председателя ( которым является президент Международ
ного математического союза), хранятся в тайне. В их 
число включались крупнейшие математики старших по
колений. В период 1 958-1 986 гг. в работе филдсов
ских комитетов принимали участие всемирно известные 
советские математики: А. Н. Колмогоров, П. С. Александ
ров, М. А. Лаврент�.ев, И. Р. Шафаревич, Л. С. Понтря
гин, Ю. В. Прохоров, А. Н. Боголюбов, С. П. Новиков. 

Отбор кандидатов на Филдсовскую премию осуще
ствляется очень тщательно. Окончательное решение 
принимается тайным голосованием ( по переписке). На
граждение происходит на открытии конгресса, где высту
пают крупнейшие математики, специалисты в соответ
ствующей области этой науки с обзором достижений 
лауреатов. Медали и премию вручает почетный пре
зидент конгресса. Например, в 1 962 г. это был король 
Швеции, в 1 966 г.- президент АН СССР М. В. Келдыш. 

Первоначально были учреждены 2 премии, но улучшив
шееся положение фонда (этому способствовали частные 
пожертвования и перерыв между 1 936-1950 гг., когда 
премий не присуждали) позволило в 1 966, 1 970, 1 978 гг. 
вручить по 4 премии и в 1 983, 1 986 - по 3 премии. 

Расскажем кратко о каждом из лауреатов. 
В 1 936 г. на I X  Международном математическом 

конгрессе (ММК) в Осло премию получили Л. В. Альфорс 
( Финляндия) и Дж. Дуглас ( США). 

Ларе Валериан А л ь ф  о р с родился в 1 907 г. в Хель
синки. Окончил университет в Хельсинки. В момент 
присуждения премии был сотрудником Гарвардского уни
верситета ( США). Премию получил за работу по теории 
римановых поверхностей. Основные труды по теории 
функций комплексного переменного (Альфорса - Вейля 
теория голоморфных кривых). Одновременно с М. А. Лав
рентьевым развивал теорию квазиконформных отобра
жений. 

Джесс Д у r л а с  ( 1 897-1 965) родился в Нью-Йорке. 
Работал 11 Массачусетском технологическом институте. 
Премию получил за решение задачи Плато. Основные 
труды - по вариационному исчислению; известна задача 
Дугласа (обобщенная задача Плато). 

В 1 950 г. на Х Международном математическом 
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конгрессе в г. Кембридже ( США) лауреа.тами стали 
А. Сельберг ( Норвегия) и Л. Шварц (Франция). , 

Атле С е л ь б е р г  родился в 1 91 7  г. в Лангесуне в 
семье профессора математики. Окончил университет в 
Осло, преподава-!) там же (профессор). Ученик извест
ного норвежского математика Виго Бруна ( 1 885-1 978). 
В момент присуждения премии работал в Институте 
перспективных исследований в Принстоне ( США). Основ
ные труды по теории чисел. Совместно с венгерским 
математиком П. Эрдёшем нашел элементарное дока
зательство з.акона распределения простых чисел ( не 
используя средств теории функций комплексного пере
менного). Разработал усовершенствованный метод ре
шета (решето Сельберга). Получил много других важных 
результатов, в частности по математическому анализу. 

Лоран Ш в а р  ц родился в 1 9 1 5  г. в Париже. Окончил 
Парижский университет, с 1 953 г. профессор там же. 
Основные труды - по топологии, гармоническому и функ
циональному анализу и математической физике. Пре
мию получил за труды по теории обобщенных функций 
(теория распределений Шварца). 

XI ММК состоялся в 1 954 г. в Амстердаме. На нем 
были отмечены К. Кодаира (Япония) и Ж. П. Серр 
( Франция). 

Кунихико К о д  а и р а родился в Токио в 1 91 5  г. Вы
пускник н сотрудник Токийского университета. В 1 949-
1 967 гг. работал в И нституте перспективных иссле
дований в Принстоне ( США). Основные труды - по 
топологии, комплексному анализу, алгебраической и диф
ференциальной геометрии (размерность Кодаиры). Из
вестен критерий Кодаиры для проективных алгебраиче
с ких многообразий без особенностей. 

Жан Пьер С е  р р родился в Баже в 1 926 г. Окончил 
Высшую нормальную школу в Париже. В момент при
суждения премии являлся сотрудником Парижского уни
верситета (ныне профессор). Основные труды - по ал
гебраической топологии (двойственность Серра, расслое
ние Серра) и алгебраической геометрии (гипотеза Серра). 
П рименяя созданный Ж. Лере метод спектральных после
довательностей, добился принципиальных продвижений в 
классической задаче топологии - вычислений гомотопи
ческих групп сфер. Автор блестящих монографий н учеб
ников; некоторые из них переведены на русский язык. 

На X l l  ММК ( 1 958, ЭдинЬуf->t ) премию получили 
К. Ф. Рот (Великобритания) и Р. Том (Франция). 

Клаус Фридрих Р о т  родился в 1 925 г. в Бреслау (Вроц
л ав). Образование получил в Лондоне и Кембридже. Про
фессор университета в Лондоне. Основные труды - по 
алгебре и теории чисел. Премию получил за доказательст
во точной оценки в теоремах Туэ - Зигеля о приближе
ниях алгебраических чисел рациональными. 

Рене Фредерик Т о м  родился в Монбальяре в 1 923 г. 
В момен т  присуждения премии преподавал в Страсбур
ском университете (ныне профессор). Основные труды -
по алгебраической и дифференциальной топологии (про
странства и классы Тома, отображения Тома - Борд
м ана). Премию получил за построение теории кобор-



дизмов, которая продолжила работы советских мате
м атиков Л. С. Понтрягина и Р. А. Рохлина. Разработаsi так 
называемую теорию катастроф, в рамках которой можно 
дать общий критерий, позволяющий определить порого
вую ситуацию, когда одна какая-либо формула поведения 
м еняется на другую. Работы Тома получили дальнейшее 
развитие в трудах последующих лауреатов. 

Xl l l  ММК (1 962, Стокгольм) наградил Дж. Милнора 
(США) и Л. Хёрмандера (Швеция). 

Джон Уиллард М и л  н о р  родился в г. Ориндже (штат 
Нью Джерси) в 1 931 г. Профессор Принстонского универ
ситета. Основные труды - по алгебраической и диф
ференциальной топологии (Милнора сфера). Получил ряд 
важных результатов в задаче о вычислении групп кобор
дизмов многообразий. Наиболее важным было доказа
тельство существования 28 различных гладких структур на 
семимерной сфере. Несколько позднее немецкий матема
тик Э. Брискорн построил эти 28 гладких структур. 

Ларе Х ё р м а н д е р  родился в Мьёльбю в 1 935 г. Учился 
в Лундском университете. В момент присуждения премии 
работал в Стокгольмском университете. Основные труды 
по общей теории дифференциальных операторов (тео
рия Хёрмандера) и дифференциальных уравнений с част
ными производными. Важнейшие труды этого крупнейшего 
математика современности переведены на русский язык. 

X I V  ММК (1 966, Москва) назвал четырех лауреатов. Ими 
стали М. Ф,. Атья (Великобритания), А. Гротендик, 
П. Ж. Коэн (США), С. Смейл (США). 

Майкл Фрэнсис А т ь  я - английский математик арабско
го происхождения. Родился в 1929 г. в Лондоне. Окончил 
Кембриджский университет. В 1 957-1 969 гг. работал в 
Оксфордском университете, с 1 969 г.- в Принстонском 
институте перспективных исследований (США). Основные 
труды принадлежат к области алгебраической топологии и 
теории дифференциальных уравнений. В 1 963 г. им совме
стно с американским математиком И. Зингером была до
казана теорема об индексе. Результат Атьи-Зингера 
породил новый раздел математики - аналитическую 
топологию. 

Александр Г р  о т  е н д и к  родился в Берл ине в 1 928 г. 
Фашистами был отправлен в гетто, в Голландию. В момент 
освобождения в 1 944 г. умирал от голода и ничего не знал 
о себе, даже своего имени. Его усыновил голландец Гро
тендик и дал ему имя Александр. А. Гротендик - профес
сор Парижского университета. По его заявлению ООН вы
дала ему паспорт гражданина мира. Основные труды - по 
топологии (топология Гротендика), гомологической алгеб
ре и алгебраической геометрии. С его именем связывают 
фундаментальный переворот в алгебраической геометрии, 
повлиявший на другие разделы математики. 

Пол Джозеф К о э н родился в 1 934 г. в Лонг-Бранче. 
Окончил Бруклинский колледж. С 1 964 г.- профессор 
Станфордс1<ого университета. Основные труды - по мате
матической логике и теории множеств. Знаменитый ре
зультат Коэна, за который ему присуждена Филдсовская 
премия, связан с континуум-гипотезой, высказанной Г. Кан
тором в 1 878 г. : «Верно ли, что всякое бесконечное под
множество континуума R равномощно либо множеству 
натуральных чисел, л_ибо R». В 1 939 г. К. Гёдель доказал, 
что континуум-гипотеза не может быть доказана на осно
вании аксиом арифметики и теории множеств. П. Коэн в 
1 963 г. установил, что континуум-гипотеза не может быть 
опровергнута исходя из того же аксиоматического по
строения теории множеств. Таким образом, континуум
гипотеза - первый пример утверждения, которое не 
может быть ни доказано, ни опровергнуто современными 
логическими средствами. 

Стефан С м е й  л родился в г. Флинте в 1 930 г. Окончил 
Мичиганский университет. С 1 961 г.- профессор Колум
бийского университета. Основные труды - по топологии и 
теории динамических систем. Доказал более общую тео
рему об h-кобордизме, из которой следует справедли
вость гипотезы А. Пуанкаре в размерности n;;,.S: С. Смейлу 
принадлежит заслуга в -раз.витии теории грубых многомер-

ных динамических систем, которая находит интересные 
приложения в аэро- и гидродинамике. 

Четыре лауреата Филдсовской премии были названы и 
н а  XV ММК (1 970, Ницца). Это А. Бейкер (Великобритания), 
Дж. Г. Томпсон (США), С. П. Новиков (СССР), Х. Хиронака 
( Япония). 

Алан Б е й к е р  родился в Лондоне в 1 939 г. Окончил 
Лондонский университет; профессор Кембриджского уни
верситета. Основные труды - по теории трансцендентных 
чисел и диофантову анализу. Развил мощный метод до
казательства трансцендентности чисел, задаваемых линей
ными формами от Логарифмов алгебраических чисел (тео
рема Бейкера). Его результаты усилили классические тео
ремы А. О. Гельфонда, К. Зигеля о трансцендентности чи
сел вида :n:+ lna. Методы Бейкера позволили дать эффек
тивную оценку числа решений диофантовых уравнений. Ра
нее был известен лишь сам факт конечности решений. 

Сергей Петрович Н о  в и к о в родился в г. Горьком в 
1 938 г. в семье математиков П. С. Новикова и Л. В. Келдыш. 
Окончил МГУ. Работал там же в момент получения пре
мии. С 1 985 г.- президент Московского математического 
общества. Основные труды - по геометрии и топологии, 
теории солитонов и общей теории относительности. Решил 
положительно долго остававшийся открытым вопрос: «Бу
дут ли так называемые рациональные классы Понтрягина 
топологическими инвариантами или нет?» Создал качест
венную теорию слоений и многозначных функций, качест
венную теорию космологических моделей, теорию конеч
нозонных решений нелинейны.х систем. 

Джон Григе Т о м  п с  о н  родился в 1 932 г. В момент при
суждения премии преподавал в Кембриджском универси
тете (профессор). Основные труды - по алгебре, в част
ности по теории групп (теоремы Н. Ито и Дж. Томпсона, 
подгруппа Томпсона). В совместной работе с В. Фейсом 
доказал фундаментальную теорему: все неабелевы про
стые группы имеют четный порядок. 

Хейсуке Х и р о н  а.к а родился в г. Ямагути в 1 931 г. Про
фессор Гарвардского университета. Основные труды - по 
алгебраической геометрии. Удостоен медали за решение 
важной проблемы - о разрешении особенностей алгеб
раических многообразий над полями нулевой характери
стики. 

XVI ММК (1 974, Ванкувер) отметил Э. Бомбьери (Ита
лия) и Д. Мамфорда (США). 

Энрико Б о м б  ь е р  и родился в 1 940 г. в Милане. Про
фессор университета в Пизе. Исключительно разносторон
ний математик. Основные труды - по теории алгебраиче
ских чисел, комплексному и классическому анализу, алгеб
раической и дифференциальной геометрии. Его именем 
назван усредненный асимптотический закон для простых 
чисел в прогрессиях. 

Дейвид Брайант М а м ф о р д  родился в 1 937 г. Профес
сор Гарвардского университета (США). Основные труды -
по алгебраической геометрии, в частности по модулям 
кривых и абелевым многообразиям (кривые Мамфорда). 

На XVll ММК ( 1 978, Хельсинки) лауреатами названы: 
П.  Делинь (Бельгия), Д. Квиллен (США), Г. Маргулис 
(СССР), Ч. Фефферман (США). 

Пьер Рене Д е л  и н  ь родился li 1 944 г. в Брюсселе. Обу
чение математике начал в 1 4  лет по трактатам Н. Бурбаки. 
Образование получил в Брюссельском университете, а за
тем в Париже занимался у Гротендика и Серра. В 26 лет 
стал профессором в Европейском институте перспектив
ных исследований (Париж). Основные труды - по алгеб
раической геометрии (многообразия и формулы Делиня) и 
алгебраической теории чи-сел. Получил медаль за доказа
тельство гипотез А. Вейля о s-функциях ·над конечными по
лями. Из результатов Делиня следует, в частности, класси
ческая гипотеза Рамануджана - Петерсона. 

Даниел К в и л л  е н (Куиллен) роднлся в г. Оринже в 
1 940 г. Окончил Гарвардский университет. Профессор Мас
сачусетского технологического института. Основные тру
ды - по гомологической алгебре и алгебраической топо
логии. Автор фундаментальных работ по К-теории; до
казал гипотезу Адамса в топологической К-теории. В ", . _  
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ным достижением Квиллена стало доказательство гипоте
зы Серра о строении nроеkтивных модулей над кольцом 
непрерывных функций (доказательство этой гипотезы не
зависимо от Квиллена получил советский математик 
А. А. Суслин). 

Григорий Александрович М а р  г у л  и с родился в Москве 
в 1 946 г. Окончил МГУ. С 1 969 г.- сотрудник Института 
проблем передачи информации АН СССР. Основные тру
ды - по теории групп Ли. В частности, открыл соотноше
ние между непрерывностью математических структур, из
вестных как группы Ли, и их дискретных подструктур, изве
стных как решетки подгрупп. Другие важные работы Мар
гулиса оtносятся к комбинаторике, дифференциальной 
геометрии, эргодической 'Теории и теории динамических 
систем. 

Чарльз Луиз Ф е  ф ф е р м  а н  родился в Вашингтоне в 
1 949 г. В 20 лет получил степень доктора философии. В 22 
года стал профессором Чикагского университета. В момент 
присуждения премии работал в Принстонском университе
те. Труды - по различным разделам современного анали
за, в частности по теории функций комплексного пере
менного (теорема Феффермана), гармоническому анали
зу и теории рядов, а также дифференциальным уравне
ниям. 

Трое математиков были награждены на XVl l l  ММК 
( 1 983, Варшава). Это А. Нонн (Франция), У. Тэрстон 
(США), Ш. Яу (США). 

Ален К о н  н родился в Даргиньяне в 1 947 г. Профессор 
Европейского института перспективных исследований 
(Париж). Основные труды - по различным разделам 
общей алгебры (с•-алгебры, К-теория и др.). В гомологи
ческой алгебре известны теория Конна, когомологии Кон
н а, циклические модули Конна. Внес важный вклад в 
развитие современной теории операторных алгебр. Другие 
р аботы относятся к функциональному анализу и некомму
тативной алгебраической геометрии. 

Уильям Т э р  с т  о н. родился в 1 949 г. в Вашингтоне. Про
фессор Принстонского университета. Основные труды -
по топологии. В алгебраической топологии известна кон
струкция Кана и Тэрстона, в топологии многообразий -
теорема, норма и классы Тэрстона. 

Шинтан Я у (Яо) родился в 1 949 г. в Китае. Профессор 
Принстонского института перспективных исследований. 
Труды - по дифференциальным уравнениям, алrебраиче-

ской геометрии, топологии, дифференциальной геомет
рии и теории относительности. 

На XIX ММК ( 1 986, Беркли) Фиnдсовскую премию полу
чили С. Доналдсон (Великобритания), Г. Фалтингс (ФРГ), 
М. Фридман (США). 

Саймон Кёрдан Д о н а л д с о н родился в 1 957 г. в Кемб
ридже. Окончил Кембриджский университет. С 1 985 г.
профессор Оксфордского университета. Основные тру
ды по топологии четырехмерньlх многообразий. 
В работе, удостоенной медали, показал, что различные 
гладкие структуры существуют уже на R4• 

Герт Ф а л  т и н  г с  родился в Гельзенкирхене в 1 954 г. 
Окончил Мюнстерский университет. С 1 985 г. работает в 
rтринстонском университете (США). Основные труды - ПО 
диофвнтовым уравнениям и алгебраической геометрии. 
В 1 983 г. получил результаты, из которых, в частности, сле
дует, что уравнение Ферма x"+y"=z" имеет не более чем 
конечное число решений при n>2. 

Майкл Ф р  и д м  а н  родился в Лос-Анджелесе в 1 951 г. 
Окончил Принстонский университет. Профессор Калифор
нийского университета в Сан-Диего. Удостоен медали за 
работы по алгебраической топологии. 

Влияние Филдсовской премии на развитие математики 
велико и благотворно. Подавляющее большинство ее лау
реатов стали выдающимися математиками мира. 

Имена следующих лауреатов назовет очередной мате
матический конгресс, который планируется провести в 
Киото (Япония) в 1 990 г. 

Л и т е р а т у р а  
1 .  Смирнов С. Без Нобелевских премий // Знание - сила. 

1 983. № 2. с. 30-31 .  
2 .  Абель М., Абель Э., Флайшер А.  85 лет без Нобелевских 

премий // Наука и жизнь. 1 987. № 2. С. 62-63. 
3. Монастырский М. И. Лауреаты премии Филдса // 

Историко-мат�матические исследования. 1989. Вып. XXXI. 
с. 88- 1 1 5. 

4. Математический энциклопедический словарь. М.: Со
ветская энциклопедия. 1 988. 

д, И. &ороднн (г. Донецк) 
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В журнале «Математика в школе» ( 1 990, № 1 )  в статье «Об экзамене по алгебре и началам 
анализа в школах РСФСР» на с. 25 в правой колонке в строках 20-24, считая сверху, дана 
формул ировка теоремы, в которой пропущено одно условие. Теорема дол жна формулиро
ваться так: «Если дифференцируемая функция имеет единственную критическую точку 
на промежутке и в этой точке производная меняет зиак, то функция принимает в этой 
точке л ибо наибольшее, либо наименьшее значение». 

При использовании этой теоремы делалась ссылка на статью В.  А. Петрова (Мате
матика в школе. 1 98 1 .  № 6. С. 1 8- 1 9 ) ,  в которой эта теорема сформулировина корректно. 

Редакция приносит свои извинения читателям.  



... ХРОНИКА 

В секции средней школы НМС 
по математике 
Гособразования СССР 

Приказом Государственного комитета СССР по народ
ному образованию от 1 3  сентября 1 989 г. NO 732 создан 
Научно-методический совет по математике Гособразова
ния СССР. 

Председателем Совета утвержден академик 
В.  С. Е м е п ь я н о в. 

Совет должден способствовать решению следующих 
задач: 

совершенствованию содержания математических дис
циплин и организации учебного процесса, уровня теорети
ческой и практической подготовки студентов и учащихся; 

обеспечению методологического единства содержания, 
методов и средств обучения в системе непрерывного 
образования; 

внедрению эффективных методов и средств обучения; 
обеспечению студентов и учащихся современной учеб

ной литературой; 
совершенствованию содержания, форм и методов по

вышения квалификации преподавателей и учителей учеб
ных заведений, обеспечению их соответствующей учебной 
литературой. 

В составе Совета образован ряд секций, в том числе сек
ция средней школы. Председателем секции средней шко
лы назначен академик С. М. Н и к о п  ь с к и й, заместитеnя
мн председателя - старший научный сотрудник 
Н. П. До л б и п и н, профессор С. А.  Т е п я к о в с к и й ,  
старший научный сотрудник В. В. Ф и р  с о в ,  ученым секре
тарем - старший научный сотрудник С. С. М и  н а е в  а. 

Секция средней школы наметила в своем плане про
ведение сессий, посвященных актуальным вопросам 
школьного математического образования. 

Ниже приводится постановление первой сессни секции, 
которая была посвящена государственному базисному 
учебному плану средней общеобразовательной школы•, 
утвержденному Государственным комитетом СССР по на
родному образованию 22 сентября 1 989 г. 

ПОСТАНОВЛЕНИЕ 
секции средней школы 

Научно-методического совета по математике 
Государственного комитета СССР 

no народному образованию от 1 9  марта 1 990 г. 

Заслушав и обсудив сообщение В. В. Фирсова о государст
венном базисном учебном плане общеобразовательной 
школы и возможностях работы школы по новому учебному 
плану, секцня средней школы НМС по математике Гос
образования СССР считает необходимым: 

1 .  Отметить, что государственный базиснь1й учебный 
план предусматривает децентрализацию разработки учеб
ных планов школ, существование различных вариантов 
советской школы при сохранении ее единства, обеспечи
ваемого союзно-респубnиканским компонентом содержа
ния образования. 

Базисный учебный план позволяет существенно варьи
ровать объем учебного времени, отводимого на изучение 
математики,- от минимального числа часов, указанного в 
соответствующей строке плана, до значительно большего 

• См. Математика в школе. 1 989. № 6. С. 3. 

числа часов за счет использования резервов республикан
ского и особенно школьного компонента. Это создает ос
нову дифференциации школьного математического обра
зования с учетом интересов и способностей учащихся. 

2. Подчеркнуть, что введение базисного учебного плана 
при недостаточной подготовленности школы к его реали
зации может привести к значительным издержкам, в част• 
ности к заметному сокращению числа часов на изу"lение 
математики для подавляющего большинства школьников 
страны. 

Особенно существенньlм может оказаться сокращение 
числа уроков математики в V - IX классах. Между тем 
именно в этнх классах закладываются основы математиче
ских знаний и, как показывают наблюдения, у учащихся, 
склонных к предметам естественно-математического цик
ла, интерес к ним обычно формируется в этом возрасте. 

3. Отметить, что, хотя по базисному плану п редусМ4три
вается сокращение обязательного чнсла часов на матема
тику сравнительно с действующим планом, это может быт1> 
восполнено дополнительными часами, которые должны 
использоваться для следующих целей: 

проработки со слабыми учащимися пройденного мате
риала без увеличения минимальной программы, 

углубленного изучения программного и дополнительно
го материала с сильными учащимися. 

Обе эти цели очень важны, и необходимо, чтобы в каж
дой школе были созданы предпосылки для конкретного их 
осуществления. 

Слабым в математике учащимся тех часов, которые 
выделены на этот предмет, может оказаться недостаточно 
для прохождения даже минимальной программы. Поэтому 
надо приветствовать, что базисный учебный план создает 
возможность использования дополнительных часов для 
проработки пройденного материала. 

В то же время каждая школа должна побеспокоиться о 
серьезном математическом образовании тех учащихся, ко
торые чувствуют себя способными к математике и имеют 
желание в будущем осваивать технические и вообще есте
ственнонаучные профессии. Надо отдать себе отчет в том, 
что для осуществлени я  именно этой цели часов, отведен
ных на математику по минимальному плану, недостаточно. 
Поэтому для указанной категории учащихся в каждой шко
ле обязательно должны ба.1ть организована.� дополнитель-. 
ные занятия для усвоения нужных разделов школьной 
математики, не вошедших а минимальный курс. 

Не все шкоnа.1 смогут квалифицированно распределить 
учебный материал между обязате111оным (минимальным) и 
дополнительным учебными планами. Появляется необ
ходимость в создании примерных программ и рабочих 
планов как для основного курса математики, так и для 
доnолнительна.1х занятий. Здесь нужна настоятельная по
мощь со стороны научно-педаrоrическнх учреждений. 

4. Рекомендовать Государственному комитету СССР по 
народному образованию и соответствующим министерст-
вам союзных республик: · 

в серии публикаций для учнтелеА и работников школ 
разъяснить основные идеи н принципы построения базис
ного учебного плана, 

опубликовать образцы рабочих учебных планов, чтобы 
wколы могли выбрать nриемлема.1й для себя вариант учеб
ного плана или осуществwт�. переработку одного из  
вариантов, 

подготовить и направить в школы измененные в соответ
ствии с базисным учебным планом типовь1е программы по 
математике и методическне письма, обеспечивающие воз
можность работы по действующим учебникам в условиях 
сокращенного числа часов, с рекомендациями по повы
шенной математической подготовке интересующихся 
математикой школьников, 

разработать и внедрить систему государст&енной оценки 
качества математической подготовки школьников. 

Председатель секции средней школы 
академик 

С. М. Никол"скмА 
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Ассоциация 
математических соревнований 

комиссий п о  подготовке школьных, районных, городских, 
областных, заочных олимпиад; проведение научных конфе
ренций. 

Первые проекты: 

16 февр.sля 1 990 г. коnлеrия Гособразовани11 СССР одоб
рнла инициативу жюри Всесоюзной математической 
олимпиады по созданию Всесоюзной ассоциации мате
матических соревнований для молодежи. Членами ассо
циации могут быть индивидуальные лица, вузы, школы, 
кружки, организации без уплаты каких-либо ч·ленских 
взносов. 

1 .  Проведение и организация в Москве XXX l l l  Между

народной математической олимпиады в июле 1 992 r. 
2. Слет участников всесоюзных и международных 

математическ11х олимпиад различных лет (осень 1 991 г.). 
З. Всесоюзная научная конференция школьников памяти 

академика А. Н. Колмогорова (апрель 1 991 г.). 
4. Обмен командами учащихся школ, городов, районов, 

областей, республик для участия в зарубежных математи
ческих олимпиадах. 

Деятельность ассоциации будет направлена прежде все
го на выявление и поддержку талантливой молодежи, 
разонтие ее творческих способностей, содействие станов
лению новых, нетрадиционных форм соревнований, 
накопление лучшего отечественного и зарубежного опы
та. Предполагается создание информационно-консульта
ционного центра, издательской группы, методических 

Ваши предложения и пожелания просим посылать по 
адресу: 1 1 9899, Москва, В-134, Ленинские rоры, МГУ 
нм. М. В. Ломоносова, ректорат, комната 906, ассоцнацн11 
математических соревнований. 

Жюри Всесоюзной 
математической 

олимпиады 
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В ИЗДАТЕЛЬСТВЕ « П ЕДА ГО ГИ КА» ВЫШЛ И 
СЛ ЕДУЮЩИ Е  К Н И ГИ: 

Бреслав Г. М. Эмоциональные особенности формирования личности в детстве: Норма 
и отклонения.- 1 44 с.- 65 к" 20 ООО экз. 

Брускова Е. С., Шевченко А. И.  Моя синяя птица: Д�вник сельского учителя с ком· 
ментариями.- 272 с.- 1 р. 10 к" 1 03 ООО экз. 

Кан-Калик В. А., Никандров Н. Д. Педагогическое творчество.- 1 44 с.- (Б-ка учителя 
и воспитателя) .- 30 к" 55 ООО экз. 

Миронов В. Б. Век образования.- 1 76 с.- (Человечество на рубеже XXI века ) .-
55 к., 20 ООО экз. 

Речь. Речь. Речь: Книга для учителя / Под ред. Т. А. Ладыженской.- 336 с.: ил.
(в пер. ) - 1  р. �:щ к" 1 00 ООО экз. 

Судаков К. В., Рылов А. Л. Тайны мышления: Генетические корни поведения.- 1 28 с.: 
ил.- ( Ученые - школьнику) .- 35 к" 200 ООО экз. 

Унт И. Э. Индивидуализация и дифференциация обучения.- 1 92 с.- 55 к" 40 ООО экз. 
Ушинский К. Д. Педагогические сочинения: В 6 т. Т. 6 / Сост. С. Ф. Егоров.-

528 с.: ил.- (в пер . )  -2  р" 50 ООО экз. Подписное. 
Филиппов Ф. Р. Школа и социальное развитие общества.- 1 60 с.- 70 к" 22 ООО экз. 
Балл Г. А. Теория учебных задач: Психолоrо-педаrогический аспект.- 1 84 с.-

70 к., 14 ООО экз. 
Л итература по педагогическим н аукам и народному образованию. Вып. 1 ( 1 54 ) .  

1 989 г.: Текущий библиоrр. указ./ Гос. науч. пед. б -ка и м .  К .  Д. Уш инского А П Н  СССР.-
1 12 с.- 55 к., 17 750 экз. 

Мышление учителя: Личностные механизмы и форм ирование понятийного аппара· 
та / Под ред. Ю. Н. Кулюткина, Г. С. Сухобской.- 1 04 с.- 50 к" 20 ООО экз. 

Новые исследования в педагогических науках. Вып. 1 (55) / Сост. И. К. Журавлев, 
В. С. Шубина.кий.- 80 с.- 35 к., 1 2  ООО экз. 

Сантулов Х. Интегрированный подход к формировани ю  коммунистического миро· 
воззрения: Пер. с болг.- 1·76 с.- 1 р. 1О к" 7500 экз. 

Ушинский 1(. Д. Педагогические сочинения: В 6-ти т. Т. 5 / Сост. С. Ф. Егоров.-
528 с.- (в пер.) : 2 р. 10 к" 50 ООО экз. Подписное. 

Хроменков Н. А. Образование. Человеческий фактор. Общественный проrресс.-
1 92 с.- 70 к.. 33 ООО экз. 

Компьютерный центр с:Атари-клуб» предлагает: игровые 
программы, документацию, каталоги, аппаратные средства, 
ние, коммутацию, учебно-игровые комплексы, ремонт. 

и деловые 
турбирова-

Москва, тел. 449-33-26 



Магический квадрат и арифметическая прогрессия 

В статье И. С. Зе.льцера и Б. А. Корде.ш:ко20 
'Занятные стайки простых чисел" 
(Математика в школе. 1988. N 6) выделена 
замечательная стайка из девяти простых 
чисел: 

199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879. 

Она представляет собой арифметическую 
прогрессию. Кроме того, как отметили 
авторы упомянутой статьи, данная стайка 
чисел привлекательна способностью раз
меститься в девяти клетках квадрата 3х3 
так, что образуется магический квадрат с 
константой, равной разности двух простых 
чисел: 3119-2 (рис. 1). 

Замечание об арифметической прогрессии 
само по себе очень интересно. Дело в том, 
что Из каждых девяти последовательных 
членов л ю б о й арифметической прогрессии 
натуральных чисел можно составить ма
гический квадрат. 

В самом деле, пусть дана арифметическая 
прогрессия: 

а, a+d, a +2d, ... , a+8d, где а и d 
натуральные. Расположим ее члены так, как 
показано на рис. 2. Нетрудно видеть, что 
получился магический квадрат, константа С 
которого равна За +  12d. Действительно, 
сумма чисел в каждой строке, в каждом 
столбце и по каждой диагонали квадрата 
равна За +  12d. 

<D ® 

Вопрос о магических квадратах с про
стыми числами рассматривается в извест
ной книге М. Гарднера "Математические 
досуги" (М.: Мир, 1972). Там на с. 420 
приведен, в частности, магический квадрат, 
воспроизведенный на рис. 3. При этом 
утверждается, что задействованы одни 
только простые числа. На самом же деле в 
квадрате на рис. 3 только восемь простых 
чисел, поскольку число 1 не является 
простым. 

Предлагаю (см. рис. 4 на последней 
странице обложки) магический квадрат, 
составленный из девяти простых чисел ; его 
константа С=267. 

Вообще, составить магический квадрат из 
одних простых чисел - задача не из легких. 
Тем большее восхищение вызывают маги
ческие квадраты из простых чисел с одной и 
той же последней цифрой. На рис. 5 
магический квадрат составлен из простых 
чисел с последней цифрой "1". На рис. 6 и 7 в 
магические. квадраты собраны также 
простые числа с последними цифрами "3" и 
"7" соответственно. Магический квадрат из 
простых чисел, оканчивающихся на "9", уже 
указан на рис. 1 

1669 1 9 9  1249 а+ Зd a+Bd a + d  6 7  1 4 3  

6 J 9  J039 1459 a+2d a+ 4d а+Бd 13  37 6 1  
/ 

829 1 879  409 a+7d а a+5d 3 1  7 3  7 
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