
3
ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА и МАТЕМАТИКА · 3 · 2020

ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА 

Представлены расчёты необратимого динамического деформирования и фрагментации цилиндрической стальной 
камеры при действии интенсивной кратковременной нагрузки, обусловленной взрывом заряда конденсированного 
ВВ в её полости. Расчеты проведены при использовании разработанной численной методики, основанной на при-
менении интегрального критерия, начала макроразрушения предельной удельной диссипации, а также на вероят-
ностной теории типа Вейбулла. Задача имеет непосредственное отношение к проблеме хранения и транспорти-
ровки опасных веществ, а также защиты от взрывного воздействия обнаруженных неизвестных объектов в ме-
стах скопления людей.
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разрушения, теория Вейбулла.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу численного моделирования 
динамического поведения стальной камеры при 

взрыве заряда конденсированного взрывчатого ве-
щества (ВВ) в её полости. Камера выполнена в виде 
цилиндра, закрытого с торцов плоскими массивны-
ми днищами. Внутри и снаружи камеры – воздух при 
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нормальных условиях. Схема задачи приведена на 
рисунке 1.

2. Определяющие уравнения для материала 
камеры

Уравнения движения имеют следующий вид:

где ρ − плотность; v, w − компоненты вектора скоро-
сти вдоль осей z, r цилиндрической системы коорди-
нат соответственно (эйлеровы координаты); σzz, σzr, 
σrr, σθθ − компоненты тензора напряжений, которые 
раскладываются на шаровую и девиаторные части:

Здесь и далее точка над символом означает мате-
риальную производную по времени.

Уравнение неразрывности запишется в следую-
щем виде:

где   – ком-

поненты тензора скоростей деформаций. Скоро-
сти деформаций раскладываются на упругие и пла-
стические:    

  пластическое течение 
несжимаемо).

Поведение материала описывается уравнениями 
модели упругопластического течения типа Прандтля-
Рейса [1]:

   (2.1)

Последнее условие – критерий пластичности Ми-
зеса; μ – модуль сдвига; Y – предел пластичности 
при простом растяжении. Параметр λ определяется 
из условия пластичности. При численном интегри-
ровании определяющих уравнений используется так 
называемая «процедура приведения на поверхность 
текучести», впервые предложенная Уилкинсом М.Л. 
ещё в 1964 году (см. [1]). Подробное её математиче-
ское обоснование дано в [2].

Значком  обозначена Яуманновская производная 
по времени:

Уравнение для шаровой составляющей тензора 
напряжений имеем следующий вид:

Здесь K – объёмный модуль материала, T –тем-
пература, T0 – начальная температура, αV – теплоем-
кость при постоянном объёме.

Кроме того, запишем уравнение внутренней 
энергии

где  плотность внутренней энергии на 
единицу массы. Внутренняя энергия складывается из 

упругой энергии (обратимая часть 
внутренней энергии) E и диссипа-
ции D (необратимая часть внутрен-
ней энергии). Число фрагментов не-
посредственно рассчитывается ис-
ходя из величины упругой энергии.

2.1. Критерий начала 
макроразрушения

В качестве критерия начала ма-
кроразрушения (появления трещин 
в материале – новых свободных по-
верхностей) используется энтро-
пийный критерий предельной удель-
ной диссипации [3]. Применительно Рис. 1. 
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к рассматриваемой модели в адиабатическом при-
ближении, когда термическая диссипация и дис-
сипация континуального разрушения отсутствуют 

 критерий предельной удельной дис-
сипации примет следующий вид:

     (2.2)

где  – механическая 
диссипация; t* – время начала разрушения; D* – кон-
станта материала (предельная удельная диссипация). 
При достижении диссипации D предельной величи-
ны D* начинается макроразрушение материала. Кон-
станта D* определяется из экспериментов по отколь-
ному разрушению при плоском соударении тонких 
пластин путем сопоставления результатов таких экс-
периментов с результатами численного моделирова-
ния (см., например, [3…5]). 

2.2. Расчет фрагментации конструкции

После выполнения критерия разрушения (2.2) 
оболочка массой M распадается на отдельные фраг-
менты, число которых и их распределение по массам 
определяется по теории типа Вейбулла [6], модифи-
цированной в работах, приведенных в обзоре [7].

Ниже представлена методика расчета числа фраг-
ментов конструкции и распределения их по массам.

Число фрагментов, на которое распадается обо-
лочка, находится из уравнения баланса упругой энер-
гии, которая расходуется на разрушение и работу по 
отрыву или сдвигу материала. Для описания распре-
деления фрагментов по массе воспользуемся распре-
делением Вейбулла [6], которое является частным 
случаем общих вероятностных представлений и ча-
сто используется для описания процессов в инже-
нерном деле и целом ряде других направлений нау-
ки. Применительно к задаче фрагментации оно запи-
сывается следующим образом:

где N(<m) – число фрагментов с массой, меньше m; 
N0 – полное число фрагментов; m* – характеристи-
ческая масса распределения; Λ > 0 – показатель ка-
чества дробления (при увеличении спектр осколков 
становится более однородным).

Предположим, что из всего спектра фрагмен-
тов конструкции с массами m, где 0< m <M, мож-
но выделить K ансамблей фрагментов с массами 
m1, m2,…, mK: mmin<m1<m2<…<mK< mmax, где mmin и 
mmax – некоторые предельные минимальная и макси-
мальная массы осколков. И пусть в ансамбль фраг-
ментов с массой mj попали все фрагменты с массами 

 [7].
Тогда число фрагментов ансамбля mj (j=1, 2,…,K) 

составляет:

   (2.3)

Необходимо отметить, что:

     (2.4)

   (2.5)

где γ – удельная энергия, необходимая для создания 
единицы поверхности разрушения (ударная вязкость 
материала); Sj – площадь возникающей поверхности 
разрушения для фрагмента mj (рис. 2); ef –удельная 
энергия, затрачиваемая на разрушение конструкции.

Уравнение (2.4) означает, что суммарная масса 
осколков равна её начальной массе M, а уравнение 
(2.5) означает, что k-ая (0<k≤1) часть упругой энер-
гии Ef = kE, накопленной на момент времени разру-
шения t = t* в конструкции, расходуется на создание 
поверхностей разрушения. Как правило, считается, 
что k = 0,5 [7]. Это предположение имеет обоснова-
ние в механике сплошной среды.

Теперь из уравнений (2.3)…(2.5) получаем окон-
чательно следующее решение:

 (2.6)

2.3. Выбор минимально возможной массы 
фрагмента

Исходя из уравнений (2.4) и (2.5) получаем:

 j=1, 2,…,K. (2.7)

Уравнение (2.7) связывает между собой массу mj 
образовавшегося фрагмента и площадь поверхности 

Рис. 2. 
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разрушения sj. Так как mj = ρVj, где − объем j-го фраг-
мента, то (2.7) связывает объем с поверхностью раз-
рушения. А поскольку массы ансамблей фрагмен-
тов выбираются нашим решением, может оказаться, 
что уравнение (2.7) для каких-то mj не может быть в 
принципе выполнено при полученной упругой энер-
гии Ef, расходуемой на разрушение, и удельной энер-
гии γ, необходимой для создания единицы поверхно-
сти разрушения.

Рассмотрим, какие ограничения необходимо на-
ложить на величины mj [7].

Введем безразмерный коэффициент формы фраг-

мента, характеризующий его компактность:  
Очевидно, что kф изменяется в следующих пределах: 

 Максимальное значение  до-

стигается для сферического элемента как наиболее 
компактного, имеющего наименьшую поверхность 
при фиксированном объеме (или наибольший объем 
при фиксированной поверхности).

Из определения коэффициента формы kф и урав-
нения (2.7) следует, что  т.е. фрагменты 

большей массы менее компактны, что подтверждает-
ся экспериментально [7, 8].

Зная диапазон изменения коэффициента формы 
фрагмента kф, из (2.7) получаем следующие ограни-
чения на минимально допустимую массу фрагмента: 

3. Численное моделирование

В настоящей работе в качестве вычислительно-
го средства использовался программный комплекс 
ABAQUS [9], дополненный специально разработан-
ными для решения рассматриваемого типа задач рас-
четными модулями.

3.1. Описание расчетной модели

В расчетах использовались следующие геометри-
ческие параметры конструкции камеры (см. рис.1): 
H=20 мм, h=5 мм, L=160 мм, l=20 мм, при этом пола-
галось, что цилиндрическая часть камеры выполнена 
из Ст. 20, плоские днища – из Ст. 45.

В местах соединения цилиндра и 
днищ задавался контакт типа «склей-
ка». Если в результате деформирова-
ния конструкции в местах соедине-
ния прочность достигала критическо-
го значения, считалось, что контакт 
отсутствует. Использовался следую-
щий критерий для прочности сочлене-
ния:

где  − прочность соединения на комбинированное 
воздействие отрывом и сдвигом (величина, которая 
должна быть определена экспериментально). В рас-
чётах принято, что  = 200 МПа.

Цилиндрическая часть камеры разбивалась на от-
дельные блоки тороидальной формы, в начальном 
недеформированном состоянии представляющие со-
бой кольца (рис. 3). 

Заряд рассматривался в виде сплошного цилин-
дра, размещенного в геометрическом центре камеры. 
Масса заряда задавалась равной m = 0,006 кг. Ини-
циирование заряда осуществлялось в момент време-
ни t = 0.

Конструкция камеры моделировалась с помощью 
лагранжевой расчетной сетки, а газовая среда (воз-
дух, продукты взрыва) – эйлеровой расчетной сеткой 
(рис. 4).

Газовая среда описывается с помощью стандарт-
ных модулей среды ABAQUS [9]. А именно, воз-
дух моделируется уравнением состояния идеально-
го газа:

где ρ – плотность воздуха, p0 – начальное давление, 
R – газовая постоянная, T – текущая температура, 
T0 – начальная температура.

Для моделирования продуктов детонации приме-
нялось уравнение состояния Джонса-Уилкинса-Ли 
(JWL):

где ρe – плотность ВВ, ρ0 – плотность продуктов 
взрыва, Em – удельная внутренняя энергия, A, B, R1, 
R2, ω – константы взрывчатого вещества [10].

При описании модели материала камеры исполь-
зовалась билинейная упруго-пластическая модель 
с линейным кинематическим упрочнением. В та-
ком случае вектор смещение поверхности текуче-
сти определяется как:  где H – пласти-
ческий модуль, который вычисляется следующим 

Рис. 3. 
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образом [9]:  где E – модуль упругости, а 

ЕT – тангенциальный модуль второго участка кривой 
одноосного деформирования. Таким образом, рас-
считанные по уравнениям (2.1) компоненты девиато-
ра тензора напряжений Sij заменяются на (Sij + αij).

Принятые свойства модели (исходные данные):

• Сталь 20: ρ = 7800 кг/м3, E = 210 000 Мпа, ν = 0,3, 
Y = 200 Мпа, Н = 340 Мпа;

• Сталь 45: ρ = 7826 кг/м3, E=220 000 Мпа, ν = 0,3, 
Y = 245 Мпа, Н = 450 Мпа;

• Воздух: ρ = 1,2 кг/м3, cv = 0,717 кДж/кг*K,
R = 287 Дж/кг*K;

• ВВ (тротил): ρe = 1680 кг/м3, Q = 4,2 кДж/гр,
V = 6500 м/с, m = 6⋅10–3 кг, A = 371,2 ГПа;

B=3,231 Гпа; R1 = 4,15; R2 = 0,92; ω = 0,3,
где Е – модуль упругости Юнга; ν – коэффи-

циент Пуассона; Y – предел текучести; Н – пла-
стический модуль; cv – средняя удельная тепло-
ёмкость при постоянном объёме; R – удельная 
газовая постоянная; Q – теплота взрыва; V – ско-
рость детонации; m – масса в тротиловом экви-
валенте.
3.2. Результаты расчетов

Для иллюстрации динамической картины 
развития взрыва и деформирования камеры на 
рисунке 5 представлены поля скоростей (10–3 

м/с) в различные моменты времени.
На рисунке 6 представлены результаты рас-

чета фрагментации блоков D (слева) и C (спра-
ва). Необходимо отметить, что расчет прово-

дился при следующих параметрах: Λ = 0,6; kф = 

  где F – без-

размерный параметр фрагментации, равный в 
данном случае 85.

Отметим также, что с увеличением накоплен-
ной упругой энергии к моменту разрушения ка-
чество дробления возрастает, образуются более 
мелкие осколки, чего и следовало ожидать.

Рис. 4. 

Рис. 5. 
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На рисунке 7 представлена об-
щая зависимость числа фрагментов 
от их массы.

Полученное из расчета распре-
деление фрагментов по массе и чис-
лу фрагментов согласуются с не-
многими известными наземны-
ми экспериментами по фрагмен-
тации топливных баков космиче-
ских ракет при взрыве газов из за-
полняющих [8], представленными 
на рис. 8, вполне удовлетворитель-
но.

4. Заключение

Разработана и реализована в 
рамках программного комплекса 
ABAQUS методика расчета фраг-
ментации оболочек под действием 
динамической нагрузки взрывно-
го типа. В указанной методике для 
определения начала макроразру-
шения используется критерий пре-
дельной удельной диссипации, чис-
ло фрагментов и их распределение 
по массе устанавливается по теории 
типа Вейбулла.

Проведено численное модели-
рование динамики необратимого 
деформирования и фрагментации 
стальной камеры при взрыве заряда 
ВВ в её внутренней полости. Адек-
ватность численных результатов 
подтверждается результатами из-
вестных экспериментов.

Работа выполнена при финан-
совой поддержке РФФИ
(проект № 18-01-00151а).

Рис. 6. 

Рис. 7. 

Рис. 8. 
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