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Ôðåíêèí

Ââåäåíèå

Â ãåîìåòðèè ìû ïðèâûêëè ñêëàäûâàòü âåêòîðû è óìíîæàòü èõ íà ñêàëÿðû (÷èñëà). Ýòîò ãåîìåòðè-
÷åñêèé ÿçûê ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì â ñîâåðøåííî íå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ. Â ýòîì
ïðîåêòå ìû ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå âåêòîðîâ àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà � òàê íàçûâàþòñÿ êîðíè ìíîãî-
÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñàìè æå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà áóäóò âûñòóïàòü â ðîëè
ñêàëÿðîâ.

−→v1

−→v2

−→v3
a1−→v1 + a2−→v2 + a3−→v3 = 0⇒ a1 = a2 = a3 = 0

Ðèñ. 1

Ãîâîðÿò, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà x1, . . . , xn ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû íàä Q, åñëè ðàâåíñòâî a1x1 + . . . + anxn = 0, ãäå
a1, . . . , an ∈ Q, âîçìîæíî òîëüêî ïðè a1 = . . . = an = 0
(ñð. ñ íåêîìïëàíàðíûìè âåêòîðàìè íà ðèñóíêå 1). Âîîáùå,
âçãëÿä íà àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà êàê íà âåêòîðû îêàçûâà-
åòñÿ î÷åíü åñòåñòâåííûì è ïðîäóêòèâíûì � îí ïîçâîëÿåò
ïðèìåíÿòü ãåîìåòðè÷åñêèå èäåè ê àëãåáðàè÷åñêèì çàäà÷àì.

Êàê óñòðîåí ïðîåêò? Ìû íà÷í¼ì ñ îëèìïèàäíûõ çàäà÷ î ðàäèêàëàõ äëÿ çàòðàâêè. Íåêîòîðûå
èç íèõ ìîæíî ðåøèòü øêîëüíûìè ìåòîäàìè, äëÿ äðóãèõ íóæíû íîâûå èäåè è ìåòîäû � íà÷àëü-
íûå ñâåäåíèÿ îá àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëàõ è ïîëÿõ, èçëîæåííûå âî âòîðîì ðàçäåëå. Âû íàó÷èòåñü
óäîáíîìó ÿçûêó è àïïàðàòó äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷. Ýòî � ïðåäâàðèòåëüíàÿ ÷àñòü
ïðîåêòà.

Â òðåòüåé ÷àñòè ìû ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó ïðîåêòà è ïðåäëîæèì å¼ äîêàçàòü ïî
ïðèâåä¼ííîìó ïëàíó, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå çíàíèÿ. Â çàêëþ÷åíèå ìû äàäèì èññëåäîâàòåëüñêóþ
çàäà÷ó, ðàçâèâàþùóþ è îáîáùàþùóþ òåîðåìó.

×òî íóæíî çíàòü çàðàíåå? Áàçîâûå ôàêòû î êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ è ìíîãî÷ëåíàõ. Ãëàâíîå �
óìåòü èçâëåêàòü êîðíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è äåëèòü ìíîãî÷ëåíû ñ îñòàòêîì. Åñëè âû ìàëî çíà-
êîìû ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, òî çàâåäîìî âàì áóäóò ïîñèëüíû çàäà÷è î êâàäðàòíûõ ðàäèêàëàõ.

Îñíîâû òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íà÷àëè ôîðìèðîâàòüñÿ â òðàêòàòå Êàðëà Ãàóññà ½Àðèôìå-
òè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ� (1801), ñûãðàâøèì îãðîìíóþ ðîëü â òåîðèè ÷èñåë è ïîäãîòîâèâøèì ïî÷âó
(íàðÿäó ñ ðàáîòàìè Ëàãðàíæà) äëÿ îòêðûòèé Ýâàðèñòà Ãàëóà, êîòîðûé óñòàíîâèë êðèòåðèé ðàçðå-
øèìîñòè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ (1830) è çàëîæèë îñíîâû òàêèõ ñîâðåìåííûõ ðàçäåëîâ àëãåáðû,
êàê òåîðèÿ ãðóïï è ïîëåé. Òåîðèÿ Ãàëóà è òåîðèÿ ïîëåé àëãåðàè÷åñêèõ ÷èñåë áûëè ñèñòåìàòèçè-
ðîâàíû è ðàçðàáîòàíû âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX è íà÷àëå XX âåêà óñèëèÿìè Êóììåðà, Êðîíåêåðà,
Ãèëüáåðòà è äð.

1. Çàäà÷è äëÿ çàòðàâêè

Åñëè êàêèå-òî çàäà÷è âûçîâóò çàòðóäíåíèÿ � âåðíèòåñü ê íèì ïîñëå ðàçäåëà 2.

1.1. Äîêàæèòå èððàöèîíàëüíîñòü ñëåäóþùèõ ÷èñåë: à) 3
√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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Åñëè âû äàæå íå ïðåäñòàâëÿåòå êàê ïîäñòóïèòüñÿ ê ïîñëåäíåìó, íàðî÷èòî äèêîìó, ÷èñëó, òî
âîò ïåðâîå ñîîáðàæåíèå: ëó÷øå äîêàçûâàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè.
Íàïðèìåð, â ïóíêòå á) âîò òàêîå:

a+ b
√

2 + c
√

3 + d
√

6 = 0, ãäå a, b, c, d ∈ Q =⇒ a = b = c = d = 0.

1.2. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñëåäóþùèì
êîðíåì: à) 3

√
4; á)

√
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√
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√

2 + 3
√

4; ã)∗ 8
√

8 + 9
√
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√

6 +
√
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√

15;



å)
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√

1 +
√

2 +
3
√

1−
√

2; ¼)
3
√

7 + 5
√

2 +
3
√

7− 5
√

2 (âíåøíåå ñõîäñòâî îáìàí÷èâî!);

æ) cos 2π
5
; ç) cos 2π

9
; è)∗ cos 2π

97
; ê)∗∗ cos 2π

n
ïðè ëþáîì n ∈ N.

Åñëè íàøëè ìíîãî÷ëåí, íî íåò óâåðåííîñòè, ÷òî åãî ñòåïåíü ìèíèìàëüíà, òî âñ¼ ðàâíî óêàæèòå
ýòîò ìíîãî÷ëåí. Âî âñåõ ïóíêòàõ, êðîìå â), ã), è), ê), íàïèøèòå ìíîãî÷ëåí â ñòàíäàðòíîì âèäå.
Êàê íè ñòðàííî, äëÿ ðåøåíèÿ ïóíêòîâ è), ê) ëó÷øå ïåðåéòè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

1.3. Êàêèå ÷èñëà âèäà
a+ bi

a− bi
, ãäå a, b ∈ Z, ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû?

Âîò íåñêîëüêî çàäà÷ íà êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè. Â íèõ çàëîæåíà âàæíàÿ èäåÿ ...
(îáîéä¼ìñÿ áåç ñïîéëåðîâ).

1.4. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d, ÷òî (a+ b
√

2)2 + (c+ d
√

2)2 = 7 + 5
√

2?

1.5. Íàéäèòå ïåðâûå 1000 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà (6 +
√

37)1001.

1.6. Ïåðåìíîæàþòñÿ âñå 2100 âûðàæåíèé âèäà

±
√

1±
√

2± . . .±
√

99±
√

100

(ïðè âñåõ êîìáèíàöèÿõ çíàêîâ). Äîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò: à) öåëîå ÷èñëî; á) êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà.

2. Íåìíîãî òåîðèè: ïîëÿ è àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü 1 è
√

2 (íàä Q) îçíà÷àåò ïðîñòî èððàöèîíàëüíîñòü
√

2, èçâåñòíóþ åù¼
äðåâíèì ãðåêàì. Óâåëè÷èì ÷èñëî ðàäèêàëîâ.
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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Ðèñ. 2à Ðèñ. 2á

2.1. Çàïîëíèòå ïðîïóñêè â ñëåäóþùåì ðàññóæäåíèè.
Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëà 1,

√
2,
√

3,
√

6 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q. Ïóñòü

a+ b
√

2 + c
√

3 + d
√

6 = 0, ãäå a, b, c, d ∈ Q.

Îòäåëèì ðàäèêàë
√

3:
a+ b

√
2 + (c+ d

√
2)
√

3 = 0.

Åñëè c+ d
√

2 = 0, òî
Åñëè æå c+ d

√
2 6= 0, òî

√
3 = −a+ b

√
2

c+ d
√

2
= A+B

√
2, ãäå A = ∈ Q, B = ∈ Q.

Çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Íà ðàçîáðàííîì ïðèìåðå âèäíû íåêîòîðûå èäåè. Ìû ñâåëè ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ÷èñåë íà
ðèñóíêå 2à ê òîìó, ÷òî ÷èñëî

√
3 ¾èíîðîäíî¿ ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâó

Q + Q
√

2 = {a+ b
√

2 | a, b ∈ Q}



(ôîðìàëüíî �
√

3 íå ëåæèò â í¼ì), ïîäîáíî òîìó, êàê
√

2 èíîðîäíî ïî îòíîøåíèþ ê Q. Ïðè ýòîì
îêàçàëîñü âàæíî, ÷òî â ìíîæåñòâå Q + Q

√
2 ìîæíî íå òîëüêî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, óìíîæàòü,

íî è äåëèòü (íå íà 0), êàê è â Q, ñ ïîìîùüþ èçáàâëåíèÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå.
×èñëîâîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå 0 è 1 è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ

äåéñòâèé, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ïîëåì. Ñëîâî ½÷èñëîâîå� ìû áóäåì îïóñêàòü1. Èòàê, K � ïîëå,
åñëè 0, 1 ∈ K è äëÿ ëþáûõ a, b ∈ K âåðíî a ± b, ab ∈ K è a/b ∈ K ïðè b 6= 0. Ëåãêî ïîíÿòü, Q �
ïîëå, ïðè÷¼ì ½ñàìîå ìàëåíüêîå� � ëþáîå (÷èñëîâîå) ïîëå åãî ñîäåðæèò. Åñëè K ⊆ L � ïîëÿ, òî
ãîâîðÿò, ÷òî K � ïîäïîëå â L.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà ÷èñåë2 x1, . . . , xn ∈ C ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä ïîëåì K, åñëè ðàâåíñòâî
a1x1 + . . . + anxn = 0, ãäå a1, . . . , an ∈ K, âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè a1 = . . . = an = 0. Íàïðèìåð,
÷èñëà 1 è

√
2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q, íî ëèíåéíî çàâèñèìû íàä R.

2.2. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Ïóñòü K � ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî:
à) ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ 0 èëè äâà ïðîïîðöèîíàëüíûõ íàä K ÷èñëà, ëèíåéíî çàâèñèìà íàä K;
á) ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìà (íàä òåì æå ïîëåì);
â) ñèñòåìà 1, x ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä K, åñëè è òîëüêî åñëè x /∈ K;
ã) êîýôôèöèåíòû a1, . . . , an ∈ K â çàïèñè ÷èñëà a1x1 + . . .+ anxn îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, åñëè

è òîëüêî åñëè ñèñòåìà x1, . . . , xn ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä K.
Ïðèñîåäèíèòü ê ïîëþ K ÷èñëà α1, . . . , αn � çíà÷èò âçÿòü íàèìåíüøåå (ïî âêëþ÷åíèþ) ïîëå,

ñîäåðæàùåå K è ýòè ÷èñëà. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ K(α1, . . . , αn).

2.3. Ïðèñîåäèíåíèå êâàäðàòíîãî ðàäèêàëà. Ïóñòü K � ïîäïîëå â R, 0 < d ∈ K è
√
d /∈ K

(íàïðèìåð, K = Q è d = 2). Äîêàæèòå, ÷òî

K(
√
d) = {a+ b

√
d | a, b ∈ K},

ïðè÷¼ì ÷èñëà a, b ∈ K â çàïèñè a+ b
√
d îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

2.4. Äîêàæèòå, ÷òî Q(
√

2 +
√

3) = Q(
√

2,
√

3).

2.5. Èçáàâüòåñü îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå:
1

1 +
√

2−
√

3 +
√

6
.

2.6. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà â âåðøèíàõ êóáà íà ðèñ. 2á ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q.
á)∗ Äîáàâüòå åù¼

√
7, ïîïðîáóéòå íàðèñîâàòü ãèïåðêóá è äîêàæèòå óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå

ïóíêòó à). À ìîæåò, ïîðà ñôîðìóëèðîâàòü îáùóþ òåîðåìó î êâàäðàòíûõ ðàäèêàëàõ èç ïðîñòûõ
÷èñåë è äîêàçàòü å¼ ïî èíäóêöèè? Â ÷àñòíîñòè, èç íå¼ áóäåò ñëåäîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è 1.1ã).

Âî ÷òî ïðåâðàòèòñÿ îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàä ïîëåìK äëÿ ñòåïåíåé 1, α, α2, . . . , αn

íåêîòîðîãî ÷èñëà α? Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà c0, c1, . . . , cn ∈ K, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî

c0 + c1α + c2α
2 + . . .+ cnα

n = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K � òàêîå α
íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä K. Ñðåäè âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ òîëüêî îäèí èìååò íàèìåíüøóþ
ñòåïåíü è ñòàðøèé êîýôôèöèåíò 1 (ïî÷åìó?). Îí íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà
α íàä K è ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ µKα (x). Íàïðèìåð, µR

i (x) = x2 + 1, µC
i (x) = x− i. Ñòåïåíü deg µKα (x)

ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ òàêæå ñòåïåíüþ ÷èñëà α íàä K è îáîçíà÷àåòñÿ degK(α). Êîðíè
ìíîãî÷ëåíà µKα (x) íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè ñ α íàä K.

Â ñëó÷àå K = Q ãîâîðÿò ïðîñòî îá àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëàõ.

2.7. Ïóñòü ÷èñëî α ∈ C àëãåáðàè÷íî íàä ïîëåì K ⊆ C. Äîêàæèòå:
à) degK(α) åñòü íàèìåíüøåå òàêîå n ∈ N, ÷òî ñòåïåíè 1, α, . . . , αn ëèíåéíî çàâèñèìû íàä K;
á) ìíîãî÷ëåí µKα (x) íåïðèâîäèì íàä K (ò. å. íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ

ñòðîãî ìåíüøåé ñòåïåíè);
â) ëþáîé ìíîãî÷ëåí èç K[x] ñ êîðíåì α äåëèòñÿ íà µKα (x);
ã) íåïðèâîäèìûé íàä K ìíîãî÷ëåí ñ êîðíåì α è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 ðàâåí µKα (x).

1Áûâàþò è äðóãèå ïîëÿ, íàïðèìåð, ïîëÿ âû÷åòîâ, ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ...
2Íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë, â êîòîðîì ìîãóò áûòü ïîòâîðû.



Ñëåäóþùèì ïðèçíàêîì íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà íàä Q ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçà-
òåëüñòâà.

Òåîðåìà 1 (ïðèçíàê Ýéçåíøòåéíà). Åñëè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x]

äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
• p - an,
• p | an−1, . . . , p | a0,
• p2 - a0,

òî ýòîò ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä Q.

2.8. à) Çàâåðøèòå ðåøåíèå çàäà÷è 1.1ä). Ïóñòü 5
√

3 − 5
√

2 = a ∈ Q, òîãäà 5
√

3 = 5
√

2 + a. Íàéä¼ì
ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ ÷èñåë â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ.

á) Ðåøèòå óðàâíåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ: 5
√
m+ 5

√
n = 2020.

Îáîáùèì òåïåðü çàäà÷ó 2.3.

Òåîðåìà 2 (îá èçáàâëåíèè îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå). Ïóñòü ÷èñëî α àëãåáðàè÷íî íàä
ïîëåì K è èìååò ñòåïåíü n. Òîãäà êàæäîå ÷èñëî â ïîëå K(α) îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

c0 + c1α + . . .+ cn−1α
n−1, ãäå c0, c1, . . . , cn−1 ∈ K.

2.9. à) Èçáàâüòåñü îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå äðîáè
1

3
√

4 + 3
√

2 + 3
. Óêàçàíèå. Çäåñü óæå

íå ðàáîòàåò ïðåñëîâóòîå äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæ¼ííîå. Íàéäèòå òàêèå ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈
Q[x], ÷òî u(x)(x2 + x + 3) + v(x)(x3 − 2) = 1. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèáî îáðàòíûé õîä
àëãîðèòìà Åâêëèäà, ëèáî ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

á) Äîêàæèòå òåîðåìó 2.

Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, ëþáîé ìíîãî÷ëåí íàä C ñòåïåíè n > 0 èìååò n êîðíåé
ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè. Ñîãëàñíî ñëåäóþùåé òåîðåìå, ìíîãî÷ëåí µKα (x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé è,
òåì ñàìûì, êàæäîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè n èìååò ðîâíî n ñîïðÿæ¼ííûõ (âêëþ÷àÿ ñåáÿ).

Òåîðåìà 3. Ìíîãî÷ëåí, íåïðèâîäèìûé íàä íåêîòîðûì ïîäïîëåì â C, íå èìååò êðàòíûõ êîì-
ïëåêñíûõ êîðíåé.

2.10. Ðàçëîæèòå äâó÷ëåí x4 − 2 íà íåïðèâîäèìûå è ðàçáåéòå åãî êîðíè íà êëàññû ñîïðÿæ¼ííûõ
íàä êàæäûì èç ïîëåé Q ⊂ Q(

√
2) ⊂ Q( 4

√
2) ⊂ Q( 4

√
2, i).

Îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò êîðíè èç åäèíèöû. Êàê èçâåñòíî, êîìïëåêñíûå êîðíè óðàâíå-
íèÿ xn = 1 èìåþò âèä

1, εn, ε
2
n, . . . , ε

n−1
n , ãäå εn = cos 2π

n
+ i sin 2π

n

(ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû Ìóàâðà). Ðàçîáü¼ì èõ íà êëàññû ñîïðÿæ¼ííûõ íàä ïîëåì Q. Äëÿ
ýòîãî íóæíî ðàçëîæèòü äâó÷ëåí xn − 1 íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä Q: êîðíè êàæäîãî ìíî-
æèòåëÿ îáðàçóþò êëàññ ñîïðÿæ¼ííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ðàçáåð¼ì ïðèìåðû ïðè ìàëûõ n. Íà
ðèñóíêå 3 íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè è èõ êîðíè âûäåëåíû îäíèì öâåòîì.

x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1) x4 − 1 = (x− 1) (x2 + 1)(x+ 1) x5 − 1 = (x− 1)×
×(x4 + x3 + x2 + x+ 1)

x6 − 1 = (x− 1)(x+ 1)×
×(x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1)

Ðèñ. 3



Íóæíî ïîÿñíèòü ëèøü íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà x4 +x3 +x2 +x+ 1. Âîò áîëåå îáùèé ôàêò.

2.11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ìíîãî÷ëåí

Φp(x) = xp−1 + . . .+ x+ 1

íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ïðèçíàê Ýéçåíøòåéíà (òåîðåìà 1). Ïîäóìàéòå,
êàê åãî ïðèìåíèòü, âåäü âñå êîýôôèöèåíòû ó Φp(x) ðàâíû 1.

2.12. Ðàçëîæèòå äâó÷ëåí x12 − 1 íà íåïðèâîäèìûå íàä Q è íàðèñóéòå êàðòèíêó, àíàëîãè÷íóþ
ðèñóíêó 3.

Ïóñòü ε � êîðåíü èç åäèíèöû. Åãî ïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå òàêîå n ∈ N, ÷òî εn = 1.
Êîðíè ïîðÿäêà n íàçûâàþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè êîðíÿìè ñòåïåíè n. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âñå òàêèå
êîðíè èìåþò âèä εkn, ãäå k âçàèìíî ïðîñòî ñ n. Êîëè÷åñòâî ÷èñåë ñðåäè 1, . . . , n, âçàèìíî ïðîñòûõ
ñ n, îáîçíà÷àåòñÿ ϕ(n), ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Òåîðåìà 4. Êîðíè ñòåïåíè n èç åäèíèöû ñîïðÿæåíû íàä Q, åñëè è òîëüêî åñëè îíè èìåþò
îäèíàêîâûé ïîðÿäîê. Â ÷àñòíîñòè, degQ(εn) = ϕ(n) äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ýòà òåîðåìà ðàâíîñèëüíà íåïðèâîäèìîñòè íàä Q òàê íàçûâàåìûõ êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Φn(x) =
∏

16k6n,(k,n)=1

(x− εkn).

Çàäà÷à 2.11 � ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Â îáùåì ñëó÷àå íå ñðàçó î÷åâèäíî äàæå, ÷òî êîýôôèöè-
åíòû ó ìíîãî÷ëåíà Φn(x) � ðàöèîíàëüíûå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 â îáùåì ñëó÷àå æåëàþùèå
ñìîãóò äîêàçàòü íà êîíôåðåíöèè. Â ëþáîì ñëó÷àå åé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4
ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó 1.3 î÷åíü áûñòðî.

Çàïîëíèòå ïðîïóñêè â ðåøåíèè çàäà÷è 1.2â). Íàéä¼ì ìíîãî÷ëåí µ 3√4+ 3√2(x) (ïî óìîë÷àíèþ

� íàä ïîëåì Q). Êëþ÷åâàÿ èäåÿ â òîì, ÷òî 3
√

2 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà µ 3√4+ 3√2(x
2 + x), êîòîðûé,

ñòàëî áûòü, äåëèòñÿ íà µ 3√2(x) = x3 − 2, à çíà÷èò, èìååò òàêæå êîðíè 3
√

2ε è 3
√

2ε2, ãäå ε = ε3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà 3
√

4 + 3
√

2, 3
√

4ε2 + 3
√

2ε, 3
√

4ε + 3
√

2ε2 ñîïðÿæåíû. Äàëåå, îíè âñå ðàçëè÷íû
(ïî÷åìó?). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí(

x− 3
√

4− 3
√

2
)(
x− 3
√

4ε2 − 3
√

2ε
)(
x− 3
√

4ε− 3
√

2ε2
)

èìååò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû � òîãäà îí è áóäåò µ 3√4+ 3√2(x). Ïîêàæèòå ýòî.
Îáîáùåíèåì ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îäíà èç ãëàâíûõ â ïðîåêòå.

Òåîðåìà 5. Åñëè α = α1, . . . , αn � âñå ñîïðÿæ¼ííûå ñ ÷èñëîì α íàä ïîëåì K, òî äëÿ ëþáîãî
ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x] ÷èñëî f(α) àëãåáðàè÷íî íàä K è åãî ñîïðÿæ¼ííûå ñóòü f(α1), . . . , f(αn),
ïðè÷¼ì â ýòîì ñïèñêå ìîãóò áûòü ïîâòîðû è òîãäà êàæäûé ýëåìåíò âñòðå÷àåòñÿ îäíî è òî
æå ÷èñëî ðàç.

2.13. Äîêàæèòå òåîðåìó 5: à) â ñëó÷àå, êîãäà α � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî äâó÷ëåíà; á) â îáùåì
ñëó÷àå. (Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ðàäèêàëîâ äîñòàòî÷íî ïóíêòà à), êîòîðûé
ïðîùå. Â ïóíêòå á) ìîæíî èñïîëüçîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.)

Âîò ïëàí äîêàçàòåëüñòâà.
1) ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî f(α) àëãåáðàè÷íî è åãî ñîïðÿæ¼ííûå íàõîäÿòñÿ ñðåäè ÷èñåë f(α1), . . . , f(αn),

ðàññìîòðèòå ìíîãî÷ëåí
F (x) = (x− f(α1)) . . . (x− f(αn))

è äîêàæèòå, ÷òî F (x) ∈ K[x].
2) ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî âñå ÷èñëà f(α1), . . . , f(αn) ñîïðÿæåíû íàä K, ðàññìîòðèòå ìíîãî÷ëåí

µf(α)f(x).
3) Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà F (x) èìåþò îäèíàêîâóþ êðàòíîñòü, ðàññìîòðåâ ìíî-

ãî÷ëåí F (x)/µf(α)(x).

2.14. Íàéäèòå âñå n ∈ N, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî cos 2π
n
: à) ðàöèîíàëüíî; á) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

a+
√
b, ãäå a, b ∈ Q, ò. å. degQ

(
cos 2π

n

)
6 2.



3. Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ

Ïîäóìàéòå, êàê ðåøèòü çàäà÷ó 1.2ç) ñ ïîìîùüþ òåîðåì 4 è 5. Ýòà çàäà÷à � êëþ÷åâàÿ â äîêàçàòåëü-
ñòâå ÷àñòè ¾òîëüêî åñëè¿ òåîðåìû Ãàóññà�Âàíöåëÿ: ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê ñòðîèòñÿ öèðêóëåì
è ëèíåéêîé, åñëè è òîëüêî åñëè ϕ(n) � ñòåïåíü äâîéêè, ò. å. åñëè n � ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíè
äâîéêè è ïðîñòûõ ÷èñåë Ôåðìà. ×èñëà Ôåðìà � ýòî ÷èñëà âèäà 22k + 1. Ïåðâûå 5 èç ýòèõ ÷èñåë
ïðîñòûå: 3, 5, 17, 257, 65537.

3.1. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïðàâèëüíûå: à) 5-óãîëüíèê; á) 17-óãîëüíèê.

3.2. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì è íàïèøèòå ïðîãðàììó íà êîìïüþòåðå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî
p-óãîëüíèêà ïðè: à) p = 17; á) p = 257; â) p = 65537.

Ãàóññ ïîñòðîèë ïðàâèëüíûé 17-óãîëüíèê è äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà Ôåðìà p
ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü. Ýòîò ñëó÷àé (ïóíêò à)) íå îöåíèâàåòñÿ îòäåëüíî, íî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ ñòóïåíüêó, è ìû ðåêîìåíäóåì ðàçîáðàòü åãî êàê âðó÷íóþ, òàê è ñ
ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû.

Ïðàâèëüíûé 257-óãîëüíèê áûë ïîñòðîåí Ðèøåëî â XIX âåêå; â XXI âåêå âû÷èñëåíèÿ ëó÷øå
ïîðó÷èòü êîìïüþòåðó. Ïðîãðàììà äëÿ p = 257 áóäåò îöåíåíà îòäåëüíûì äèïëîìîì. Ïðîãðàììà
äëÿ p = 65537 áóäåò íîâûì ðåçóëüòàòîì è ìîæåò áûòü ïîäàíà â íàó÷íûé æóðíàë.

3.3. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ, ëèíåéêè è òðèñåêòîðà (ïðèáîðà, äåëÿùåãî óãîë íà òðè ðàâíûõ
óãëà) êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ: a) 8x3− 6x+ 1; á) 512x9− 1152x7 + 864x5− 240x3 + 18x+ 1. (Ýòî ñâÿçàíî
ñ 9- è 27-óãîëüíèêàìè.)

3.4. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå a ∈ {1, . . . , p − 1} ñ óñëîâèåì
p | a3 − 3a+ 1.

3.5. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ, ëèíåéêè è òðèñåêòîðà ïðàâèëüíûå: a) 7-óãîëüíèê; á) 13-
óãîëüíèê.

�Îäèí ñëèøêîì íàâÿç÷èâûé àñïèðàíò äîâ¼ë ñâîåãî ðóêîâîäèòåëÿ äî òîãî, ÷òî òîò ñêàçàë åìó:
�Èäèòå è ðàçðàáîòàéòå ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ 65537 ñòîðîíàìè�. Àñïèðàíò
óäàëèëñÿ, ÷òîáû âåðíóòüñÿ ÷åðåç 20 ëåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîñòðîåíèåì� (Äæ. Ëèòâóä, �Ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ñìåñü�) À ðóêîïèñü È. Ã. Ãåðìåñà, íàïèñàííàÿ â 1894 ã. â ðåçóëüòàòå áîëåå ÷åì äåñÿòèëåò-
íèõ èññëåäîâàíèé è ñîäåðæàùàÿ ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî 65537-óãîëüíèêà, õðàíèòñÿ â áèáëèîòåêå
Ã¼òòèíãåíñêîãî óíèâåðñèòåòà è ñîäåðæèò áîëüøå 200 ñòðàíèö. Íî ñåé÷àñ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà
ìîæíî äîáèòüñÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà çà çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå âðåìÿ.

4. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ðàäèêàëîâ

Òåîðåìà 6. Ïóñòü N, k1, . . . , kN ∈ N, N > 1, Q1, . . . , QN ∈ Q+, ïðè÷¼ì
ki
√
Qi/ kj

√
Qj /∈ Q ïðè âñåõ

i 6= j. Òîãäà ðàâåíñòâî

a1
k1
√
Q1 + . . .+ aN

kN

√
QN = 0, ãäå a1, . . . , aN ∈ Q,

âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè a1 = . . . = aN = 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè Q1 = 1 ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà k2
√
Q2 + . . . + kN

√
QN èððàöèîíàëüíà, òàê êàê

ðàâåíñòâî a1
k1
√

1 + k2
√
Q2 + . . .+ kN

√
QN = 0 íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè ïðè êàêîì a1 ∈ Q.

Èððàöèîíàëüíîñòü îäíîãî ðàäèêàëà � ïðîñòîé, ÷èñòî àðèôìåòè÷åñêèé, âîïðîñ, ñâîäÿùèéñÿ ê
îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Ëåììà 1. Äëÿ âñåõ k ∈ N è Q ∈ Q+ èìååì: k
√
Q ∈ Q, åñëè è òîëüêî åñëè ïîêàçàòåëè âñåõ

ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ â íåñîêðàòèìîì ïðåäñòàâëåíèè Q êðàòíû k.

4.1. Äîêàæèòå ëåììó 1.

4.2. Âûâåäèòå èç òåîðåìû 6 è ëåììû 1 èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñåë èç çàäà÷è 1.1.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, â òåîðåìå 6 ìîæíî ñ÷èòàòü âñå ÷èñëà Qi íàòóðàëüíûìè, à âñå ïîêàçàòåëè

ki ðàâíûìè, è äîêàçûâàòü òåì ñàìûì ñëåäóþùóþ ðàâíîñèëüíóþ òåîðåìó.



Òåîðåìà 7. Ïóñòü k, n ∈ N, p1, . . . , pn � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, ri = k
√
pi ïðè i = 1, . . . , n.

Òîãäà ñèñòåìà {rl11 . . . rlnn | 0 6 l1, . . . , ln < k} èç kn ÷èñåë ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä Q.

Ýòó ñèñòåìó óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå n-ìåðíîé ðåø¼òêè, ñì. ïðèìåðû íà ðèñóíêàõ 2 è 4.

1 3
√
2

3
√
4

3
√
9

3
√
18 3

√
36

3
√
3 3

√
12

3
√
6

Ðèñ. 4

4.3. Âûâåäèòå òåîðåìû 6 è 7 äðóã èç äðóãà.

4.4. Êàê â çàäà÷å 2.6, ñâåäèòå òåîðåìó 7 ïðè k = 2 ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ è äîêàæèòå åãî:

√
pn /∈ Q(

√
p1, . . . ,

√
pn−1).

(Ðåêîìåíäóåì èñïîëüçîâàòü ïåðåõîä ê ñîïðÿæ¼ííûì ÷èñëàì � òàê ïðîùå ïîíÿòü ñëó÷àé k > 2.)

4.5. Äîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà 7 ðàâíîñèëüíà òåîðåìå 7′: â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 7 ñòåïåíè
1, rn, . . . , r

k−1
n ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì Q(r1, . . . , rn−1).

4.6. Ïóñòü K � ïîäïîëå â R, r ∈ R, rk ∈ K è r, . . . , rk−1 /∈ K. Äîêàæèòå, ÷òî äâó÷ëåí xk − rk

íåïðèâîäèì íàä K è ñòåïåíè 1, r, . . . , rk−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä K.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 7′ ñâåäåíà ê ñëåäóþùåé òåîðåìå 7′′: â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ

rln /∈ Q(r1, . . . , rn−1) íè äëÿ êàêîãî l ∈ {1, . . . , k − 1}.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè êàæäîå ÷èñëî èç ïîëÿ Q(r1, . . . , rn−1)

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé âèäà arl11 . . . r
ln−1

n−1 , ãäå a ∈ Q è âñå li ∈
{0, . . . , k − 1}.
4.7. Ïîëó÷èòå ïðîòèâîðå÷èå, åñëè â ýòîé ñóììå ðîâíî îäíî ñëàãàåìîå.

Åñëè â ýòîé ñóììå õîòÿ áû äâà ñëàãàåìûõ, òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ðàäèêàëîâ r1, . . . , rn−1
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

rln = A0 + A1rn−1 + . . .+ Ak−1r
k−1
n−1, ãäå A0, . . . , Ak−1 ∈ Q(r1, . . . , rn−2), (1)

ãäå ñðåäè A0, . . . , Ak−1 õîòÿ áû äâà íåíóëåâûõ.

4.8. à) Äîêàæèòå, ÷òî A0 = 0.
á) Ïóñòü Aj � ïåðâûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò â (1). Ïðèäèòå ê ïðîòèâîðå÷èþ, äîêàçàâ, ÷òî

Aj = 0 (ïîäóìàéòå, êàê ñâåñòè çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåìó ïóíêòó). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 7.

4.9. Îñòà¼òñÿ ëè òåîðåìà 7 â ñèëå, åñëè ïîä êàæäûì rj (j = 1, . . . , n) ïîíèìàòü íåêîòîðîå êîì-
ïëåêñíîå çíà÷åíèå êîðíÿ k

√
pj?

5. Ðàçìåðíîñòè ðàñøèðåíèé ïîëåé

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è ðåøåíèÿ áîëåå òðóäíûõ çàäà÷ ìû ïîçíàêî-
ìèìñÿ ñ ïîíÿòèåì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, åãî ðàçìåðíîñòè è îñâîèì òåõíèêó ðàñøèðåíèé ïîëåé
(âñ¼ � äëÿ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ).

Ïîäìíîæåñòâî V ⊆ C, ñîäåðæàùåå ïîëå K, íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä K, à
åãî ýëåìåíòû � âåêòîðàìè, åñëè V çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà èç K è ñëîæåíèÿ,



ò. å. a + b, ka ∈ V äëÿ ëþáûõ a, b ∈ V è k ∈ K. Íàïðèìåð, âñÿêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì íàä ëþáûì ñâîèì ïîäïîëåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V ⊆ C íàä ïîëåì K ñîäåðæèò òàêèå ÷èñëà e1, . . . , en, ÷òî
âñÿêîå α ∈ V ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

α = k1e1 + . . .+ knen (2)

ñ îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè k1, . . . , kn ∈ K. Òîãäà ñèñòåìà e1, . . . , en íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V íàä K, à ðàâåíñòâî (2) � ðàçëîæåíèåì ÷èñëà α ïî ýòîìó áàçèñó.

5.1. Äîêàæèòå, ÷òî áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü ðàâíîñèëüíûì îáðàçîì êàê ìàêñèìàëü-
íóþ ïî âêëþ÷åíèþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ. Èíûìè ñëîâàìè, ñèñòåìà e1, . . . , en �
áàçèñ â V íàä K, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä K, à ñèñòåìà e1, . . . , en, α ëèíåéíî
çàâèñèìà íàä K äëÿ ëþáîãî α ∈ V .

Ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþùåå êîíå÷íûì áàçèñîì, íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, à ðàñøèðåíèå ïî-
ëÿ, îáëàäàþùåå êîíå÷íûì áàçèñîì, íàçûâàþò êîíå÷íûì. ×èñëî ýëåìåíòîâ â áàçèñå ïðîñòðàíñòâà
V íàä K íàçûâàåòñÿ åãî ðàçìåðíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ dimK L. Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ,
ò. å. íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà áàçèñà, âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2 (îñíîâíàÿ ëåììà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè). Åñëè ÷èñëà f1, . . . , fm ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ
íàä ïîëåì K ÷åðåç ÷èñëà e1, . . . , en è m > n, òî ÷èñëà f1, . . . , fm ëèíåéíî çàâèñèìû íàä K.

Ïóñòü U ⊆ W � êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñÿêèé
áàçèñ â U ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà â V . Òåì ñàìûì, dimK U 6 dimK V è dimK U = dimK V ⇔
U = V .

Åñëè K � ïîäïîëå ïîëÿ L, òî ãîâîðÿò î ðàñøèðåíèè ïîëåé L/K. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå L
� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K. Ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ L/K íàçûâàåòñÿ òàêæå åãî
ñòåïåíüþ è îáîçíà÷àåòñÿ [L : K].

5.2. Ïóñòü L/K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî [L : K] = 2⇔ L = K(α) äëÿ íåêîòîðîãî
òàêîãî α ∈ L \K, ÷òî α2 ∈ K.

5.3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1, α, . . . , αn−1 îáðàçóþò áàçèñ ðàñøèðåíèÿ K(α)/K, åñëè è òîëüêî åñëè
÷èñëî α àëãåáðàè÷íî íàä K è èìååò ñòåïåíü n. Èòàê, åñëè α àëãåáðàè÷íî íàä K, òî degK(α) =
[K(α) : K].

Ïîëåçíûé èíñòðóìåíò â òåîðèè êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (äîêàæèòå å¼).

Òåîðåìà 8 (î ðàçìåðíîñòè áàøíè). Åñëè K ⊆ P ⊆ L � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé, òî

dimK L = dimK P · dimP L.

Ñð. ñî ñâîéñòâîì ëîãàðèôìîâ loga c = loga b · logb c.
Âåðíèòåñü ê çàäà÷å äëÿ çàòðàâêè 1.1â).

5.4. Íàéäèòå âñå ïîäïîëÿ â ïîëÿõ: à) Q( 11
√

1024); á) Q( 4
√

3); â) Q(ε5); ã) Q(ε8).

5.5∗. Îáîçíà÷èì ε = ε17. Èç òåîðåìû 2 è çàäà÷è 2.11 ñëåäóåò, ÷òî deg(ε) = 16.
à) Íàéäèòå âñå α ∈ Q(ε), äëÿ êîòîðûõ deg(α) = 2, 4, 8. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé

5, ðàññìîòðåâ áàçèñ ε, ε3, ε3
2
, . . . , ε3

15
â Q(ε) íàä Q (äîêàæèòå, ÷òî ýòî áàçèñ). Ýòî óïîðÿäî÷åíèå

ïðèíàäëåæèò Ãàóññó.

5.6. Íàéäèòå âñå ñîïðÿæ¼ííûå íàä Q ê ÷èñëàì: à)
√

6 +
√

10 +
√

15; á) 3
√

2 + 3
√

3.
á) Ïóñòü Uk = {α ∈ Q(ε) | deg(α) äåëèò k}, k = 1, 2, 4, 8, 16. Â ÷àñòíîñòè, U1 = Q è U16 = Q(α).

Äîêàæèòå, ÷òî U1 ⊂ U2 ⊂ U4 ⊂ U8 ⊂ U16 � öåïî÷êà êâàäðàòè÷íûõ ðàñøèðåíèé ïîëåé. Òàêèì
ñïîñîáîì ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé 17-óãîëüíèê ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè (îòêðûòèå
Ãàóññà).

Èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à. Êàêèå ïðàâèëüíûå n-óãîëüíèêè ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ
öèðêóëÿ, ëèíåéêè è òðèñåêòîðà? ×àñòíûå ñëó÷àè: n = 7, 13, 19, 37.

Èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñòåïåíè ëþáîãî àëãåáðàè÷å-
ñêîãî ÷èñëà èç ðàñøèðåíèÿ Q

(
k
√
p1, . . . , k

√
pn
)
, ãäå p1, . . . , pn � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. ×àñòíûå

ñëó÷àè: k = 2; k � ïðîñòîå.


