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Введение

Актуальность темы и степень ее разработанности.

Теория дискретных функций относится к наиболее важным на

правлениям исследований в дискретной математике. Развитие иссле

дований в данном направлении обусловлено интенсивным развитием

области информационных технологий. Аппарат дискретных функ

ций широко используется при проектировании дискретных устройств,

в задачах синтеза и диагностики схем, кодировании информации,

математическом моделировании. Теория булевых функций является

одной из главных областей теории дискретных функций. К перечню

основных проблем теории булевых функций относится проблема вы

разимости заданной функции или множества функций с помощью

суперпозиции функций из некоторой системы.

В 1921 г. Э. Постом были определены все порожденные с помо

щью суперпозиции замкнутные классы булевых функций [77]. Впер

вые бесповторные булевы функции изучались в 40–50-х гг. двадцато

го века. Применение разложимости в бесповторную декомпозицию

было показано К. Шенноном [81]. А.В. Кузнецов [29] показал един

ственность бесповторного представления булевых функций над мно

жеством неразделимых функций. Различные классы бесповторных

функций используются в таких задачах дискретной математики и

вычислительной техники, как синтез схем [52], позиционные игры [73,
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20], машинное обучение [64, 68, 83] и построение вероятностных баз

данных [79]. Схемы, построенные на основе бесповторных функций,

легко верифицируются [9].

Повторная в базисе 𝐵 функция называется слабоповторной, ес

ли все ее собственные подфункции бесповторны в 𝐵. Свойство сла

боповторности лежит в основе многоярусной структуры классов ба

зисов, эквивалентных по сложности формульного представления (за

дача поставлена О.Б. Лупановым в работе [52], корректность сведе

ния данной задачи к поиску слабоповторных функций обоснована

Д.Ю. Черухиным [55]). Базисы, эквивалентные элементарному по

сложности, называют базисами нулевого яруса. Базисом 𝑘-го яру

са (𝑘 > 0) называется базис, расширяющий какой-то из базисов

(𝑘−1)-го уровня и имеющий меньшую сложность формульного пред

ставления булевых функций в данном базисе. В.А. Стеценко были

описаны базисы первого яруса и все семейства слабоповторных в 𝐵0

функций [50, 51]. Базисы первого яруса также называются предэле

ментарными. Функции, слабоповторные в предэлементарных бази

сах, описаны в работах [38, 27, 59, 60, 61].

В работах С.В. Яблонского и И.А. Чегис [53, 54] был описан

сформированный в середине 50-х гг. тестовый подход к теории кон

троля управляющих систем, обобщающий задачи проверки и диа

гностики. В работе С.Д. Вейса [84] был установлен линейный поря

док роста функции Шеннона для длины полного проверяющего те
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ста при константных неисправностях на входах схем. В работе В.Н.

Носкова [37] была получена точная оценка данной функции. Г. Р.

Погосян в работе [39] распространил этот результат на 𝑘-значный

случай. Работа [78] С.М. Редди посвящена моделированию произ

вольных булевых функций схемой с одним дополнительным выходом

в базисе Жегалкина, допускающей не зависящий от заданной функ

ции единичный проверяющий тест длины не более 𝑛+4 относительно

константных неисправностей на входах и выходах элементов. Н.П.

Редькин в работе [45] доказал верхнюю оценку 3 функции Шенно

на длины единичного проверяющего теста относительно инверсных

неисправностей на выходах элементов в произвольном полном ба

зисе. Д.С. Романовым в работе [47] доказаны константные нижняя

и верхняя оценка функции Шеннона длины полного проверяющего

теста относительно произвольных константных неисправностей на

выходах элементов в специальном конечном полном базисе. Д.С. Ро

мановым в работе [48] доказана константная верхняя оценка функ

ции Шеннона длины единичного проверяющего теста относительно

произвольных константных неисправностей на входах и выходах эле

ментов в базисе Жегалкина. Работа К.А. Попкова [41] посвящена

построению легкотестируемых схем при произвольных константных

неисправностях на входах и выходах элементов. Работа [71] Е.В. Дуб

ровой и Дж.К. Мьюзио посвящена задаче построения тестов для

𝑘-значных схем из функциональных элементов для простых 𝑘 > 2 с
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помощью моделирования полиномов. Попков К.А. в работе [40] рас

сматривает задачу поиска полных диагностических тестов для схем

при инверсных неисправностях функциональных элементов, а в рабо

те [42] получены оценки функции Шеннона длины теста относитель

но неисправности замыкания для контактных схем. Обзоры различ

ных задач тестирования можно найти в монографиях [44, 49, 62, 28],

диссертации Д.С. Романова [46] и К.А. Попкова [43].

В работе [2] А.А. Вороненко была поставлена невыроженная за

дача проверяющего тестирования — задача тестирования бесповтор

ных функций, существенно зависящих от всех своих переменных.

Данная задача называется задачей тестирования относительно бес

повторной альтернативы. Д.В. Чистиковым [57] установлено, что

в элементарном базисе функция Шеннона длины теста относитель

но бесповторной альтернативы не превышает 2𝑛+1. Таким образом,

в базисах нулевого яруса тестирование относительно бесповторной

альтернативы имеет линейную сложность. В диссертации Д.В. Чи

стикова [56] исследуются задачи проверяющего и диагностического

тестирования в различных базисах.

В теории бесповторных функций важной задачей является по

лучение критериев бесповторности или повторности функций. Раз

ными авторами были получены критерии бесповторности (Б.А. Суб

ботовская [52], А.П.Гурвич [18, 19], А.А. Вороненко [15, 4]) буле

вых функций в элементарном базисе. С обзором результатов по ис
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следованию критериев бесповторности можно ознакомиться в моно

графии [21]. В качестве функционала сложности часто рассматри

вается функция Шеннона [80] для длины сертификата повторности

— функция максимума длины минимального сертификата повторно

сти функции. В англоязычной литературе для задач распознавания

свойств булевых функций используется термин exact learning (“точ

ное обучение”) [63]. В работе [72] предложена мера сложности обуче

ния, совпадающая с функцией Шеннона для длины проверяющего

теста. Ж. Анселем [74], в частности, было получено точное значение

сложности расшифровки монотонных булевых функций. В работах

Д. Англуин, Л. Хеллерштайн и М. Карпински [64], Н. Бшути, Т. Хэн

кока и Л. Хеллерштайн [68] исследуются задачи расшифровки и рас

познавания эквивалентности булевых функций в различных базисах.

Уехара Р., Цучида К., И. Вегенер [82] и Осокин В.В. [35, 36] занима

лись исследованием расшифровки и распознавания эквивалентности

других классов булевых функций. В работах Морозова Е.В. [32, 33]

исследуются тесты относительно слипаний переменных в булевых

функциях. А. Блюм, Л. Хеллерштайн и Н. Литтлстоун в работе [66]

провели сравнение различных моделей расшифровки функций. В ра

боте Н. Бшути [67] приведен обзор современного состояния тематики

точного обучения.

Задача поиска сертификата, показывающего, что функция не

принадлежит к некоторому классу, изучается больше двух десятков
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лет. Л. Хеллерштейн в работе [76] ввел так называемые “полиноми

альные сертификаты” для оценки обучаемости в стандартной мо

дели точного обучения [63]. М. Эриас, Р. Хардон и Р.А. Серведио в

работе [65] исследовали длины полиномиальных сертификатов для

таких классов булевых функций, как монотонные КНФ, КНФ Хор

на и поляризуемых КНФ. В работе [34] Е. В. Морозовым фактически

получено, что функция Шеннона для длины сертификата существен

ности асимптотически равна 2𝑛.

Задачей поиска сертификата повторности называется задача по

иска множества 𝑛-мерных булевых наборов значений переменных по

вторной в базисе 𝐵 функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), такого, что для любой

бесповторной в 𝐵 функции ℎ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в этом множестве существу

ет набор, на котором 𝑓 отличается от ℎ. В работе [70], в частности,

было показано, что длина минимального сертификата повторности в

базисах нулевого яруса ограничена сверху константой. Для предэле

ментарного базиса, полученного из 𝐵0 добавлением дискриминиру

ющей функции — слабоповторной функции Стеценко семейства 𝑓 𝑠
𝑑 ,

А.А. Вороненко в работе [4] получена верхняя оценка 𝑛+2 функции

Шеннона для длины сертификата повторности, а также с помощью

метода разнозначных матриц [5] получена нижняя оценка 𝑛
𝑠+1. В ра

боте [70] рассматривается предэлементарный базис, полученный рас

ширением элементарного слабоповторной функцией семейства 𝑓 𝑠
𝑡 , и

установлено, что функция Шеннона для длины сертификата повтор
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ности в данном базисе есть величина Ω(𝑛𝑠−1), и для базиса всех функ

ций двух переменных справедлива верхняя оценка 3𝑛+1. Далее при

рассмотрении задачи поиска минимального сертификата повторно

сти под сложностью доказательства повторности функции будем

понимать порядок длины минимального сертификата повторности.

Цели и задачи диссертации. Целями данной работы явля

ются:

1. Исследование сложности доказательства повторности булевых

функций в предэлементарных базисах.

2. Исследование сложности тестирования булевых функций в эле

ментарном базисе, расширенном монотонными слабопоторны

ми функциями.

В данной работе решаются следующие задачи:

1. Получение новых оценок функций Шеннона для длины серти

фиката повторности в предэлементарных базисах.

2. Получение новых оценок функций Шеннона для длины теста

относительно бесповторной альтернативы в элементарном бази

се, расширенном монотонными слабопоторными функциями.

Научная новизна. Основные результаты являются новыми и

состоят в следующем.
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1. Улучшена нижняя линейная оценка функцииШеннона для дли

ны сертификата повторности в элементарном базисе, расширен

ном слабоповторной функцией 𝑓 𝑠
𝑑 .

2. Получены нетривиальные нижние растущие оценки функции

Шеннона для длины сертификата повторности в элементарном

базисе, расширенном монотонными слабоповторными функци

ями.

3. Получена новая верхняя полиномиальная оценка функцииШен

нона для длины сертификата повторности в базисе всех функ

ций 𝑙 переменных.

4. Доказана линейность с константой 3 функции Шеннона для

длины теста относительно бесповторной альтернативы в эле

ментарном базисе, расширенном всеми монотонными слабопо

вторными функциями.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертация

носит теоретический характер. Полученные результаты могут при

меняться в дальнейших исследованиях теории бесповторных функ

ций и теории надежности (тестирования). Доказанные в диссертации

утверждения могут включаться в спецкурсы, читаемые студентам и

аспирантам математических специальностей.

Методология и методы диссертационного исследования.

В диссертации применяются методы дискретной математики и ма
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тематической кибернетики. В работе используется аппарат алгебры

логики, комбинаторики и теории графов.

Основные положения, выносимые на защиту, и личный

вклад соискателя. На защиту выносятся следующие основные ре

зультаты.

1. Нижняя оценка функции Шеннона для длины сертификата по

вторности в элементарном базисе, расширенном слабоповтор

ной функцией 𝑓 𝑠
𝑑 .

2. Нижние оценки функции Шеннона для длины сертификата по

вторности в элементарном базисе, расширенном монотонными

слабоповторными функциями.

3. Верхняя полиномиальная оценка функцииШеннона для длины

сертификата повторности в базисе всех функций 𝑙 переменных.

4. Верхние оценки функции Шеннона для длины теста относи

тельно бесповторной альтернативы в элементарном базисе, рас

ширенном монотонными слабоповторными функциями.

Степень достоверности и апробация результатов. Досто

верность полученных результатов базируется на применении матема

тических методов дискретной математики и математической кибер

нетики и обеспечивается строгим применением используемого мате

матического аппарата. Результаты работы докладывались на XIII
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Международном семинаре “Дискретная математика и ее приложе

ния” имени академика О.Б. Лупанова (Москва, 2019), на 13-м Меж

вузовском научно-практическом семинаре “Комбинаторные конфи

гурации и их приложения” (Кировоград, Украина, 2012), на конфе

ренции “Проблемы теоретической кибернетики”, а также на научном

семинаре кафедры математической кибернетики факультета вычис

лительной математики и кибернетики МГУ им. М.В. Ломоносова.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введе

ния, трех глав, заключения, двух приложений и списка литературы,

включающего 84 наименования. Общий объем диссертации составля

ет 102 страницы. Нумерация всех теорем и лемм ведется независимо,

причем номер каждого такого утверждения состоит из двух частей

— номера главы и номера раздела внутри главы. Во введении обос

новывается актуальность данной работы, представлен обзор литера

туры по теме исследования, указаны цели и задачи работы, науч

ная новизна диссертации, теоретическая и практическая значимость

работы, методы диссертационного исследования, основные результа

ты и структура работы. Также представлены степень достоверности,

апробация результатов работ и публикации по теме диссертации.

В главе 1 определяются базовые понятия и обозначения, а так

же некоторые вспомогательные утверждения, используемые далее в

работе.

В главе 2 исследуется сложность доказательства повторности
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булевых функций для предэлементарных базисов, полученных рас

ширением элементарного базиса слабоповторными функциями из сле

дующих семейств Стеценко [51] – 𝑓4, 𝑓5, 𝑓
𝑠
𝑚 и 𝑓 𝑠

𝑑 , а также для базиса,

содержащего все функции 𝑙 переменных.

В § 2.1 сложность доказательства повторности исследуется для

элементарного базиса с дискриминирующей функции. Целью пара

графа является получение нетривиальной нижней оценки функции

Шеннона для длины сертификата повторности в данном базисе. В

§ 2.1 излагаются результаты, опубликованные в работе [24] и осно

ванные на предложенном А. А. Вороненко методе разнозначных мат

риц [5].

В § 2.2 настоящей работы сложность доказательства повторно

сти исследуется для предэлементарных базисов, состоящих из конъ

юнкции, дизъюнкции, отрицания и монотонной функции Стеценко —

функции, принадлежащей одному из семейств 𝑓4, 𝑓5 или 𝑓 𝑠
𝑚. Все ука

занные в работе логарифмы будем считать двоичными. Целью пара

графа является получение нетривиальных растущих нижних оценок

функции Шеннона для длины сертификата повторности в данных

базисах. Эти оценки получаются из оценок длины сертификата по

вторности для функции 𝑓𝑛
𝑚 в данных базисах. Установлено, что при

𝑛 → ∞ длина сертификата повторности для функции 𝑓𝑛
𝑚 не огра

ничена константой и не превосходит 2𝑛. Теорема 2.2 устанавливает

нижнюю оценку log(𝑛− 1) функции Шеннона в элементарном бази
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се, расширенном функцией 𝑓4, нижнюю оценку log(𝑛− 1)− log 3+ 1

функции Шеннона в элементарном базисе, расширенном функцией

𝑓5, а также нижнюю оценку log(𝑛−1)+1 функцииШеннона в элемен

тарном базисе, расширенном функцией 𝑓 𝑠
𝑚. В теореме 2.3 настоящей

работы устанавливается, что элементарный базис — единственный

базис, содержащий как немонотонную, так и нелинейную функции,

обладающий таким свойством. В теореме 2.4 доказывается, что для

любого базиса, содержащего вдобавок к элементарному произволь

ную слабоповторную функцию, справедлива, начиная с некоторого

𝑛, нижняя оценка функцииШеннона для длины сертификата повтор

ности, равная log(𝑛 − 1). Также в § 2.2 показана верхняя линейная

оценка функции Шеннона сертификата повторности в указанных ба

зисах, равная 2𝑛.

В § 2.3 сложность доказательства повторности исследуется для

базиса всех функций 𝑙 переменных и излагаются результаты рабо

ты [11]. В утверждении 2.11 устанавливается, что минимальный сер

тификат повторности в базисе всех функций 𝑙 переменных содержит

не меньше Ω(𝑛𝑙−1) наборов. Основным результатом 2.3 является тео

рема 2.5, в которой показывается, что для доказательства повторно

сти в базисе всех функций 𝑙 переменных достаточно 𝑂(𝑛𝑙) наборов.

В главе 3 рассматривается задача проверяющего тестирования

в элементарном базисе, расширенном монотонными функциями Сте

ценко — базисами, содержащими вдобавок к элементарному только
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одну монотонную функцию Стеценко семейства 𝑓4, 𝑓5 или 𝑓 𝑠
𝑚 или все

такие функции сразу.

В § 3.1 приведено представление бесповторных функций дере

вьями. Установлен вид канонических деревьев, единственных для

функций, бесповторных в рассматриваемых в главе базисах.

В § 3.2 показано, что функция 𝑛 переменных, бесповторная в

рассматриваемых в главе базисах, восстанавливается из подфунк

ции, существенно зависящей от 𝑛 − 1 переменных, за константное

число наборов.

В § 3.3 исследуются функции Шеннона для длины теста отно

сительно бесповторной альтернативы в элементарном базисе, расши

ренном монотонными слабоповторными функциями, и устанавлива

ется связь тестов относительно бесповторной альтернативы в таких

базисах с проверяющими тестами в соответствующих базисах без от

рицания. Также показано, что добавление в элементарный базис лю

бого множества монотонных функций Стеценко оставляет функцию

Шеннона линейной с мультипликативной константой 3.

В приложении А приводятся используемые при доказательствах

таблицы. В приложении Б описываются процедуры разбиения раз

нозначных матриц, используемые в § 2.1.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 10 ра

ботах. Работы [11, 23, 25] опубликованы в изданиях, входящих в меж

дународную научную базу цитирования Scopus, работа [26] опубли
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кована в научной базе РИНЦ, работы [13, 22, 24] опубликованы в

журналах, входящих в перечень ВАК, работы [10, 12, 14] – тезисы

докладов. Из них 5 работ [11, 13, 23, 25, 26] – в научных издани

ях, рекомендованных для защиты в диссертационном совете МГУ по

специальности 01.01.09 – дискретная математика и математическая

кибернетика. В совместных работах [13, 11] основные результаты по

лучены лично соискателем, научному руководителю А.А. Вороненко

принадлежат постановка задачи в работе [11] и идея упрощения до

казательства в работе [13].
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Глава 1

Терминология и обозначения

В первой главе определяются некоторые понятия и обозначе

ния, приводятся некоторые вспомогательные утверждения. Без опре

деления используются базовые понятия дискретной математики, ко

торые можно найти в учебниках (см., например, [1]).

§ 1.1. Булевы функции и их свойства

Булева функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), представимая (не представимая)

формулой без повторения переменных — бесповторной формулой —

в некотором базисе, называется бесповторной (повторной) в этом

базисе.

Преобразованиями обобщенной однотипности называются за

мена переменной или самой функции на ее отрицание и перестановка

переменных. Функции, получаемые друг из друга конечным числом

преобразований обобщенной однотипности, называются обобщенно

однотипными.

Константа 𝛼 называется забивающей константой (не забиваю

щей константой) переменной 𝑥𝑖 функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), существенно

зависящей от всех своих переменных, если подфункция 𝑓 |𝑥𝑖=𝛼 имеет

фиктивные переменные (не имеет фиктивных переменных).
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Будем считать равными функции, отличающиеся только набо

ром фиктивных переменных.

Верхним нулем монотонной функции называется набор, на ко

тором она равна 0, такой, что на всех больших наборах функция

равна 1. Нижней единицей монотонной функции называется набор,

на котором она равна 1, такой, что на всех меньших наборах функ

ция равна 0.

Функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) называется поляризуемой, если она мо

нотонна или антимонотонна по каждой из переменных, и неполяри

зуемой в противном случае.

Вектором поляризации функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), существенно за

висящей от всех своих переменных, называется набор (𝜎1, . . . , 𝜎𝑛),

где 𝜎𝑖 = 0, если 𝑓 антимонотонна по 𝑥𝑖, и 𝜎𝑖 = 1, если монотонна.

Строку или столбец из одних единиц (нулей), будем называть

единичными (нулевыми). Обозначим через 𝑒𝑖 строку с одной едини

цей в 𝑖-й позиции.

Будем называть наследственными базисы, которые содержат

все подфункции каждой лежащей в них функции. Конечным назы

вается базис, содержащий конечное число функций.

Будем называть формулой с поднятыми отрицаниями форму

лу в базисе 𝐵, в которой отрицания или отсутствуют, или применя

ются только к булевым переменным.

Назовем (0,1)-матрицу разнозначной [5], если все ее строки раз
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личны, и она не имеет ни нулевых, ни единичных строк.

Будем говорить, что функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) моделирует разнознач

ную матрицу𝑀 размерности 𝑘×𝑛, если 𝑓(0, . . . , 0) = 𝑓(1, . . . , 1) = 1

и 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 0 для любой строки {𝛼1, . . . , 𝛼𝑛} матрицы 𝑀 .

Будем говорить, что строка имеет 0-преобладание, если в ней

количество нулей больше или равно количеству единиц, в противном

случае будем говорить, что строка имеет 1-преобладание. В строке

с 0-преобладанием (1-преобладанием) значение 0 (соответственно 1)

будем называть обычным, а значение 1 (соответственно 0) – особым.

Назовем (0,1)-матрицу размерности 𝑘×𝑛матрицей нулей (мат

рицей единиц) функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), если строки матрицы различ

ны и 𝑓(𝛼𝑖
1, . . . , 𝛼

𝑖
𝑛) = 0 (𝑓(𝛼𝑖

1, . . . , 𝛼
𝑖
𝑛) = 1) для всех строк 𝛼𝑖 мат

рицы. Тогда будем говорить, что функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) равна нулю

(единице) на этой матрице. Две матрицы с равным числом наборов

назовем двойственными, если они состоят из попарно противополож

ных наборов. Будем говорить, что функция 𝑓 совпадает с двойствен

ной функцией на матрице 𝑀 , если на 𝑀 и двойственной ей матрице

она равна противоположным значениям. Заметим, что такая функ

ция не обязательно является самодвойственной.

Повторная в базисе 𝐵 функция называется слабоповторной, ес

ли любая ее собственная подфункция бесповторна в этом базисе.

В.А.Стеценко [51] получил все слабоповторные функции в элемен

тарном базисе 𝐵0 = {&,∨,¬}. С точностью до преобразований обоб
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щенной однотипности они образуют следующие пять семейств:

𝑓 𝑠
𝑑 = 𝑥1(�̄�2 ∨ 𝑥3𝑥4 . . . 𝑥𝑠) ∨ �̄�2�̄�3 . . . �̄�𝑠, 𝑠 ⩾ 3,

𝑓 𝑠
𝑡 = 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑠 ∨ �̄�1�̄�2 . . . �̄�𝑠, 𝑠 ⩾ 2,

𝑓 𝑠
𝑚 = 𝑥1(𝑥2 ∨ · · · ∨ 𝑥𝑠) ∨ 𝑥2𝑥3 . . . 𝑥𝑠, 𝑠 ⩾ 3,

𝑓4 = 𝑥1(𝑥2 ∨ 𝑥3) ∨ 𝑥3𝑥4,

𝑓5 = 𝑥1(𝑥2 ∨ 𝑥3𝑥4) ∨ 𝑥5(𝑥2𝑥3 ∨ 𝑥4).

Будем называть специальными функции 𝑓4, 𝑓5 и 𝑓 𝑠
𝑚. Будем на

зывать функцию 𝑓 𝑠
𝑑 дискриминирующей функцией.

Введем обозначения для следующих базисов:

� 𝐵4 = {∨,&,¬, 𝑓4};

� 𝐵5 = {∨,&,¬, 𝑓5};

� 𝐵𝑠
𝑚 = {∨,&,¬, 𝑓 𝑠

𝑚}, где 𝑠 ⩾ 3;

� 𝐵𝑠
𝑑 = {&,∨,¬, 𝑓 𝑠

𝑑}, где 𝑠 ⩾ 3;

� 𝐵𝑠
𝑡 = {&,∨,¬, 𝑓 𝑠

𝑡 }, где 𝑠 ⩾ 3;

� 𝐵𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 = {∨,&,¬} ∪ {𝑓4, 𝑓5} ∪
∞
∪
𝑠=3

{𝑓 𝑠
𝑚}, а 𝐵+

𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 – базис 𝐵𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒

без отрицания;

� 𝐵𝑙 – базис, состоящий из всех функций 𝑙 переменных.
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Замечание 1.1. [23] Функция 𝑓4 совпадает с двойственной ей

функцией на наборах

(0000), (0001), (0100), (0101), (0010), (1000)

и равна нулю на них.

Функция 𝑓5 совпадает с двойственной ей функцией на наборах

(00000), (00001), (00010), (00100), (00101), (00110),

(01000), (01001), (10100), (01100), (10010), (10000)

и равна нулю на них.

§ 1.2. Тесты и сертификаты

Множество 𝑛-мерных булевых наборов 𝑇 назовем проверяющим

тестом функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в базисе 𝐵, если для любой отличной

от 𝑓 бесповторной в базисе 𝐵 функции ℎ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) существует на

бор (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝑇 , такой, что 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ̸= ℎ(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛). Пусть

функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) существенно зависит от всех своих перемен

ных. Тогда проверяющий тест на множестве всех бесповторных в 𝐵

функций, зависящих от переменных {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} произвольным обра

зом, называется тестом относительно бесповторной альтернати

вы [2]. Длиной теста назовем количество наборов в нем. Функцией

Шеннона [80] длины теста относительно бесповторной альтернати

вы в базисе 𝐵 называется функция максимума длин тестов мини
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мальной длины среди всех бесповторных функций, зависящих от 𝑛

переменных.

Обозначим 𝑇𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒(𝑛) функцию Шеннона для длины теста отно

сительно бесповторной альтернативы в базисе 𝐵𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒, и 𝑇+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒(𝑛) –

функцию Шеннона для длины проверяющего теста в базисе 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒.

Множество 𝑛-мерных булевых наборов 𝑆 назовем сертифика

том повторности функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в базисе 𝐵, если для лю

бой бесповторной в базисе 𝐵 функции ℎ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) существует на

бор (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝑆, такой, что 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ̸= ℎ(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛). Дли

ной сертификата повторности назовем количество наборов в нем.

Функцией Шеннона [80] длины сертификата повторности функций

в базисе 𝐵 называется функция максимума длин сертификатов по

вторности минимальной длины среди повторных в 𝐵 функций 𝑛 пе

ременных.

Введем обозначения функцийШеннона для длины cертификата

повторности в некоторых базисах:

� 𝑆4(𝑛) – в базисе 𝐵4;

� 𝑆5(𝑛) – в базисе 𝐵5;

� 𝑆𝑠
𝑚(𝑛) – в базисе 𝐵

𝑠
𝑚;

� 𝑆𝑠
𝑑(𝑛) – в базисе 𝐵

𝑠
𝑑;

� 𝑆𝑠
𝑡 (𝑛) – в базисе 𝐵

𝑠
𝑚;
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� 𝑆𝑙(𝑛) – в базисе 𝐵𝑙.
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Глава 2

Оценки длины сертификатов повторности

В главе 2 рассматривается задача поиска сертификата повторно

сти в базисах, расширяющих элементарный. Исследуются функции

Шеннона для длины сертификата повторности в базисах 𝐵4, 𝐵5, 𝐵
𝑠
𝑚

и 𝐵𝑠
𝑑, а также базисе, состоящем из всех функций 𝑙 переменных.

§ 2.1. Сертификаты повторности в базисе с

дискриминирующей функцией

В данном разделе будет показана нетривиальная нижняя оцен

ка функции Шеннона для длины сертификата повторности 𝑆𝑠
𝑑(𝑛) ⩾

⩾ 𝑛
2 − 𝑠 + 3 при 𝑛 > 2𝑠 − 4 (см. [24]). Для этого с помощью метода

разнозначных матриц покажем, что функцию 𝑓𝑛
𝑡 нельзя отличить

от всех бесповторных в 𝐵𝑠
𝑑 функций, равных единице на нулевом и

единичном наборах, предъявив менее 𝑛
2 − 𝑠+ 3 наборов.

В приложении B описаны процедуры, используемые при дока

зательстве утверждений. При применении данных процедур из мно

жества столбцов матрицы 𝑀 получается три множества 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, а

из множества всех строк матрицы 𝑀 – два множества 𝑅1, 𝑅2. Пусть

𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑙 – столбцы из 𝐶1, а 𝑥𝑖𝑙+1
, . . . , 𝑥𝑖𝑚 – столбцы из 𝐶2.
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Обозначим

𝑔(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑙, 𝑥𝑖𝑙+1
, . . . , 𝑥𝑖𝑚, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2) = (2.1)

= 𝑓 𝑠
𝑑(𝑥𝑖1& . . .&𝑥𝑖𝑙, 𝑥𝑖𝑙+1

∨ . . . ∨ 𝑥𝑖𝑚, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2).

Утверждение 2.1. [24] Либо множество 𝑅1 совпадает с мно

жеством всех строк матрицы 𝑀 , либо содержит не менее 𝑠 − 2

строк.

Доказательство. В процедурах 2 и 3 на шаге 6 множество

𝑅1 приравнивается множеству всех строк матрицы 𝑀 . Множество

всех строк, рассмотренных на шаге 2 процедуры 1, содержится в

𝑅1. Если на этом шаге закончились строки, то 𝑅1 – множество всех

строк матрицы 𝑀 . Если этот шаг закончился при |𝐶3| = 𝑠 − 2, то

|𝑅1| ⩾ 𝑠 − 2, так как за 𝑡 рассмотренных на этом шаге строк мы

добавили не более 𝑡 столбцов.

Утверждение 2.2. [24] Функция 𝑔, задаваемая равенством

(2.1), равна нулю на множестве 𝑅1.

Доказательство. Если матрица 𝑀 содержит только строки

с 0-преобладанием, то для любой строки 𝑠 из 𝑅1 возможны два ва

рианта.

1. Строка 𝑠 равна нулю на всех столбцах 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2. Случай со

ответствует шагу 3 процедуры 2: в 𝐶2 оказался столбец, в ко

тором cтрока 𝑠 равна единице. Следовательно, функция 𝑔 на

этой строке равна нулю.
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2. Строка 𝑠 равна единице на каком-то из столбцов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2.

Случай соответствует шагу 4 процедуры 2: в 𝐶1 оказался стол

бец, в котором cтрока 𝑠 равна нулю. Следовательно, функция

𝑔 на этой строке равна нулю.

Если матрица 𝑀 содержит только строки с 1-преобладанием,

то для любой строки 𝑠 из 𝑅1 возможны два варианта.

1. Строка 𝑠 равна единице на всех столбцах 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2. Случай

соответствует шагу 3 процедуры 3: в 𝐶1 оказался столбец, в

котором cтрока 𝑠 равна нулю. Следовательно, функция 𝑔 равна

нулю на этой строке.

2. Строка 𝑠 равна нулю на каком-то из столбцов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2. Слу

чай соответствует шагу 4 процедуры 3: в 𝐶2 оказался столбец,

в котором cтрока 𝑠 равна единице. Следовательно, функция 𝑔

равна нулю на этой строке.

Если матрица 𝑀 содержит строки обоих видов, то для любой

строки 𝑠 из 𝑅1 возможны три варианта:

1. Строка 𝑠 имеет 0-преобладание и равна нулю на каком-то столб

це из 𝐶1. Случай соответствует пункту (b) шага 2 процедуры

1 и шагу 4: на одной из позиций 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2 есть единица. Сле

довательно, функция 𝑔 равна нулю.

2. Строка 𝑠 имеет 0-преобладание и на каждом столбце из 𝐶1

строка равна единице. Случай соответствует пункту (c) шага
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2 процедуры 1: cтрока 𝑠 равна нулю на каком-то столбце из

𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2. На шаге 8 процедуры 1 в 𝐶2 был добавлен стол

бец с единицей в этой строке. Следовательно, функция 𝑔 равна

нулю на строке 𝑠.

3. Строка 𝑠 имеет 1-преобладание. Случай соответствует шагу 7

процедуры 1: в 𝐶2 был добавлен столбец, который равен еди

нице в этой строке. Согласно случаю (a) на шаге 2 и шагу 4, в

этой строке на одной из позиций 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2 есть ноль. Следо

вательно, 𝑔 равна нулю на строке 𝑠.

Утверждение доказано.

Утверждение 2.3. [24] Функция 𝑔, задаваемая равенством

(2.1) равна нулю либо на всех строках матрицы 𝑀 , либо на не ме

нее чем |𝐶1|+|𝐶2|+𝑠−2
2 строках матрицы 𝑀 .

Доказательство. По утверждению 2.1,𝑅1 либо является мно

жеством всех строк матрицы 𝑀 , либо |𝑅1| ⩾ 𝑠− 2. В первом случае,

согласно утверждению 2.2, функция 𝑔 равна нулю на всех строках

матрицы 𝑀 .

Пусть𝑅1 не является множеством всех строк матрицы𝑀 . Тогда

|𝐶1| + |𝐶2| ⩽ |𝑅1|, так как на шагах 6–8 процедуры 1 для каждой

строки из 𝑅1 было взято не более одного столбца. Так как |𝑅1| ⩽

⩽ 𝑠− 2 , то |𝐶1|+ |𝐶2|+ 𝑠− 2 ⩽ |𝑅1|+ 𝑠− 2 ⩽ 2|𝑅1|. Следовательно,

|𝑅1| ⩾ |𝐶1|+|𝐶2|+𝑠−2
2 .



29

Утверждение доказано.

Утверждение 2.4. [24] Удаление столбцов из множества 𝐶1∪

∪𝐶2∪{𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2} и строк, на которых функция 𝑔, задаваемая ра

венством (2.1), равна нулю, не приводит к образованию нулевых

или единичных строк в матрице 𝑀 .

Доказательство. Функция 𝑔 может быть не равна нулю толь

ко на каких-то строках из множества 𝑅2 после применения процеду

ры 1, так как иначе по утверждению 2.3 множество 𝑅1 – это мно

жество всех строк матрицы 𝑀 . Рассмотрим любую строку из 𝑅2.

Возможны два варианта.

1. Все ее значения на столбцах 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2 – обычные. Тогда мно

жества 𝐶1 и 𝐶2 не пересекаются с 𝐶3, так как каждый столбец

перемещался только один раз из 𝐶 в одно из этих множеств.

На шаге 4 процедуры 1 в 𝐶3 был добавлен столбец с особым

значением в этой строке, поэтому строка имеет особое значение

на каком-то столбце из 𝐶3 , отличном от 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2.

2. Строка имеет особое значение на одном из столбцов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2.

Тогда строка так же, как в предыдущем случае, имеет особое

значение на каком-то столбце из 𝐶3, отличном от 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2,

иначе она оказалась бы в 𝑅1.

Таким образом, у строки есть столбец с особым значением, не

лежащий в 𝐶1 ∪ 𝐶2 ∪ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2}. Всего удаляется не более по
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ловины столбцов: 𝑛 − (𝑠 − 2) − |𝐶1| − |𝐶2| ⩾ 𝑛 − 𝑠 + 2 − 𝑘 > 𝑛
2 ,

поэтому существует хотя бы один столбец с обычным значением, не

лежащий в 𝐶1 ∪ 𝐶2 ∪ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2}. Тогда при удалении столбцов

𝐶1 ∪𝐶2 ∪ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2} в этой строке останется хотя бы одно особое

значение и хотя бы одно обычное, т.е. строка будет разнозначной.

Таким образом, удаление из матрицы 𝑀 строк, на которых 𝑔 рав

на нулю, не приводит к образованию нулевых или единичных строк.

Утверждение доказано.

Из утверждения 2.3 следует

Утверждение 2.5. [24] Если 𝑅1 – множество всех строк мат

рицы 𝑀 , то функция 𝑔, задаваемая равенством (2.1), ее моделиру

ет.

Лемма 2.1. [24] Для любой разнозначной матрицы 𝑀 с 𝑛 >

> 2𝑠 − 4 столбцами и 𝑘 < 𝑛
2 − 𝑠 + 1 строками всегда найдется

бесповторная в 𝐵𝑠
𝑑 функция, моделирующая эту матрицу и равная

единице на нулевом и единичном наборах.

Доказательство. Базис индукции. Пусть 2𝑠−4 < 𝑛 ⩽ 4𝑠−8.

Рассмотрим преобладание строк в матрице 𝑀 .

� Если матрица 𝑀 имеет как строки с 0-преобладанием, так и

строки с 1-преобладанием, то применим к матрице 𝑀 процеду

ру 1.
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� Если матрица 𝑀 имеет только строки с 0-преобладанием, то

применим к матрице 𝑀 процедуру 2.

� Если матрица 𝑀 имеет только строки с 1-преобладанием, то

применим к матрице 𝑀 процедуру 3.

В каждом из трех случаев на выходе процедуры получаем множе

ства 𝐶1, 𝐶2, 𝑅1. Количество строк в матрице 𝑀 меньше 𝑠− 2. Следо

вательно, 𝑅1 – множество всех строк матрицы, и по утверждению 2.5

функция 𝑔, задаваемая равенством (2.1), ее моделирует. Следователь

но, 𝑔 будет искомой функцией. Заметим, что количество переменных

функции 𝑔 не превосходит 2𝑠− 4, так как |𝐶1|+ |𝐶2| не превосходит

|𝑅1|.

Индуктивный переход. Пусть 𝑛 < 4𝑠− 8, и для всех 𝑛′ < 𝑛 (где

𝑛′ > 2𝑠−4) утверждение леммы выполнено. Применим к матрице𝑀

одну из процедур 1–3 в зависимости от преобладания строк. Получим

множества 𝐶1, 𝐶2, 𝑅1 и функцию 𝑔. Тогда возможны два варианта.

1. 𝑅1 является множеством всех строк матрицы𝑀 . Тогда по утвер

ждению 2.5 функция 𝑔 моделирует матрицу 𝑀 и является ис

комой функцией из утверждения леммы.

2. 𝑅1 не является множеством всех строк матрицы 𝑀 .

Получим матрицу 𝑀 ′ из матрицы 𝑀 удалением всех строк,

на которых 𝑔 равна нулю, столбцов из множеств 𝐶1, 𝐶2 и столб
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цов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2. Уберем дублирующие строки, если таковые име

ются. Покажем, что полученная матрица 𝑀 ′ удовлетворяет услови

ям леммы. Действительно, 𝑀 ′ имеет 𝑘′ = 𝑘 − |𝑅1| строк и 𝑛′ =

𝑛− (|𝐶1|+ |𝐶2|+ 𝑠− 2) столбцов, для которых выполнено:

𝑘′ = 𝑘 − |𝑅1| ⩽ 𝑘 − |𝐶1|+ |𝐶2|+ 𝑠− 2

2
<

<
𝑛

2
− 𝑠+ 1− |𝐶1|+ |𝐶2|+ 𝑠− 2

2
=

=
𝑛− (|𝐶1|+ |𝐶2|+ 𝑠− 2)

2
− 𝑠+ 1 <

𝑛′

2
− 𝑠+ 1.

Согласно утверждению 2.4, удаление этих столбцов и строк не

приводит к образованию нулевых или единичных строк, поэтому по

лученная матрица разнозначная. Следовательно, по предположению

индукции существует бесповторная в 𝐵𝑠
𝑑 функция 𝑔′(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛′), мо

делирующая матрицу 𝑀 ′. Тогда функция 𝑔&𝑔′ моделирует матрицу

𝑀 . Действительно, на нулевом и единичном наборах обе функции

равны единице, а на всех остальных наборах равна нулю либо 𝑔 (по

утверждению 2.2), либо 𝑔′ (по предположению индукции). Таким об

разом, функция 𝑔&𝑔′ является искомой. Лемма доказана.

Лемма 2.2. [24] Пусть 𝑛 > 2𝑠−4 и 𝑘 < 𝑛
2−𝑠+3. Тогда для про

извольных 𝑘 наборов значений переменных функции 𝑓𝑛
𝑡 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

существует бесповторная в 𝐵𝑠
𝑑 функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), совпадающая

с 𝑓𝑛
𝑡 на этих наборах.
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Доказательство. Пусть 𝐴 – множество из 𝑘 наборов значе

ний переменных {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}. Если среди них нет нулевого или еди

ничного набора, то 𝑓𝑛
𝑡 совпадает на𝐴 с одной из функций 𝑥1& . . .&𝑥𝑛

или �̄�1& . . .&�̄�𝑛. Если 𝐴 содержит и нулевой, и единичный наборы,

то матрица 𝑀 , составленная из остальных наборов 𝐴, является раз

нозначной матрицей размера (𝑘 − 2) × 𝑛, где 𝑘 − 2 < 𝑛
2 − 𝑠 + 1, и

удовлетворяет условию леммы 2.1. Следовательно, существует беспо

вторная в 𝐵𝑠
𝑑 функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), совпадающая с 𝑓

𝑛
𝑡 на 𝐴. Лемма

доказана.

Из леммы 2.2 следует утверждение следующей теоремы.

Теорема 2.1. [24] При 𝑛 > 2𝑠− 4 верно:

𝑆𝑠
𝑑(𝑛) ⩾

𝑛

2
− 𝑠+ 3.

§ 2.2. Сертификаты повторности в базисах с

монотонными функциями Стеценко

Покажем, что функции Шеннона 𝑆𝑠
𝑚(𝑛), 𝑆4(𝑛) и 𝑆5(𝑛) имеют

нижние логарифмические оценки.

Утверждение 2.6. [23] Если минимальная длина сертифика

та повторности для функций из семейства 𝑓𝑛
𝑚 при 𝑛 → ∞ не огра

ничена сверху константой в базисах 𝐵4, 𝐵5 и ни в одном из 𝐵𝑠
𝑚, то

𝐵0 – единственный базис, содержащий как немонотонную, так и
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нелинейную функции, в котором минимальная длина сертификата

повторности любой функции ограничена сверху константой.

Доказательство. Сертификатом повторности в базисах 𝐵4,

𝐵5 и 𝐵𝑠
𝑚 для неполяризуемых слабоповторных функций являются

любые 4 набора, на которых нарушается поляризуемость, так как

все функции, бесповторные в базисах 𝐵4, 𝐵5 и 𝐵𝑠
𝑚, поляризуемы.

Количество поляризуемых слабоповторных в базисах 𝐵4, 𝐵5 и 𝐵𝑠
𝑚

функций, отличных от функции 𝑓𝑛
𝑚, конечно [59, 60, 61]. Поэтому

сертификат повторности у них также ограничен константой. Оста

ется невыясненным вопрос о наличии такой оценки для последова

тельности функций {𝑓𝑛
𝑚} при 𝑛 → ∞. Если ее нет, то ее нет и у

соответствующей функции Шеннона.

Любой базис, содержащий 𝐵0 и повторные в 𝐵0 функции, содер

жит хотя бы одну слабоповторную в 𝐵0 функцию. Функции 𝑓 𝑠
𝑡 , 𝑓

𝑠
𝑑 и

𝑓 𝑠
𝑚 повторны в любом базисе, содержащем функции менее 𝑠 перемен

ных, в силу их неразложимости. Минимальная длина сертификата

повторности функции монотонна по расширению базиса. Таким об

разом, если одно из этих семейств не имеет константной оценки ми

нимальной длины сертификата повторности при 𝑛 → ∞ в базисе,

содержащем вдобавок к 𝐵0 некоторую слабоповторную функцию, то

минимальная длина сертификата повторности для этого семейства в

любом базисе, содержащем эту функцию, также не будет ограниче

на сверху константой. В [3, 70] показано, что в базисах, содержащих
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вдобавок к𝐵0 функцию вида 𝑓 𝑠
𝑡 или 𝑓

𝑠
𝑑 , минимальная длина сертифи

ката повторности последовательности функций {𝑓𝑛
𝑚} при 𝑛 → ∞ не

будет ограничена сверху константой. Если минимальная длина сер

тификата повторности для последовательности функций {𝑓𝑛
𝑚} при

𝑛 → ∞ не ограничена сверху константой в базисах, содержащих вдо

бавок к 𝐵0 одну из монотонных слабоповторных в 𝐵0 функций, то

минимальная длина сертификата повторности не ограничена сверху

константой ни в одном из базисов, содержащих 𝐵0 и хотя бы одну

повторную в нем функцию. Следовательно, 𝐵0 – единственный ба

зис, содержащий как немонотонную, так и нелинейную функции, в

котором минимальная длина сертификата повторности ограничена

сверху константой.

Утверждение 2.7. [23] Если {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘} – сертификат по

вторности поляризуемой функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в произвольном ба

зисе 𝐵, то сертификатом повторности функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) так

же будет множество {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘}.

Доказательство. Допустим, это не так и существует беспо

вторная в 𝐵 функция 𝑔, совпадающая с 𝑓 на {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘}. Тогда

бесповторная в 𝐵 функция 𝑔 совпадает с 𝑓 на этих наборах, что про

тиворечит тому, что {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘} – сертификат повторности функции

𝑓 .

Утверждение 2.8. У любой функции, бесповторной в 𝐵4, 𝐵5
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или 𝐵𝑠
𝑚, существует бесповторная формула с поднятыми отрица

ниями.

Доказательство. Легко заметить, что 𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =

= 𝑓4(�̄�3, �̄�2, �̄�1, �̄�4), 𝑓5(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = 𝑓5(�̄�1, �̄�5, �̄�3, �̄�4, �̄�2), а 𝑓 𝑠
𝑚 –

самодвойственная. Используя эти свойства и правила де Моргана,

из любой бесповторной в 𝐵4, 𝐵5 или 𝐵𝑠
𝑚 формулы можно получить

бесповторную в соответствующем базисе формулу с поднятыми от

рицаниями.

Утверждение 2.9. [23] Если {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘} – сертификат по

вторности монотонной функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в монотонном бази

се 𝐵, где 𝐵 – один из базисов {&,∨, 𝑓4}, {&,∨, 𝑓5} или {&,∨, 𝑓 𝑠
𝑚}, то

сертификатом повторности функции вида 𝑓(𝑥𝜎1
1 , . . . , 𝑥𝜎𝑛

𝑛 ) в базисе

𝐵′, равном 𝐵4, 𝐵5 или 𝐵𝑠
𝑚 соответственно, будет любое множе

ство наборов 𝑆, удовлетворяющее следующим условиям:

1) множество 𝑆 содержит подмножество {𝛽1, . . . , 𝛽𝑘}, где 𝛽𝑖
получается из 𝛼𝑖 возведением 𝑗-й компоненты в степень 𝜎𝑗;

2) для каждой переменной 𝑥𝑖 множество 𝑆 содержит сосед

ние по 𝑥𝑖 наборы, на которых реализуется подфункция 𝑥𝑖 или �̄�𝑖.

Доказательство. Рассмотрим множество 𝑆 наборов значений

переменных {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}, удовлетворяющее условиям 1 и 2 утвержде

ния. Допустим, что множество 𝑆 не является сертификатом повтор

ности для функции 𝑓(𝑥𝜎1
1 , . . . , 𝑥𝜎𝑛

𝑛 ) в 𝐵′ и существует бесповторная
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в базисе 𝐵′ функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), совпадающая на множестве 𝑆 с

функцией 𝑓(𝑥𝜎1
1 , . . . , 𝑥𝜎𝑛

𝑛 ). Согласно условию 2, вектор поляризации

функции 𝑓 нам известен. Покомпонентным возведением наборов из

множества 𝑆 в соответствующую степень получим множество, содер

жащее {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘}. Функция 𝑔(𝑥𝜎1
1 , . . . , 𝑥𝜎𝑛

𝑛 ) монотонна, что видно по

наборам из условия 2, и бесповторна в базисе 𝐵, так как в силу утвер

ждения 2.8 из ее бесповторной в базисе 𝐵′ формулы можно получить

формулу с поднятыми отрицаниями, которая, в силу монотонности

функции, будет бесповторной в базисе 𝐵 формулой. Таким образом,

получим, что бесповторная в базисе 𝐵 функция 𝑔(𝑥𝜎1
1 , . . . , 𝑥𝜎𝑛

𝑛 ) сов

падает на наборе {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘} с функцией 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), что противо

речит условию. Значит, 𝑆 является сертификатом повторности для

функции 𝑓 в базисе 𝐵.

Утверждение 2.10. [23]

𝑆4(𝑛) ⩽ 2𝑛 при 𝑛 > 4,

𝑆5(𝑛) ⩽ 2𝑛 при 𝑛 > 5,

𝑆𝑠
𝑚(𝑛) ⩽ 2𝑛 при 𝑛 > 𝑠.

Доказательство. Сертификатом повторности монотонной функ

ции 𝑓𝑛
𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в базисах 𝐵𝑠

𝑚, 𝐵4 и 𝐵5 является множество на

боров 𝑆 = {𝑒1, 𝑒1 ⊕ 𝑒2, . . . , 𝑒1 ⊕ 𝑒𝑛, 1 ⊕ 𝑒1, 1 ⊕ 𝑒1 ⊕ 𝑒2, . . . , 1 ⊕ 𝑒1 ⊕

⊕𝑒𝑛}, содержащее 2𝑛 наборов, так как по нему легко устанавлива

ется монотонность функции по каждому аргументу и оно содержит
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все верхние нули и нижние единицы монотонной функции. Произ

вольная функция семейства 𝑓 𝑠
𝑚, зависящая от 𝑛 переменных, имеет

вид 𝑓𝑛
𝑚(𝑥

𝜎1
1 , . . . , 𝑥𝜎𝑛

𝑛 ), так как 𝑓 𝑠
𝑚 – самодвойственная. Для множества,

полученного покомпонентным возведением наборов из множества 𝑆

в степени 𝜎1, . . . , 𝜎𝑛, получается множество, удовлетворяющее усло

виям 1 и 2 из утверждения 2.9. Действительно, условие 1 выполнено

по построению, а условие 2 следует из того факта, что множество 𝑆

для каждой переменной 𝑥𝑖 содержит соседние наборы, на которых

реализуются подфункции 𝑥𝑖 или �̄�𝑖. Следовательно, для любой обоб

щенно-однотипной с 𝑓𝑛
𝑚 функцией существует сертификат повторно

сти длины 2𝑛. Аналогичным свойством обладают можества верхних

нулей и нижних единиц функций 𝑓4 и 𝑓5, размер которых ограничен

константой и не превышает 8 и 10 соответственно. Как было упо

мянуто выше в доказательстве утверждения 2.6, длина сертификата

для немонотонных слабоповторных функций ограничена константой

4. Из этого следует линейная верхняя оценка 2𝑛 для 𝑆4(𝑛), 𝑆5(𝑛) и

𝑆𝑠
𝑚 при достаточно больших 𝑛.

Функция 𝑓𝑛
𝑚 слабоповторна в базисе 𝐵0 и является неразложи

мой функцией в силу единственности бесповторного представления

над множеством неразложимых функций [29], поэтому функция 𝑓𝑛
𝑚

является повторной в базисах 𝐵𝑠
𝑚 (при 𝑛 ̸= 𝑠), 𝐵4 и 𝐵5. Докажем,

что:

1) функцию 𝑓𝑛
𝑚 нельзя отличить от всех функций, представимых
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бесповторными формулами над 𝐵𝑠
𝑚, предъявив менее

⌈log(𝑛− 1)⌉+ 1 наборов;

2) функцию 𝑓𝑛
𝑚 нельзя отличить от всех функций, представимых

бесповторными формулами над 𝐵4, предъявив менее

⌈log(𝑛− 1)⌉ наборов;

3) функцию 𝑓𝑛
𝑚 нельзя отличить от всех функций, представимых

бесповторными формулами над 𝐵5, предъявив менее

⌈log(𝑛− 1)− log 3⌉+ 1 наборов.

Для этого используем метод разнозначных матриц [5].

Лемма 2.3. [23] Пусть 𝑛 ⩾ 4 и 𝑘 < log(𝑛 − 1), а 𝑀 – это

(0,1)-матрица размерности (𝑘−1)×𝑛 с нулевым первым столбцом,

не содержащая строку (0, 1, . . . , 1). Тогда существует бесповтор

ная в 𝐵4 функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), равная нулю на матрице 𝑀 и совпа

дающая на ней с двойственной функцией, такая, что 𝑔(0, 1, . . . , 1) =

1, 𝑔(1, 0, . . . , 0) = 0.

Доказательство. Базис индукции. Пусть 4 ⩽ 𝑛 ⩽ 7. Тогда

𝑘 ⩽ 2 и матрица 𝑀 содержит не более одной строки. Так как мат

рица не содержит строку (0, 1, . . . , 1), то искомой функцией будет

некоторая переменная.

Индуктивный переход. Пусть 𝑛 > 7, и для всех 𝑛′ < 𝑛 (где

𝑛′ > 3) утверждение леммы выполнено. При 𝑘 < log(𝑛−1) среди 𝑛−1
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последних столбцов 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 матрицы 𝑀 найдется три одинаковых

столбца. Пусть это столбцы 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4. Тогда возможны два случая.

1. Пусть столбцы 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 состоят из одних единиц. Возьмем лю

бую строку, содержащую хотя бы один ноль на столбцах из мно

жества {𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}. Такая обязательно найдется, так как мат

рица 𝑀 не содержит строк (0, 1, . . . , 1). Пусть 𝑥2 будет столб

цом, на котором эта строка равна нулю, и 𝑥3, 𝑥4 – два еди

ничных столбца. Построим матрицу 𝑀 ′ из 𝑀 , удалив столбцы

𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 и строки, на которых 𝑓4(𝑥2, 0, 0, 0) = 𝑓4(𝑥2, 0, 1, 0) = 0,

т. е. все строки, где 𝑥2 = 0. Пусть 𝑛′ – число столбцов матрицы

𝑀 ′, а 𝑘′ – количество строк. При этом 𝑛′ = 𝑛 − 3 и 𝑛′ > 4.

Тогда при 𝑛 > 7 выполняется

𝑘′ ⩽ 𝑘 − 1 < log(𝑛− 1)− 1 ⩽ log(𝑛− 4) = log(𝑛′ − 1).

Матрица𝑀 ′ не содержит строк (0, 1, . . . , 1). Следовательно, по

предположению индукции существует бесповторная в 𝐵4 функ

ция 𝑔′(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛′), такая, что 𝑔′(0, 1, . . . , 1) = 1, 𝑔′(1, 0, . . . , 0) =

= 0, а также равная нулю на матрице𝑀 ′ и совпадающая на ней

с двойственной функцией. Рассмотрим функцию 𝑔1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

= 𝑓4(𝑥2, 𝑥1, 𝑔
′(�̄�4, 𝑥5, . . . , 𝑥𝑛), �̄�3):

𝑔1(0, 1, . . . , 1) = 𝑓4(1, 0, 1, 0) = 1,

𝑔1(1, 0, . . . , 0) = 𝑓4(0, 1, 0, 1) = 0,
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и на строках матрицы 𝑀 , на которых 𝑥2 = 0:

𝑔1(0, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓4(𝑥2, 0, 0, 0) = 𝑓4(𝑥2, 0, 1, 0) = 0.

Так как в матрицу𝑀 ′ по построению входят только те подстро

ки строк из матрицы 𝑀 , в которых 𝑥2 = 1, а 𝑔′ равна нулю на

любой строке из матрицы 𝑀 ′, то функция

𝑔1(0, 1, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔1(0, 1, 1, 1, 𝑥5, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓4(1, 0, 0, 0) = 0

для любой строки из матрицы 𝑀 , у которой 𝑥2 = 1. Таким об

разом, функция 𝑔1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 на любой строке из матрицы

𝑀 , и, согласно замечанию 1.1, функция 𝑔1 совпадает на матри

це 𝑀 с двойственной функцией. Следовательно, функция 𝑔1

является искомой функцией из условия леммы.

2. Пусть столбцы 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 не являются единичными. Построим

матрицу 𝑀 ′ из матрицы 𝑀 , удалив столбцы 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 и стро

ки, на которых 𝑓4(0, 𝑥2, 0, 𝑥3) = 𝑓4(0, 𝑥2, 1, 𝑥3) = 0. Если после

удаления появились одинаковые строки, то оставляем в матри

це 𝑀 ′ только одну из них. Пусть 𝑛′ – число столбцов матрицы

𝑀 ′, а 𝑘′ – количество строк. При этом 𝑛′ = 𝑛 − 3 и 𝑛′ > 4.

Тогда при 𝑛 > 7 выполняется

𝑘′ ⩽ 𝑘 − 1 < log(𝑛− 1)− 1 ⩽ log(𝑛− 4) = log(𝑛′ − 1).

Матрица𝑀 ′ не содержит строк (0, 1, . . . , 1). Следовательно, по

предположению индукции существует бесповторная в 𝐵4 функ
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ция 𝑔′(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛′), такая, что 𝑔′(0, 1, . . . , 1) = 1, 𝑔′(1, 0, . . . , 0) =

= 0, а также равная нулю на матрице𝑀 ′ и совпадающая на ней

с двойственной функцией. Рассмотрим функцию 𝑔2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

= 𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑔
′(�̄�4, 𝑥5, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥3) :

𝑔2(0, 1, . . . , 1) = 𝑓4(0, 1, 1, 1) = 1,

𝑔2(1, 0, . . . , 0) = 𝑓4(1, 0, 0, 0) = 0,

и на строках матрицы 𝑀 , на которых 𝑥2 = 𝑥3 = 0 :

𝑔2(0, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓4(0, 𝑥2, 0, 𝑥3) = 𝑓4(0, 𝑥2, 1, 𝑥3) = 0.

Так как в матрицу𝑀 ′ по построению входят только те подстро

ки строк из матрицы 𝑀 , у которых 𝑥2 = 𝑥3 = 1, а функция 𝑔′

равна нулю на любой строке матрицы 𝑀 ′, то

𝑔2(0, 1, 1, 1, 𝑥5, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓4(0, 1, 0, 1) = 0

для любой строки из матрицы 𝑀 , в которой 𝑥2 = 𝑥3 = 1. Та

ким образом, функция 𝑔2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 на любой строке из

матрицы 𝑀 , и, согласно замечанию 1.1, функция 𝑔2 совпада

ет на матрице 𝑀 с двойственной функцией. Следовательно,

функция 𝑔2 является искомой функцией из условия леммы.

Лемма доказана.
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Лемма 2.4. [23] Пусть 𝑛 ⩾ 5 и 𝑘 < log(𝑛− 1)− log 3 + 1, а 𝑀

– (0,1)-матрица размерности (𝑘 − 1)× 𝑛 с нулевым первым столб

цом, не содержащая строку (0, 1, . . . , 1). Тогда существует беспо

вторная в базисе 𝐵5 функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), равная нулю на матри

це 𝑀 и совпадающая на ней с двойственной функцией, такая, что

𝑔(0, 1, . . . , 1) = 1, 𝑔(1, 0, . . . , 0) = 0.

Доказательство. Базис индукции. Пусть 5 ⩽ 𝑛 ⩽ 8. Тогда

𝑘 ⩽ 2 и матрица𝑀 содержит не более одной строки. Так как матрица

не содержит строк (0, 1, . . . , 1), то искомой функцией будет некото

рая переменная.

Индуктивный переход. Пусть 𝑛 ⩾ 9 и для всех 𝑛′ < 𝑛 (где

𝑛′ > 4) утверждение леммы выполнено.

При 𝑘 < log(𝑛 − 1) − log 3 + 1 среди последних 𝑛 − 1 столб

цов 𝑀 найдется четыре одинаковых столбца. Обозначим их через

𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5. Тогда возможны два случая.

1. Пусть эти столбцы состоят из одних единиц. Возьмем любой

не единичный столбец. Обозначим его через 𝑥6. Построим мат

рицу 𝑀 ′, удалив из 𝑀 столбцы 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥6 и строки, на кото

рых 𝑓5(0, 𝑥6, 𝑥3, �̄�2, 0) = 𝑓5(0, 𝑥6, 𝑥3, �̄�2, 1) = 0. Пусть 𝑛′ – чис

ло столбцов матрицы 𝑀 ′, а 𝑘′ – количество строк. При этом

𝑛′ = 𝑛− 4 и 𝑛′ > 5. Тогда при 𝑛 ⩾ 9 выполняется

𝑘′ ⩽ 𝑘 − 1 < log(𝑛− 1)− log 3− 2 ⩽
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⩽ log(𝑛− 5)− log 3− 1 = log(𝑛′ − 1)− log 3− 1.

Матрица 𝑀 ′ не содержит строку (0, 1, . . . , 1). Следовательно,

по предположению индукции существует бесповторная в 𝐵5

функция 𝑔′(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛′), такая, что

𝑔′(0, 1, . . . , 1) = 1, 𝑔′(1, 0, . . . , 0) = 0,

а также равная нулю на матрице 𝑀 ′ и совпадающая на ней с

двойственной функцией.

Любая строка из матрицы 𝑀 в таком случае имеет вид

(1, 1, 1, 1, 0, 𝛼7, . . . , 𝛼𝑛)

или

(1, 1, 1, 1, 1, 𝛼7, . . . , 𝛼𝑛).

Тогда искомой функцией из условия леммы будет

𝑔3(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓5(𝑥1, 𝑥6, 𝑥3, �̄�2, 𝑔
′(𝑥4, 𝑥5, 𝑥7, . . . , 𝑥𝑛)).

Действительно, для функции 𝑔3 верно:

𝑔3(0, 1, 1, 1, 1, 0, 𝛼7, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑓5(0, 0, 1, 0, 𝑔
′(0, 1, 𝛼7, . . . , 𝛼𝑛)) = 0,

𝑔3(0, 1, 1, 1, 1, 1, 𝛼7, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑓5(0, 1, 1, 0, 𝑔
′(0, 1, 𝛼7, . . . , 𝛼𝑛)) =

= 𝑓5(0, 1, 1, 0, 0) = 0,

𝑔3(0, 1, . . . , 1) = 𝑓5(0, 1, 1, 0, 𝑔
′(0, 1, 1, . . . , 1)) = 𝑓5(0, 1, 1, 0, 1) = 1,
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𝑔3(1, 0, . . . , 0) = 𝑓5(1, 0, 0, 1, 𝑔
′(1, 0, 0, . . . , 0)) = 𝑓5(1, 0, 0, 1, 0) = 0,

и функция 𝑔3(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) совпадает на матрице 𝑀 с двойствен

ной функцией в силу замечания 1.1.

2. Пусть найденные столбцы не единичные. Построим матрицу

𝑀 ′, удалив из матрицы 𝑀 столбцы 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 и строки, на

которых 𝑓5(𝑥2, 0, �̄�3, 𝑥4, 0) = 𝑓5(𝑥2, 0, �̄�3, 𝑥4, 1) = 0. Аналогич

но предыдущему случаю, существует бесповторная в базисе 𝐵5

функция 𝑔′(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛′), такая, что

𝑔′(0, 1, . . . , 1) = 1,

𝑔′(1, 0, . . . , 0) = 0,

а также равная нулю на матрице 𝑀 ′ и совпадающая на ней с

двойственной функцией. Любая строка из матрицы 𝑀 в таком

случае имеет вид (0, 0, 0, 0, 𝛼6, . . . , 𝛼𝑛) или (1, 1, 1, 1, 𝛼6, . . . , 𝛼𝑛).

Тогда искомой функцией из условия леммы является

𝑔4(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓5(𝑥2, 𝑥1, �̄�3, 𝑥4, 𝑔
′(�̄�5, 𝑥6, . . . , 𝑥𝑛)).

Действительно, для функции 𝑔4 верно:

𝑔4(0, 0, 0, 0, 0, 𝛼6, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑓5(0, 0, 1, 0, 𝑔
′(1, 𝛼6, . . . , 𝛼𝑛)) = 0,

𝑔4(0, 1, 1, 1, 1, 𝛼6, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑓5(1, 0, 0, 1, 𝑔
′(0, 𝛼6, . . . , 𝛼𝑛)) =

= 𝑓5(1, 0, 0, 1, 0) = 0,
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𝑔4(0, 1, . . . , 1) = 𝑓5(1, 0, 0, 1, 𝑔
′(0, 1, . . . , 1)) = 𝑓5(1, 0, 0, 1, 1) = 1,

𝑔4(1, 0, . . . , 0) = 𝑓5(0, 1, 1, 0, 𝑔
′(1, 0, . . . , 0)) = 𝑓5(0, 1, 1, 0, 0) = 0,

и функция 𝑔4(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) совпадает на матрице 𝑀 с двойствен

ной функцией в силу замечания 1.1.

Лемма доказана.

Лемма 2.5. [23] Пусть 𝑛 > 𝑠 и 𝑘 < log(𝑛 − 1) + 1, а 𝑀 –

(0,1)-матрица размерности (𝑘−1)×𝑛 с нулевым первым столбцом,

не содержащая строку (0, 1, . . . , 1). Тогда существует бесповтор

ная в базисе 𝐵𝑠
𝑚 самодвойственная функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), равная

единице на наборе (0, 1, . . . , 1) и нулю на матрице 𝑀 .

Доказательство. Базис индукции. Пусть 𝑘 ⩽ 𝑛 < 2𝑠. Так

как 𝑛 < 2𝑠, и 𝑘 < log(𝑛 − 1) + 1, то 𝑘 ⩽ 𝑠 при 𝑠 ⩾ 3. Выберем

для каждой строки по одному столбцу из 𝑛−1 последних столбцов c

нулем в этой строке. Это возможно, так как матрица𝑀 не содержит

строку (0, 1, . . . , 1). Обозначим выбранные столбцы через 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑡.

Очевидно неравенство 𝑡 < 𝑘 ⩽ 𝑠. Тогда функция

𝑓 𝑠
𝑚(𝑥1, 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑡, 𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑠−𝑡

),

где 𝑥𝑗1, . . . , 𝑥𝑗𝑠−𝑡
– любые оставшиеся столбцы, будет искомой функ

цией из условия леммы.

Индуктивный переход. Пусть 𝑛 ⩾ 2𝑠 и для всякого 𝑛′ < 𝑛 (где

𝑛′ > 𝑠) утверждение леммы выполнено.
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Пусть в матрице 𝑀 всего 𝑡 ⩽ 𝑠 столбцов, содержащих нули.

Если 𝑡 < 𝑠, то добавим к ним произвольные 𝑠− 𝑡 столбцов. Не огра

ничивая общности, допустим, что выбранные 𝑡 столбцов – первые.

Так как все строки в матрице 𝑀 различны и не равны (0, 1, . . . , 1),

то в любой строке найдется хотя бы два нуля в выбранных столбцах.

Тогда 𝑓 𝑠
𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) будет искомой функцией 𝑔 из условия леммы.

Пусть в матрице 𝑀 больше 𝑠 столбцов, содержащих нули. Так

как 𝑘 < log(𝑛 − 1) + 1 и количество разных столбцов длины 𝑘 − 1

равно 2𝑘−1 < 𝑛 − 1, то среди 𝑛 − 1 последних столбцов матрицы

найдется два одинаковых. Пусть это будут столбцы 𝑥2 и 𝑥3. Тогда

возможны два случая.

1. Если столбцы 𝑥2 и 𝑥3 состоят из одних единиц, то возьмем

любой не нулевой и не единичный столбец. Так как строки раз

личны, такой столбец существует. Пусть это будет столбец 𝑥4.

Возьмем любые 𝑠 − 4 столбца, отличных от уже выбранных

столбцов. Пусть это будут столбцы 𝑥5, . . . , 𝑥𝑠. Построим матри

цу 𝑀 ′, удалив из 𝑀 столбцы {𝑥2, . . . , 𝑥𝑠} и строки, в которых

хотя бы одна из переменных {𝑥4, . . . , 𝑥𝑠} равна нулю. Так как

столбец 𝑥4 не единичный, то найдется хотя бы одна такая стро

ка. Пусть 𝑛′ – число столбцов матрицы 𝑀 ′, а 𝑘′ – количество

строк. При этом 𝑛′ = 𝑛− 𝑠 + 1 и 𝑛′ ⩾ 𝑠 + 1. Тогда при 𝑛 ⩾ 2𝑠

выполняется

𝑘′ ⩽ 𝑘 − 1 < log(𝑛− 1) = log(𝑛′ + 𝑠− 1) ⩽ log(𝑛′ − 1) + 1.
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Матрица 𝑀 ′ не содержит единичных строк. Тогда по предпо

ложению индукции существует бесповторная в базисе 𝐵𝑠
𝑚 са

модвойственная функция 𝑔′(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛′), такая, что

𝑔′(0, 1, . . . , 1) = 1 и 𝑔′(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛′) равна нулю на матрице 𝑀 ′.

Тогда искомой функцией является

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓 𝑠
𝑚(𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑠, 𝑔

′(�̄�2, 𝑥𝑠+1, . . . , 𝑥𝑛)).

Действительно, в любой строке либо одна из переменных

{𝑥3, . . . , 𝑥𝑠} равна нулю, либо равна нулю функция 𝑔′, и тогда

функция 𝑔 равна нулю на всех строках матрицы 𝑀 и является

самодвойственной. Также верно, что

𝑔(0, 1, . . . , 1) = 𝑓 𝑠
𝑚(0, 1, . . . , 1, 𝑔

′(0, 1, . . . , 1)) =

= 𝑓 𝑠
𝑚(0, 1, . . . , 1, 1) = 1.

2. Пусть столбцы 𝑥2 и 𝑥3 не являются единичными. Добавим к

ним любые 𝑠 − 3 столбца. Пусть это будут столбцы 𝑥4, . . . , 𝑥𝑠.

Построим матрицу 𝑀 ′, удалив из матрицы 𝑀 столбцы

{𝑥2, . . . , 𝑥𝑠} и строки, на которых хотя бы одна из переменных

{𝑥3, . . . , 𝑥𝑠} равна нулю. Аналогично предыдущему случаю, су

ществует бесповторная в базисе 𝐵𝑠
𝑚 самодвойственная функция

𝑔′(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛′), такая, что 𝑔′(0, 1, . . . , 1) = 1 и 𝑔′(0, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛′)

равна нулю на матрице 𝑀 ′ и является самодвойственной. То

гда искомой функцией из условия леммы так же, как в преды

дущем случае, является 𝑔.
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Лемма доказана.

Лемма 2.6. [23] Пусть 𝑛 ⩾ 4 и 𝑘 < log(𝑛− 1). Тогда для про

извольных 𝑘 наборов значений переменных функции 𝑓𝑛
𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

существует бесповторная в базисе 𝐵4 функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), совпа

дающая с 𝑓𝑛
𝑚 на этих наборах.

Доказательство. Пусть 𝐴 = {𝛼1, . . . , 𝛼𝑘} – множество набо

ров значений переменных {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}. Рассмотрим два случая.

1. Множество 𝐴 не содержит хотя бы один из наборов (0, 1, . . . , 1)

или (1, 0, . . . , 0). Тогда 𝑓𝑛
𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) на множестве 𝐴 совпадает

с одной из функций 𝑥1&(𝑥2 ∨ . . . ∨ 𝑥𝑛) или 𝑥1 ∨ 𝑥2& . . .&𝑥𝑛.

2. Множество 𝐴 содержит оба набора (0, 1, . . . , 1) и (1, 0, . . . , 0).

Построим множество 𝐴′ из наборов множества 𝐴 с нулем в

первой позиции, кроме набора (0, 1, . . . , 1), и наборов, противо

положных наборам с единицей в первой позиции, кроме набора

(1, 0, . . . , 0). Очевидно, что мощность множества 𝐴′ не превос

ходит 𝑘 − 1. Составим матрицу 𝑀 из наборов множества 𝐴′.

Тогда по лемме 2.3 существует бесповторная в 𝐵4 функция

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), равная нулю на наборе (0, 1, . . . , 1), единице на

наборе (1, 0, . . . , 0), а также равная нулю на 𝑀 и совпадаю

щая на ней с двойственной функцией. Нетрудно заметить, что

𝑔 равна нулю на всех наборах 𝐴, содержащих ноль в первой

позиции, и единице на всех наборах, содержащих единицу в
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первой позиции, кроме наборов (0, 1, . . . , 1) или (1, 0, . . . , 0) со

ответственно. Таким образом, функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) совпадает

с 𝑓𝑛
𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) на наборах множества 𝐴.

Лемма доказана.

Лемма 2.7. [23] Пусть 𝑛 ⩾ 5 и 𝑘 < log(𝑛 − 1) − log 3 + 1.

Тогда для произвольных 𝑘 наборов значений переменных функции

𝑓𝑛
𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) существует бесповторная в 𝐵5 функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

совпадающая с 𝑓𝑛
𝑚 на этих наборах.

Лемма 2.8. [23] Пусть 𝑛 > 𝑠 и 𝑘 < log(𝑛−1)+1. Тогда для про

извольных 𝑘 наборов значений переменных функции 𝑓𝑛
𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

существует бесповторная в 𝐵𝑠
𝑚 функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), совпадаю

щая с 𝑓𝑛
𝑚 на этих наборах.

Доказательства лемм 2.7 и 2.8 проводятся аналогично доказа

тельству леммы 2.6 с применением лемм 2.4 и 2.5 соответственно.

Из лемм 2.6, 2.7 и 2.8 следует

Теорема 2.2. [23] При 𝑛 ⩾ 4 выполняется условие 𝑆4(𝑛) ⩾

⩾ log(𝑛− 1), при 𝑛 ⩾ 5 выполняется 𝑆5(𝑛) ⩾ log(𝑛− 1)− log 3 + 1,

а также при 𝑛 > 𝑠 выполняется 𝑆𝑠
𝑚(𝑛) ⩾ log(𝑛− 1) + 1.

Из теоремы 2.2 и утверждения 2.6 следуют теоремы 2.3 и 2.4.
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Теорема 2.3. [23] Базис 𝐵0 является единственным базисом,

содержащим как нелинейные, так и немонотонные функции, в ко

тором длина сертификата повторности ограничена сверху констан

той.

Теорема 2.4. [23] Пусть 𝑆(𝑛) – функция Шеннона для длины

сертификата повторности в некотором базисе, содержащем вдо

бавок к 𝐵0 произвольную слабоповторную функцию. Тогда, начиная

с некоторого 𝑛, справедливо неравенство:

𝑆(𝑛) ⩾ log(𝑛− 1).

§ 2.3. Сертификаты повторности в базисе всех

функций 𝑙 переменных

В этом параграфе будет показано, что функция Шеннона для

длины сертификата повторности в базисе всех функций 𝑙 перемен

ных ограничена величиной 𝑂(𝑛𝑙).

В базисе 𝐵𝑠
𝑡 функция Шеннона для длины сертификата повтор

ности 𝑆𝑠
𝑡 (𝑛) = Ω(𝑛𝑠−1) [70]. Так как при добавлении функций в базис

длина сертификата повторности монотонно не убывает, то из этого

следует

Утверждение 2.11. [11] Функция Шеннона длины сертифика

та повторности функции 𝑛 переменных в базисе 𝐵𝑙 есть величина

Ω(𝑛𝑙−1).
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Лемма 2.9. [11] Пусть функция 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, 𝑥) бесповторна

в 𝐵𝑙. Пусть 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, 𝜎) = 𝑦1 ∨ . . . ∨ 𝑦𝑚, где 𝜎 – некоторая кон

станта. Пусть функция 𝑔 имеет вид 𝜑0 ∨ 𝑓(𝜑1, . . . , 𝜑𝑘, 𝑥), где 𝜑𝑖

– дизъюнкции различных переменных 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, и 𝑓 – некоторая

бесповторная в 𝐵𝑙 функция. Тогда функция 𝑔 однозначно восста

навливается по значениям на 𝐶𝑘
𝑚 · 2𝑘 наборах.

Доказательство. Функция 𝑔 при 𝑥 = 𝜎 имеет вид

𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, 𝜎) = 𝑦1 ∨ . . . ∨ 𝑦𝑚.

Для восстановления 𝑔 достаточно определить, в какую дизъюнкцию

𝜑𝑖 входит каждая переменная 𝑦𝑗. Зафиксируем первые 𝑘 перемен

ных 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘. Заменим на ноль все переменные, кроме 𝑦1 ∨ . . . ∨ 𝑦𝑘

и 𝑥. Так как ноль является незабивающей константой для любой пе

ременной в дизъюнкции, то переменные 𝑦𝑘+1 ∨ . . . ∨ 𝑦𝑚 останутся

существенными. Возможны четыре случая.

� Переменные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 входят соответственно в 𝜑1, . . . , 𝜑𝑘. То

гда неопределенной останется подфункция вида 𝑓(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘, 𝑥).

Так как известна ее подфункция при 𝑥 = 𝜎, то функция

𝑓(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘, 𝑥) однозначно определяется по значениям на 2𝑘 на

борах на противоположном подкубе 𝑥 = �̄�.

� Среди переменных 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 найдутся две переменные 𝑦𝑗1 и

𝑦𝑗2, входящие в одну дизъюнкцию, например 𝜑1, то получен
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ная функция будет иметь вид ℎ1(𝑦𝑗1 ∨ 𝑦𝑗2, 𝑦𝑗3, . . . , 𝑦𝑗𝑘, 𝑥), где ℎ1

– некоторая булева функция 𝑘 переменных.

� Хотя бы одна переменная 𝑦𝑖 входит в функцию 𝜑0. Тогда полу

ченная функция будет иметь вид 𝑦𝑖∨ℎ2(𝑦𝑗1, . . . , 𝑦𝑗𝑘−1
, 𝑥), где ℎ1

– некоторая булева функция 𝑘 переменных.

� Переменные 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘 входят в разные дизъюнкции 𝜑1, . . . , 𝜑𝑘,

и полученная функция будет с точностью до перестановки пе

ременных равна 𝑓(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘, 𝑥).

Рассмотрев все случаи, мы найдем функцию 𝑓 и множество перемен

ных 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘, входящих в разные дизъюнкции. Переберем все воз

можные множества из 𝑘 переменных и проведем рассуждения анало

гично рассмотренному выше множеству переменных 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘, что

можно сделать 𝐶𝑘
𝑚 способами. При этом мы найдем все переменные,

от которых зависят 𝜑1, . . . , 𝜑𝑘 и не зависит 𝜑0.

Покажем, какие из переменных 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚 входят в одну и ту

же дизъюнкцию. Рассмотрим пару переменных 𝑦1 и 𝑦2. Если они

входят в разные дизъюнкции 𝜑𝑖 и 𝜑𝑗, то встретилось хотя бы одно

множество из 𝑘 переменных, с помощью которых согласно вышеука

занной процедуре получается функция 𝑓 . Таким образом, функции

𝑓(𝜑1, . . . , 𝜑𝑘, 𝑥) и 𝜑0 определяются с точностью до перестановки пе

ременных и функция 𝑔 полностью восстанавливается по значениям

на 𝐶𝑘
𝑚 · 2𝑘 наборах. Лемма доказана.
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Лемма 2.10. [11] Пусть функция 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, 𝑥) бесповтор

на в 𝐵𝑙. Пусть 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, 𝜎) = 𝑦1& . . .&𝑦𝑚, где 𝜎 – некоторая

константа. Пусть 𝑔 имеет вид 𝜑0&𝑓(𝜑1, . . . , 𝜑𝑘, 𝑥), где 𝜑𝑖 – конъ

юнкции различных переменных 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚. Тогда 𝑔 однозначно вос

станавливается по значениям на 𝐶𝑘
𝑚 · 2𝑘 наборах.

Доказательство проводится аналогично лемме 2.9, с заменой за

бивающей константы 0 на 1 в константных подстановках.

Лемма 2.11. [11] Пусть функция 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, 𝑥) бесповторна

в 𝐵𝑙. Пусть 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, 𝜎) = 𝑦1 ⊕ . . .⊕ 𝑦𝑚, где 𝜎 – некоторая кон

станта. Пусть 𝑔 имеет вид 𝜑0⊕𝑓(𝜑1, . . . , 𝜑𝑘, 𝑥), где 𝜑𝑖 – суммы по

модулю два различных переменных 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚. Тогда 𝑔 однозначно

восстанавливается по значениям на 𝐶𝑘
𝑚 · 2𝑘 наборах.

Доказательство проводится полностью аналогично лемме 2.9.

Допустим, что количество переменных базисной функции 𝑓 не

известно заранее. Любое множество наборов для случая 𝑘 < 𝑙 − 1

входит в некоторое множество наборов для случая 𝑘 = 𝑙 − 1, так

как каждый подкуб меньшей размерности 𝑘 входит в подкуб боль

шей размерности 𝑙 − 1, а константные подстановки на места осталь

ных переменных не зависят от функции 𝑓 . По виду функций, полу

ченных для каждого множества из 𝑙 функций, 𝑘 определяется как

максимальное число переменных функции вида ℎ(𝑦𝑗1, . . . , 𝑦𝑗𝑘, 𝑥), где

𝑦𝑗1, . . . , 𝑦𝑗𝑘 не входят в 𝜑0 и входят в разные 𝜑𝑖. Таким образом, функ
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ция 𝑔, удовлетворяющая условиям леммы 2.9, 2.10 или 2.11 однознач

но восстанавливается по 𝐶 𝑙−1
𝑚 · 2𝑙−1 наборам.

Утверждение 2.12. [11] Пусть дано помеченное корневое ори

ентированное дерево 𝐷. Тогда число корневых поддеревьев с корнем

в некоторой вершине 𝑣 и не более чем 𝑝 вершинами, такими, что

любая внутренняя вершина входит в поддерево вместе со всеми

смежными в дереве 𝐷 вершинами, не превосходит 4𝑝−1.

Данное утверждение доказывается в [11] аналогично классиче

скому утверждению о числе упрядоченных корневых деревьев (см. [1]).

Утверждение 2.13. [57] Проверяющий тест для бесповтор

ной в базисе 𝐵𝑙 функции, существенно зависящей от 𝑛 переменных,

на множестве всех 𝑙-бесповторных функций содержит не более

𝐶 𝑙
𝑛 · 2𝑙 наборов.

Теорема 2.5. [11]

𝑆𝑙(𝑛) = 𝑂(𝑛𝑙).

Доказательство. Пусть функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) повторна в ба

зисе 𝐵𝑙 и существенно зависит от всех своих переменных. Тогда у нее

существует некоторая слабоповторная подфункция 𝑔. Без ограниче

ния общности, пусть 𝑔 зависит от первых 𝑚 переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚.

Известно (см. [30]), что у любой булевой функции есть переменная,
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для которой существует незабивающая константа. Тогда у 𝑔 найдут

ся переменная 𝑥𝑖 и константа 𝜎, такие, что подфункция 𝑔′, получен

ная подстановкой 𝜎 на место 𝑥𝑖, существенно зависит от всех осталь

ных переменных. Полученная подфункция будет бесповторна в 𝐵𝑙.

По утверждению 2.13, она однозначно задается на 𝐶 𝑙
𝑚−1 · 2𝑙 набо

рах. Рассмотрим дерево 𝐷, реализующее произвольную бесповтор

ную функцию от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, совпадающую с 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)

при 𝑥𝑖 = 𝜎. При подстановке 𝑥𝑖 = 𝜎 из этого дерева получается под

дерево 𝐷′, реализующее бесповторную в 𝐵𝑙 функцию 𝑔′. Это могло

произойти следующим образом.

� Некоторое поддерево 𝐷′′ дерева 𝐷′ соответствует функции, по

лученной подстановкой 𝑥𝑖 = 𝜎 в функцию 𝑓 ′ из 𝐵𝑙, которой

помечена некоторая вершина в дереве 𝐷. Выделим такое под

дерево. Пусть это поддерево имеет корень в вершине 𝑣. В нем

не более чем 𝑙− 1 листьев, соответствующих входам вершины,

помеченной 𝑓 ′ в дереве 𝐷. Подставим константы на места пере

менных так, чтобы каждая функция, соответствующая входу

функции 𝑓 ′, равнялась какой-либо переменной, а функция, ко

торую реализует дерево 𝐷, равнялась функции 𝑓 ′. Получим

подкуб размерности 𝑙, половина которого при 𝑥𝑖 = 𝜎 нам уже

известна. Таким образом, на 2𝑙−1 наборах целиком определяет

ся функция 𝑓 ′, и, следовательно, восстанавливается функция,

которую реализует дерево 𝐷. Функция 𝑔 либо отличается на



57

каком-то из этих наборов от функции, которую реализует де

рево 𝐷 для любой такой функции 𝑓 ′, либо совпадает с ней на

этих наборах, но отличается на каком-то еще наборе. Таким об

разом, достаточно предъявить 2𝑙−1 + 1 набор, чтобы отличить

𝑔 от любой бесповторной функции с подфункцией 𝑓 ′, чья под

функция при 𝑥𝑖 = 𝜎 представляет собой поддерево 𝐷′′. Посчи

таем количество поддеревьев, которые можно выделить таким

образом. С помощью индукции легко доказывается, что число

вершин степени не меньше двух в дереве меньше количества

листьев. Поэтому в 𝐷′ не более 2𝑙 − 2 вершин. Поддерево 𝐷′

удовлетворяет условию утверждения 2.12, и количество таких

поддеревьев не превосходит 42𝑙−3. Таким образом, чтобы отли

чить 𝑔, соответствующие таким деревьям, достаточно не более

𝑚 · (2𝑙−1 + 1) · 42𝑙−3 наборов.

� Переменная 𝑥𝑖 в дереве 𝐷 смежна с вершиной, помеченной

функцией от двух переменных, которая отождествляется со

второй переменной или ее отрицанием при подстановке 𝑥𝑖 = 𝜎.

Функций, соответствующих дереву 𝐷 в этом случае, не более

3 на каждое ребро. Так как все вершины, кроме листовых и

смежных с ними, имеют степень не меньше двух, то общее чис

ло вершин в дереве не больше 3𝑚. Таким образом, чтобы отли

чить все функции, устроенные таким образом, достаточно не

более 3 · 3𝑚 наборов.
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� Переменная 𝑥𝑖 в дереве 𝐷 входит в вершину 𝑣1, помеченную

неразложимой функцией из 𝐵𝑙, которая при подстановке 𝑥𝑖 =

= 𝜎 превращается в функцию из множества {∨,&,
⨁︀

} и вхо

дит в вершину 𝑣2, помеченную той же функцией. Подставим

константы на места переменных таким образом, чтобы на каж

дом входе этих двух вершин была одна переменная. Получен

ная функция удовлетворяет условию лемм 2.9, 2.10 или 2.11.

Рассмотрим наборы, полученные в соответствующей лемме. Ес

ли функция, реализуемая деревом 𝐷, совпадает с 𝑔 на всех

𝐶𝑘−1
𝑚−1 · 2𝑘−1 наборах, то у нее существует хотя бы один другой

набор, в котором она отличается от 𝑔. Если не совпадает, то по

вторность доказывается предъявлением всех использованных

наборов. Для разных бесповторных функций, полученных из

этой вершины, предъявленные наборы будут одинаковы, так

как одинаковы функции на входах функций в вершинах 𝑣1

и 𝑣2. Таким образом, согласно следствию из вспомогательных

лемм, повторность 𝑔 в этом случае доказывается за не более

чем 𝐶 𝑙−1
𝑚−1 ·2𝑙−1+1 набор для каждой такой вершины и в целом

не более 𝑚 · (𝐶 𝑙−1
𝑚−1) · 2𝑙−1 +𝑚 = 𝑂(𝑚𝑙) для всей функции.

Всего суммарно получается 3 · 3𝑚+𝑚 · (2𝑙−1+1) · 42𝑙−3+𝑚 · (𝐶 𝑙−1
𝑚−1) ·

2𝑙−1 + 𝑚 = 𝑂(𝑚𝑙) наборов, которых достаточно, чтобы отличить

функцию 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) от всех бесповторных, совпадающих с ней при

𝑥𝑖 = 𝜎. Так как 𝑚 ⩽ 𝑛, то для доказательства повторности функции



59

𝑓 достаточно предъявить 𝑂(𝑛𝑙)+𝐶 𝑙−1
𝑛−1 · 2𝑙 = 𝑂(𝑛𝑙) наборов значений

переменных. Теорема доказана.

Замечание. Применив теорему Хегедуса из работы [75] к верх

ним оценкам теоремы 2.5 и леммы 2.10, можно получить новые

оценки сложности в классической модели обучения с помощью за

просов принадлежности и эквивалентности.
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Глава 3

Проверяющие тесты для функций,

бесповторных в элементарном базисе,

расширенном монотонными функциями

Стеценко

В данной главе рассматривается задача проверяющего тести

рования в элементарном базисе, расширенном всеми специальными

функциями – в базисе 𝐵𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒. Исследуется функция Шеннона для

длины теста относительно бесповторной альтернативы в данном ба

зисе и устанавливается связь теста относительно бесповторной аль

тернативы в данных в базисе 𝐵𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 с проверяющим тестом в соот

ветствующем базисе без отрицания 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒.

Задача тестирования относительно бесповторной альтернативы

была поставлена А.А. Вороненко в работе [2]. Там же было показано,

что при добавлении в элементарный базис всех оставшихся функ

ций двух переменных функция Шеннона длины теста относитель

но бесповторной альтернативы становится квадратичной. Из свойств

функции 𝑥1 . . . 𝑥𝑛∨�̄�1 . . . �̄�𝑛 следует, что тест относительно бесповтор

ной альтернативы в базисе всех функций 𝑙 переменных содержит

не меньше Ω(𝑛𝑙) наборов ([8], с. 64–66). Д.В. Чистиковым [57] была
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доказана верхняя линейная оценка 2𝑛 + 1 функции Шеннона дли

ны теста относительно бесповторной альтернативы в элементарном

базисе. Далее будет показано, что добавление в элементарный ба

зис специальных функций оставляет функцию Шеннона линейной.

В работе [25] устанавливается линейность функции Шеннона для

длины теста относительно бесповторной альтернативы в элементар

ном базисе, расширенном медианой. В работе [26] устанавливается

линейность функции Шеннона для длины теста относительно беспо

вторной альтернативы в элементарном базисе, расширенном любой

специальной функцией. Далее в работе [13] рассматривается элемен

тарный базис, расширенный всеми специальными функциями, и уста

навливается верхняя линейная оценка функции Шеннона для длины

теста относительно бесповторной альтернативы, равная 3𝑛 − 2. Из

вышеизложенного получаем, что функция Шеннона для длины те

ста относительно бесповторной альтернативы в элементарном базисе,

расширенном любыми специальными функциями, также не превы

шает 3𝑛 − 2. Из этого следует наличие такой же верхней линейной

оценки функции Шеннона для длины теста относительно бесповтор

ной альтернативы в предэлементарных базисах 𝐵4, 𝐵5, 𝐵
𝑠
𝑚.
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§ 3.1. Представление бесповторных функций в

виде корневых деревьев

Древесное представление булевых функций широко использует

ся в задаче построения схем из функциональных элементов в различ

ных базисах и в теории контактных схем с независимыми контакта

ми [29]. В работе [2] приведено представление бесповторных функ

ций в базисе, состоящем из всех функций, зависящих не более чем

от двух аргументов, в виде так называемого канонического дерева,

а в работе [3] приведен его частный случай в элементарном базисе.

Введем понятие канонического дерева для функций, бесповторных в

элементарном базисе, расширенном специальными функциями.

Каноническим деревом функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), бесповторной в

базисе, состоящем из конъюнкции, дизъюнкции и специальных функ

ций, назовем [26] помеченное корневое дерево, построенное согласно

следующим правилам.

1. Листья дерева помечены переменными 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Разные ли

стья помечены разными переменными.

2. Внутренние вершины дерева соответствуют подформулам бес

повторной формулы и помечены функциями из множества

{∨,&} или специальной функцией.

3. Если специальная функция – 𝑓4, то над вершиной находятся
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четыре инцидентных ребра, пронумерованных (1, 2, 3, 4). Ка

нонические деревья, получаемые с помощью перестановки ре

бер
(︀
1 2 3 4
4 3 2 1

)︀
над вершинами, помеченными 𝑓4, считаются экви

валентными.

4. Если специальная функция – 𝑓5, то над вершиной находятся

пять инцидентных ребер, пронумерованных (1, 2, 3, 4, 5). Ка

нонические деревья, полученные с помощью группы переста

новок, порождаемых перестановками ребер
(︀
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)︀
и
(︀
1 2 3 4 5
2 1 3 5 4

)︀
над вершинами, помеченными 𝑓5, считаются эквивалентными.

5. Если специальная функция – 𝑓 𝑠
𝑚, то над вершиной находятся 𝑠

инцидентных ребер с выделенным при 𝑠 ⩾ 4 первым ребром.

6. Над вершиной, помеченной ∨ или &, расположено не менее

двух смежных вершин.

7. Вершины, помеченные функцией ∨ (&), не смежны с вершина

ми, помеченными функцией ∨ (&).

Каноническое дерево 𝐷 реализует функцию 𝑓 по бесповторной

формуле от листьев к корню, как и в работах [2, 7]. При этом арность

& и ∨ в формуле совпадает с числом ребер над помеченной ими

вершиной.

Перестановка
(︀
1 2 3 4
4 3 2 1

)︀
является единственной нетривиальной эк

вивалентной перестановкой для 𝑓4. Перестановки
(︀
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)︀
и
(︀
1 2 3 4 5
2 1 3 5 4

)︀
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образуют полную систему эквивалентных преобразований на мно

жестве переменных функции 𝑓5. Перестановка переменных является

эквивалентной для функции 𝑓 𝑠
𝑚 при 𝑠 ⩾ 4 тогда и только тогда, ко

гда она сохраняет первую переменную. Для функции 𝑓 3
𝑚 являются

эквивалентными любые перестановки переменных. В силу вышеиз

ложенного канонические деревья для бесповторных функций в ба

зисе 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 являются единственными с точностью до эквивалентно

сти [26, 22].

§ 3.2. Леммы о восстановлении бесповторных

функций

В данном разделе будет показано, что функция 𝑛 переменных,

бесповторная в элементарном базисе, расширенном специальными

функциями, восстанавливается из подфункции, существенно завися

щей от 𝑛− 1 переменных, за константное число наборов.

Лемма 3.1. [26, 25, 13] Пусть бесповторная в базисе 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒

функция ℎ(𝑧1, 𝑧2, 𝑧𝑘+2, . . . , 𝑧𝑛) существенно зависит от 𝑛−𝑘+1 ⩾ 2

переменных (𝑘 ⩾ 2), и лист, который помечен переменной 𝑧1, сме

жен с вершиной 𝑢, помеченной конъюнкцией или специальной функ

цией, а лист, помеченный 𝑧2, лежит в каком-то другом поддереве

над 𝑢. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ℎ(𝑥1 ∨ . . . ∨ 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛). Пусть

ℎ(𝑧1, 𝑧2, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑧1&𝑧2. Пусть 𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – бесповторная
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в 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функция, такая, что 𝑓 ′

𝑥𝑘=0 = 𝑓 |𝑥𝑘=0. Тогда, если выполнено

равенство:

𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+1, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = (𝑥1 ∨ . . . ∨ 𝑥𝑘)&𝑥𝑘+1, (3.1)

то 𝑓 ′ = 𝑓 .

Доказательство. Обозначим 𝐷′ каноническое дерево функ

ции 𝑓 ′. Возьмем в качестве 𝑣 из таблицы А.1 корень поддерева функ

ции 𝑥1 ∨ . . .∨ 𝑥𝑘 в дереве 𝐷. Функция 𝑓 |𝑥𝑘=0 существенно зависит от

𝑛 − 1 переменной – случай 1 из таблицы А.1. Обозначим 𝐷0 дерево

функции 𝑓 |𝑥𝑘=0. Обозначим 𝛽 = (𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛).

Обозначим 𝑢′ первую общую на пути к корню вершину для ли

стьев 𝑥1 и 𝑥𝑘+1 в дереве 𝐷
′.

Из равенства (3.1) и наличия у функции 𝑓 ′ подфункции 𝑥1&𝑥𝑘+1

следует, что 𝑢′ не может быть помечена ∨. Тогда в силу наличия

у функции 𝑓 ′ подфункции (𝑥1 ∨ 𝑥𝑘)&𝑥𝑘+1 переменная 𝑥𝑘 не может

лежать вне дерева, корнем которого является 𝑢′.

Таким образом, 𝑢′ помечена & или медианой и 𝑥𝑘 лежит выше

𝑢′. Обозначим 𝐷𝑢 (𝐷
′
𝑢) поддерево с листом 𝑥𝑘 и с корнем, смежным

𝑢 (𝑢′). Тогда 𝑣 будет корнем 𝐷𝑢. Далее покажем, что 𝐷′
𝑢 совпадает

с 𝐷𝑢 и 𝐷′ совпадает с 𝐷.

Так как 𝑥𝑘 = 0 – незабивающая подстановка, то 𝐷 совпадает с

𝐷0 всюду, кроме 𝐷𝑢 (см. табл. А.1). Аналогичным образом 𝐷′ сов

падает с 𝐷0 всюду, кроме 𝐷′
𝑢. Так как 𝑢 – первая на пути к корню
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вершина у листьев 𝑥1 и 𝑥𝑘+1 и она не входит в 𝐷𝑢, а вершина 𝑢′ –

не входит в 𝐷′
𝑢, то эти вершины совпадают. При этом деревья 𝐷 и

𝐷′ совпадают всюду, кроме, быть может, дерева 𝐷𝑢 выше 𝑢 и дерева

𝐷′
𝑢 выше 𝑢′ – притом множества остальных деревьев выше 𝑢 и 𝑢′

совпадают. Следовательно, 𝑓 ′ так же, как и 𝑓 , имеет вид

𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ℎ(𝜑(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛),

где 𝜑 существенно зависит 𝑘 переменных. Тогда по условию леммы:

𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+1, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = ℎ(𝜑(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝜑(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘)&𝑥𝑘+1 = (𝑥1 ∨ . . . ∨ 𝑥𝑘)&𝑥𝑘+1.

Следовательно, 𝐷′
𝑢 совпадает с 𝐷𝑢, а 𝐷′ = 𝐷 и 𝑓 ′ = 𝑓 . Лемма дока

зана.

Лемма 3.2. [26, 25, 13] Пусть бесповторная в базисе 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒

функция ℎ(𝑧1, 𝑧2, 𝑧𝑘+2, . . . , 𝑧𝑛) существенно зависит от 𝑛−𝑘+1 ⩾ 2

переменных (𝑘 ⩾ 2), и лист ее канонического дерева, который поме

чен переменной 𝑧1, смежен с вершиной 𝑢, помеченной конъюнкцией

(дизъюнкцией) или специальной функцией, а лист, помеченный 𝑧2,

лежит в каком-то другом поддереве над 𝑢. Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

= ℎ(𝑥1 ∨ . . . ∨ 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛) (ℎ(𝑥1& . . .&𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛)). Пусть

ℎ(𝑧1, 𝑧2, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑧1&𝑧2 (𝑧1 ∨ 𝑧2). Тогда тест 𝑇 ′, содержащий

наборы теста 𝑇 функции 𝑓 |𝑥𝑘=0 (𝑓 |𝑥𝑘=1) с добавленными компонен

тами 𝑥𝑘 = 0 (𝑥𝑘 = 1) и наборами из строки 1 (строки 2) таблицы
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А.2 является проверяющим тестом для функции 𝑓 на множестве

всех бесповторных в 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функций, существенно зависящих от 𝑛

переменных.

Доказательство. Функция 𝑓 отличается от всех бесповтор

ных в 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функций, не совпадающих с ней на подкубе 𝑥𝑘 = 0, при

помощи теста для функции 𝑓 |𝑥𝑘=0, а от совпадающих – на констант

ной подстановке 𝛽 из леммы 3.1.

Верхними нулями и нижними единицами функции (𝑥1 ∨ . . . ∨

𝑥𝑘)&𝑥𝑘+1 являются следующие наборы: верхние нули: (0, . . . , 0, 1),

(1, . . . , 1, 0), нижние единицы: (1, 0, . . . , 0, 1), (0, 1, . . . , 0, 1), . . . ,

(0, . . . , 0, 1, 1). При этом 𝑥𝑘 = 1 только на двух из этих наборов.

Для функции 𝑓 эти наборы имеют вид (1, . . . , 1, 0, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) и

(0, . . . , 0, 1, 1, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛). В силу однозначного задания монотонной

функции множеством верхних нулей и нижних единиц по лемме 3.1

указанных двух наборов достаточно, чтобы отличить 𝑓 от функций,

совпадающих с ней на подкубе 𝑥𝑘 = 0. Таким образом, тест, состоя

щий из двух этих наборов и теста для функции 𝑓 |𝑥𝑘=0 с добавленны

ми компонентами 𝑥𝑘 = 0, является тестом для 𝑓 . Лемма доказана.

Замечание 3.1. [26] Пусть даны монотонные функции

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и 𝑔′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Пусть они совпадают на множестве

верхних нулей и множестве нижних единиц функции 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Тогда функции 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и 𝑔′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) равны.
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Утверждение 3.1. [26, 25, 13] Пусть функция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

существенно зависящая от своих переменных и бесповторная в ба

зисе 𝐵, состоящем из &,∨ и специальной функции 𝑔, содержит

подфункцию 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠), где 𝑠 ⩾ 3. Тогда дерево этой функции со

держит вершину, помеченную 𝑔, а переменные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠 лежат в

разных поддеревьях над ней либо в прямом порядке от 1 до 𝑠, либо в

любом эквивалентном порядке, задаваемом определением содержа

щего 𝑔 канонического дерева.

Доказательство. От противного. Возможны три случая.

� Дерево функции 𝑓 не содержит вершины, помеченной 𝑔, выше

которой находятся листья, помеченные переменными 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠.

Тогда применение константной подстановки, на которой 𝑓 об

ращается в 𝑔, к дереву функции 𝑓 , дает бесповторное в {&,∨}

дерево функции 𝑔, что противоречит повторности 𝑔.

� Дерево функции 𝑓 содержит вершину, помеченную 𝑔, выше ко

торой находятся поддеревья, содержащие листья, помеченные

переменными 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠, некоторые из которых находятся в од

них и тех же поддеревьях. Тогда одно из поддеревьев над этой

вершиной не содержит ни одной из данных переменных. На кон

стантной подстановке, на которой 𝑓 обращается в 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠),

это дерево обратится в константу, что также означает суще

ствование бесповторного в {&,∨} дерева функции 𝑔.
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� Дерево функции 𝑓 содержит вершину, помеченную 𝑔, выше

которой в разных поддеревьях находятся листья, помеченные

переменными 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠, в порядке, не эквивалентном прямо

му. Тогда при любой константной подстановке на места осталь

ных переменных получится функция 𝑔(𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑠), не равная

𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠).

Следовательно, дерево функции 𝑓 содержит вершину, помечен

ную 𝑔, а переменные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠 лежат в разных поддеревьях над ней

либо в прямом порядке от 1 до 𝑠, либо в любом эквивалентном по

рядке.

Лемма 3.3. [26, 25, 13] Пусть бесповторная в 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функция

ℎ(𝑧1, 𝑧𝑠+1, . . . , 𝑧𝑛) существенно зависит от 𝑛 − 𝑠 + 1 ⩾ 2 перемен

ных, где 𝑠 ⩾ 3, и лист, который помечен переменной 𝑧1, входит

в вершину 𝑢, помеченную дизъюнкцией или специальной функцией.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ℎ(𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠), 𝑥𝑠+1, . . . , 𝑥𝑛), где 𝑔 – специаль

ная функция 𝑠 переменных. Пусть ℎ(𝑧1, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑧1. Пусть

𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – бесповторная в 𝐵 функция, такая, что

𝑓 ′
𝑥1=0 = 𝑓 |𝑥1=0. Тогда, если выполнено равенство:

𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠), (3.2)

то 𝑓 ′ = 𝑓 .

Доказательство. Пусть𝐷 – каноническое дерево функции 𝑓 .

Обозначим через 𝑣 вершину, помеченную 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠). По условиям
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леммы выше нее только листья и она смежна с внутренней верши

ной 𝑢, помеченной дизъюнкцией или специальной функцией. Корень

дерева функции 𝑔|𝑥1=0 (см. таблицу А.2) помечен конъюнкцией, что

не совпадает с пометкой вершины 𝑢. Поэтому дерево, полученное из

𝐷 заменой поддерева в вершине 𝑣 на каноническое дерево функции

𝑔|𝑥1=0, является каноническим по определению.

Так как 𝑥1 = 0 – незабивающая подстановка для функции 𝑔 (см.

таблицу А.2), то 𝑓 |𝑥1=0 существенно зависит от 𝑛− 1 переменной по

лемме о бесповторной суперпозиции [31, c. 32]. Обозначим через 𝐷0

дерево этой функции.

Обозначим через 𝐷′ каноническое дерево функции 𝑓 ′. Так как

выполнено равенство (3.2), то по утверждению 3.1 дерево 𝐷′ содер

жит вершину 𝑣′ помеченную функцией 𝑔 и листьями 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠, ле

жащими в разных поддеревьях над ней. Следовательно, 𝑣′ – первая

общая на пути к корню вершина у листьев 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠 в дереве 𝐷
′.

Соответственно, после подстановки 𝑥1 = 0 дерево 𝐷′ превра

щается в дерево 𝐷0 и содержит дерево подфункции 𝑔|𝑥1=0, а первой

общей на пути к корню вершиной у листьев 𝑥2, . . . , 𝑥𝑠 остается 𝑣′. Но

в 𝐷0 у листьев 𝑥2, . . . , 𝑥𝑠 первая общая на пути к корню вершина –

это 𝑣. Следовательно, 𝑣 совпадает с 𝑣′, с вершиной 𝑣′ смежны листья

𝑥2, . . . , 𝑥𝑠, и все части деревьев 𝐷 и 𝐷′, кроме, быть может, поддере

вьев в вершинах 𝑣 и 𝑣′, совпадают. Поскольку 𝑓 = 𝑓 ′ на подстановке

𝑥𝑠+1 = 𝛽𝑠+1, . . . , 𝑥𝑛 = 𝛽𝑛 в силу равенства (3.2), поддеревья в вер
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шинах 𝑣 и 𝑣′ соответствуют одной и той же функции 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠).

Таким образом, канонические деревья𝐷 и𝐷′ эквивалентны и 𝑓 = 𝑓 ′.

Лемма доказана.

Лемма 3.4. [26, 13] Пусть бесповторная в базисе 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функ

ция ℎ(𝑧1, 𝑧5, . . . , 𝑧𝑛) существенно зависит от 𝑛− 4 переменных, где

𝑛 > 4, и лист, который помечен переменной 𝑧1, входит в верши

ну 𝑢, помеченную дизъюнкцией или специальной функцией. Пусть

функция 𝑓 зависит от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, и для 𝑓 и ℎ выполне

ны следующие равенства:

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ℎ(𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥5, . . . , 𝑥𝑛), (3.3)

ℎ(𝑧1, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑧1. (3.4)

Тогда тест 𝑇 ′, содержащий наборы теста 𝑇 функции 𝑓 |𝑥1=0 с до

бавлением компоненты 𝑥1 = 0 и наборы (1, 1, 0, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛),

(1, 0, 1, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛), (1, 0, 0, 1, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛), является проверяющим те

стом для функции 𝑓 на множестве всех бесповторных в 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒

функций, существенно зависящих от 𝑛 переменных.

Доказательство. Рассмотрим бесповторную в 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функ

цию 𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), совпадающую с 𝑓 на 𝑇 ′. Тогда в силу совпадения

на наборах теста 𝑇 верно 𝑓 ′|𝑥1=0 = 𝑓 |𝑥1=0.

Из условий (3.3), (3.4) следует равенство

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).
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Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑓 ′(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛).

Так как 𝑓 ′ совпадает с 𝑓 на подкубе 𝑥1 = 0, то 𝑔(0, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =

= 𝑓4(0, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). По построению теста 𝑇 ′:

𝑔(1, 1, 0, 0) = 𝑓 ′(1, 1, 0, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓(1, 1, 0, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓4(1, 1, 0, 0) = 1,

𝑔(1, 0, 1, 0) = 𝑓 ′(1, 0, 1, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓(1, 0, 1, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓4(1, 0, 1, 0) = 0,

𝑔(1, 0, 0, 1) = 𝑓 ′(1, 0, 0, 1, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓(1, 0, 0, 1, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓4(1, 0, 0, 1) = 0,

𝑔(1, 0, 1, 1) > 𝑔(0, 0, 1, 1) = 𝑓4(0, 0, 1, 1) = 1 => 𝑔(1, 0, 1, 1) = 1.

Так как множество наборов (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 1)

является множеством верхних нулей и нижних единиц 𝑓4(1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4),

то по замечанию 3.1 выполнено равенство 𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) =

= 𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). Тогда для 𝑓 ′ выполнено равенство (3.2) и по лем

ме 3.3 функция 𝑓 ′ равна 𝑓 .

Лемма 3.5. [26, 13] Пусть бесповторная в базисе 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функ

ция ℎ(𝑧1, 𝑧6, . . . , 𝑧𝑛) существенно зависит от 𝑛− 5 переменных, где

𝑛 > 5, и лист, который помечен переменной 𝑧1, входит в верши

ну 𝑢, помеченную дизъюнкцией или специальной функцией. Пусть

функция 𝑓 зависит от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, и для 𝑓 и ℎ выполне
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ны следующие равенства:

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ℎ(𝑓5(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5), 𝑥6, . . . , 𝑥𝑛), (3.5)

ℎ(𝑧1, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑧1. (3.6)

Тогда тест 𝑇 ′, содержащий наборы теста 𝑇 функции 𝑓 |𝑥1=0 с добав

лением компоненты 𝑥1 = 0 и наборы (1, 1, 0, 0, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛), (1, 0, 0, 1, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛),

(1, 0, 1, 0, 1, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) и (1, 0, 1, 1, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) является проверяю

щим тестом для функции 𝑓 на множестве всех бесповторных в

𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функций, существенно зависящих от 𝑛 переменных.

Доказательство. Рассмотрим бесповторную в 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функ

цию 𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), совпадающую с 𝑓 на 𝑇 ′. Тогда в силу совпадения

на наборах теста 𝑇 верно 𝑓 ′|𝑥1=0 = 𝑓 |𝑥1=0.

Из условий (3.5), (3.6) следует равенство

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5).

Рассмотрим функцию

𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = 𝑓 ′(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛).

Так как 𝑓 ′ совпадает с 𝑓 на подкубе 𝑥1 = 0, то 𝑔(0, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) =

= 𝑓5(0, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5). По построению теста 𝑇 ′:

𝑔(1, 1, 0, 0, 0) = 𝑓 ′(1, 1, 0, 0, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓(1, 1, 0, 0, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓5(1, 1, 0, 0, 0) = 1,
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𝑔(1, 0, 0, 1, 0) = 𝑓 ′(1, 0, 0, 1, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓(1, 0, 0, 1, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓5(1, 0, 0, 1, 0) = 0,

𝑔(1, 0, 1, 0, 1) = 𝑓 ′(1, 0, 1, 0, 1, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓(1, 0, 1, 0, 1, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓5(1, 0, 1, 0, 1) = 0,

𝑔(1, 0, 1, 1, 0) = 𝑓 ′(1, 0, 1, 1, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓(1, 0, 1, 1, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓5(1, 0, 1, 1, 0) = 1,

𝑔(1, 0, 0, 1, 1) ⩾ 𝑔(0, 0, 0, 1, 1) = 𝑓5(0, 0, 0, 1, 1) = 1 =>

=> 𝑔(1, 0, 0, 1, 1) = 1.

Так как множество наборов (1, 1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0, 1),

(1, 0, 0, 1, 1) и (1, 0, 1, 1, 0) является множеством верхних нулей и ниж

них единиц 𝑓5(1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5), то по замечанию 3.1 выполнено равен

ство 𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = 𝑓5(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5). Тогда для 𝑓
′ выполнено

равенство (3.2) и по лемме 3.3 функция 𝑓 ′ равна 𝑓 .

Лемма 3.6. [26, 25, 13] Пусть бесповторная в базисе 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒

функция ℎ(𝑧1, 𝑧𝑠+1, . . . , 𝑧𝑛) существенно зависит от 𝑛 − 𝑠 + 1 пе

ременных, где 𝑛 > 𝑠 ⩾ 3, и лист, который помечен переменной

𝑧1, входит в вершину 𝑢, помеченную дизъюнкцией или специальной

функцией.
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Пусть функция 𝑓 зависит от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, и для 𝑓

и ℎ выполнены следующие равенства:

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ℎ(𝑓 𝑠
𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠), 𝑥𝑠+1, . . . , 𝑥𝑛), (3.7)

ℎ(𝑧1, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑧1. (3.8)

Тогда тест 𝑇 ′, содержащий наборы теста 𝑇 функции 𝑓 |𝑥1=0 с до

бавлением компоненты 𝑥1 = 0, и наборов (1, 0, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛),

(1, 1, 0, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛), (1, 0, 1, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛), . . . ,

(1, 0, . . . , 0, 1, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛), является проверяющим тестом для функ

ции 𝑓 на множестве всех бесповторных в 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функций, суще

ственно зависящих от 𝑛 переменных.

Доказательство. Рассмотрим бесповторную в 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функ

цию 𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), совпадающую с 𝑓 на 𝑇 ′. Тогда в силу совпадения

на наборах теста 𝑇 верно 𝑓 ′|𝑥1=0 = 𝑓 |𝑥1=0.

Из условий (3.7), (3.8) следует равенство

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓 𝑠
𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠).

Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑓 ′(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛).

Так как 𝑓 ′ совпадает с 𝑓 на подкубе 𝑥1 = 0, то 𝑔(0, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑠) =

= 𝑓 𝑠
𝑚(0, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑠).

По построению теста 𝑇 ′:

𝑔(1, 0, . . . , 0) = 𝑓 ′(1, 0, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) =
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= 𝑓(1, 0, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓 𝑠
𝑚(1, 0, . . . , 0) = 0,

𝑔(1, 1, 0, . . . , 0) = 𝑓 ′(1, 1, 0, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓(1, 1, 0, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓 𝑠
𝑚(1, 1, 0, . . . , 0) = 1,

𝑔(1, 0, 1, . . . , 0) = 𝑓 ′(1, 0, 1, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓(1, 0, 1, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓 𝑠
𝑚(1, 0, 1, . . . , 0) = 1,

. . .

𝑔(1, 0, . . . , 0, 1) = 𝑓 ′(1, 0, . . . , 0, 1, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) =

= 𝑓(1, 0, . . . , 0, 1, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓 𝑠
𝑚(1, 0, . . . , 0, 1) = 1.

Так как множество наборов (1, 0, . . . , 0), (1, 1, 0, . . . , 0),

(1, 0, 1, . . . , 0), . . . , (1, 0, . . . , 0, 1) является множеством верхних нулей

и нижних единиц 𝑓 𝑠
𝑚(1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑠), то по замечанию 3.1 выполнено

равенство 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑓 𝑠
𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠). Тогда для 𝑓 ′ выполнено ра

венство (3.2) и по лемме 3.3 функция 𝑓 ′ равна 𝑓 .

§ 3.3. Верхние оценки длины тестов

В данном разделе будет установлена связь тестов относитель

но бесповторной альтернативы в элементарном базисе, расширенном

специальными функциями, с проверяющими тестами в соответству

ющих базисах без отрицания и показано, что добавление в элементар

ный базис всех специальных функций оставляет функцию Шеннона

линейной с мультипликативной константой 3.
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Лемма 3.7. [13, 12] Справедливо неравенство

𝑇𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒(𝑛) ⩽ 𝑇+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒(𝑛) + 2𝑛.

Доказательство. Задача тестирования относительно беспо

вторной альтернативы функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в базисе 𝐵𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 сводит

ся к проверяющему тестированию в базисе 𝐵+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒 функции, получае

мой из 𝑓 заменой антимонотонных переменных на их отрицания. При

этом требуется для каждой переменной добавить пару соседних по

ней наборов, на которых функция принимает различные значения.

Лемма доказана.

Теорема 3.1. [13] Справедливо неравенство

𝑇+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒(𝑛) ⩽ 3𝑛− 4 при 𝑛 ⩾ 2.

Доказательство. Построим тест для функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

применяя последовательно леммы 3.2 и 3.4–3.6. Построенный тест бу

дем обозначать 𝑇𝐴. Длина теста 𝑇𝐴 не уменьшится, если все пометки

𝑓4 заменить на 𝑓 4
𝑚, а пометки 𝑓5 заменить на 𝑓 5

𝑚 в дереве функции

𝑓 . Поэтому |𝑇𝐴(𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)| ⩽ 𝐹𝐴(𝑢1, . . . , 𝑢𝑙), где 𝑢1, . . . , 𝑢𝑙 – набор

натуральных чисел, определяемый степенями захода вершин дерева.

Каждой вершине, помеченной дизъюнкцией или конъюнкцией, соот

ветствует набор из 𝑡 − 1 единиц, где 𝑡 – степень захода вершины, а

каждой вершине, помеченной специальной функцией – число 𝑡 − 1.

При этом получается, что 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑙 = 𝑛− 1.

Функционал 𝐹𝐴 обладает следующими свойствами.



78

1. 𝐹𝐴(1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) = 𝐹𝐴(𝑢2, 𝑢3, . . . , 𝑢𝑙) + 2; при этом 𝐹𝐴(1) = 2.

2. 𝐹𝐴(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) = 𝐹𝐴(1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑢1−1

, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) + 𝑢1 + 1.

Из этих свойств следует:

𝐹𝐴(𝑢1 + 𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) = 𝐹𝐴(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) + 1.

Поэтому

max
𝑢1+...+𝑢𝑙=𝑛−1

𝐹𝐴(𝑢1, . . . , 𝑢𝑙) = 𝐹𝐴(𝑛− 1),

𝐹𝐴(𝑛− 1) = 𝑛+ 𝐹𝐴(1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑛−2

) ⩽ 𝑛+ 2(𝑛− 2) = 3𝑛− 4.

Таким образом, длина теста 𝑇𝐴 не превосходит 3𝑛− 4. Так как

𝑇+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒(𝑛) ⩽ 𝑇𝐴, то 𝑇+

𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒(𝑛) ⩽ 3𝑛− 4. Теорема доказана.

Теорема 3.2. [13] Справедливо неравенство

𝑇𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒(𝑛) ⩽ 3𝑛− 2 при 𝑛 ⩾ 2.

Доказательство. По теореме 3.1 и лемме 3.7 при 𝑛 ⩾ 2 спра

ведливо неравенство 𝑇𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒(𝑛) ⩽ 5𝑛− 4.

Не ограничивая общности рассуждений, можем считать тести

руемую функцию 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) монотонной. При этом обозначим

𝑀𝑛, . . . ,𝑀2 множества наборов, добавляемые на каждом шаге алго

ритма теоремы 3.1 в тест функции 𝑓 , а через 𝑀1 – полный тест для

функции последней переменной. Заметим, что 𝑀𝑛 ∪ . . . ∪𝑀2 = 𝑇𝐴.
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Докажем от противного, что множество𝑀𝑛∪. . .∪𝑀1 – тест отно

сительно бесповторной альтернативы для функции 𝑓 . Предположим,

что 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – функция с минимальным числом аргументов, для

которой это не так. Тогда 𝑀𝑛−1 ∪ . . . ∪𝑀1 – тест для 𝑓𝑥1=𝛼.

Таблица А.1 показывает существенность переменной 𝑥1 во всех

возможных случаях. Множество наборов 𝑀𝑛 ∪ . . .∪𝑀1 содержит по

построению 𝑇𝐴 – проверяющий тест для функции в базисе 𝐵
+
𝑢𝑛𝑎𝑡𝑒. Так

как 𝑥1 = 𝛼 – незабивающая подстановка для 𝑓 , то 𝑀𝑛−1 ∪ . . . ∪𝑀1

показывает существенность оставшихся переменных. То есть 𝑀𝑛∪

∪ . . .∪𝑀1 является тестом для функции 𝑓 . Противоречие. При этом

|𝑀𝑛 ∪ . . . ∪𝑀1| ⩽ |𝑇𝐴|+ |𝑀1| ⩽ 3𝑛− 2.

Теорема доказана.
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Заключение

В главе 2 получены новые оценки функцииШеннона для длины

сертификата повторности для предэлементарных базисов, получен

ных расширением элементарного базиса слабоповторными функция

ми 𝑓4, 𝑓5, 𝑓
𝑠
𝑚 и 𝑓 𝑠

𝑑 , а также для базиса, содержащего все функции 𝑙

переменных. Улучшена нижняя оценка функции Шеннона для дли

ны сертификата повторности в элементарном базисе, расширенном

дискриминирующей функцией. Получены нижние растущие оценки

и верхние линейные оценки Шеннона для длины сертификата по

вторности в элементарном базисе, расширенном монотонными функ

циями Стеценко. Показано, что добавление в элементарный базис

любой слабоповторной функции приводит к существенному увеличе

нию длины сертификата повторности. Получены верхняя и нижняя

полиномиальные оценки функции Шеннона для длины сертификата

повторности в базисе всех функций 𝑙 переменных. Также с приме

нением полученных верхних оценок длин сертификатов можно по

лучить новые оценки сложности в классической модели обучения с

помощью запросов принадлежности и эквивалентности. В главе 3

установлено, что добавление в элементарный базис всех монотонных

функций Стеценко оставляет линейной верхнюю оценку функции

Шеннона для длины теста относительно бесповторной альтернати

вы с мультипликативной константой 3. Тем самым установлено от
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сутствие существенной связи между арностью функции в базисе и

длиной теста.

Представляет интерес дальнейшее исследование вопроса об из

менении сложности доказательства повторности при расширении ба

зиса повторными в нем функциями. При наличии нижних логариф

мических и верхних линейных оценок остается открытым вопрос о

наличии нижних линейных или верхних логарифмических оценок

функции Шеннона в предэлементарных базисах, содержащих вдо

бавок к элементарному некоторую слабоповторную функцию. Оста

ется нерешенным вопрос о длине минимального теста относительно

бесповторной альтернативы при расширении элементарного базиса

дискриминирующей функцией. Кроме этого, интересен вопрос о воз

можности нелинейного роста длины теста относительно бесповтор

ной альтернативы при добавлении иных монотонных функций.
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Приложение А

Таблицы

Таблица А.1

Наборы, на которых показывается существенность 𝑥1

№ Значение подфункции 𝑓𝑥1=𝛼 Значение из 𝑀𝑛

1 𝑓(0, 0, . . . , 0, 1, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = (0 ∨ . . . ∨

∨0)&1 = 0

𝑓(1, 0, . . . , 0, 1, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = 1

2 𝑓(1, 1, . . . , 1, 0, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = (1& . . .&1)∨

∨0 = 1

𝑓(0, 1, . . . , 1, 0, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = 0

3 𝑓(0, 1, 0, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓4(0, 1, 0, 0) = 0 𝑓(1, 1, 0, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 1

4 𝑓(1, 0, 1, 1, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓4(1, 0, 1, 1) = 1 𝑓(0, 0, 1, 1, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 0

5 𝑓(0, 1, 0, 0, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓5(0, 1, 0, 0, 0) =

0

𝑓(1, 1, 0, 0, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 1

6 𝑓(1, 1, 0, 0, 1, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓(0, 1, 0, 0, 1, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 0

= 𝑓5(1, 1, 0, 0, 1) = 1

7 𝑓(0, 1, 0, . . . , 0, 𝛽𝑠+2, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓(1, 1, 0, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 1

= 𝑓𝑠
𝑚(0, 1, 0, . . . , 0) = 0

8 𝑓(1, 0, 1, . . . , 1, 𝛽𝑠+2, . . . , 𝛽𝑛) = 𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 0

= 𝑓𝑠
𝑚(1, 0, 1, . . . , 1) = 1
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Таблица А.2

Подстановка 𝑓 |𝑥1=𝛼 для вершины 𝑣

№ Пометка 𝑣 𝛼 Изменение дерева Наборы для теста

1 𝑥1 ∨ . . . ∨ 𝑥𝑘 0 В 𝐷 удаляется лист 𝑥1 и при 𝑘 = 𝑓(1, 1 . . . , 1, 0, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = 0

= 2 вершина 𝑣 заменяется на

лист 𝑥2

𝑓(1, 0, . . . , 0, 1, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = 1

2 𝑥1& . . .&𝑥𝑘 1 В 𝐷 удаляется лист 𝑥1 и при 𝑘 = 𝑓(0, 0, . . . , 0, 1, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = 1

= 2 вершина 𝑣 заменяется на

лист 𝑥2

𝑓(0, 1, . . . , 1, 0, 𝛽𝑘+2, . . . , 𝛽𝑛) = 0

3 𝑓4 0 Поддерево в вершине 𝑣 заменяет

ся на дерево функции 𝑥3(𝑥2∨𝑥4)

𝑓(1, 1, 0, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 1,

𝑓(1, 0, 1, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 0,

𝑓(1, 0, 0, 1, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 0

4 𝑓4 1 Поддерево в вершине 𝑣 заменяет

ся на дерево функции 𝑥2 ∨ 𝑥3𝑥4

𝑓(0, 0, 1, 1, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 1,

𝑓(0, 1, 0, 1, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 0,

𝑓(0, 1, 1, 0, 𝛽5, . . . , 𝛽𝑛) = 1

5 𝑓5 0 Поддерево в вершине 𝑣 заменя

ется на дерево функции 𝑥5(𝑥2 ∨

∨𝑥3𝑥4)

𝑓(1, 1, 0, 0, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 1,

𝑓(1, 0, 0, 1, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 0,

𝑓(1, 0, 1, 0, 1, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 0,

𝑓(1, 0, 1, 1, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 1

6 𝑓5 1 Поддерево в вершине 𝑣 заменяет

ся на дерево функции 𝑥2∨𝑥4(𝑥3∨

∨𝑥5)

𝑓(0, 1, 1, 1, 0, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 0,

𝑓(0, 1, 1, 0, 1, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 1,

𝑓(0, 1, 0, 0, 1, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 0,

𝑓(0, 0, 0, 1, 1, 𝛽6, . . . , 𝛽𝑛) = 1

7 𝑓𝑠
𝑚 0 Поддерево в вершине 𝑣 за

меняется на дерево функции

𝑥2& . . .&𝑥𝑠

𝑓(1, 0, 0, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 0,

𝑓(1, 1, 0, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 1,

𝑓(1, 0, 1, . . . , 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 1

. . .

𝑓(1, 0, . . . , 0, 1, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 1

8 𝑓𝑠
𝑚 1 Поддерево в вершине 𝑣 заменяет

ся на дерево функции 𝑥2∨. . .∨𝑥𝑠

𝑓(0, 1, 1, . . . , 1, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 1,

𝑓(0, 0, 1, . . . , 1, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 0,

𝑓(0, 1, 0, . . . , 1, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 0,

. . .

𝑓(0, 1, . . . , 1, 0, 𝛽𝑠+1, . . . , 𝛽𝑛) = 0
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Приложение Б

Процедуры

П р о ц е д у р а 1 [24]

Дано: разнозначная (0,1)-матрица 𝑀 с 𝑛 > 2𝑠 − 4 столбцами

и 𝑘 < 𝑛
2 − 𝑠 + 1 строками, имеющая и строки с 0-преобладанием,

и строки с 1-преобладанием. Пусть первая строка матрицы имеет

0-преобладание, а вторая – 1-преобладание. Пусть 𝐶 – множество

всех столбцов матрицы. Получим из него три множества 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3

столбцов, а множество всех строк матрицы разобьем на два множе

ства строк 𝑅1, 𝑅2 следующим образом.

1. Положим 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 𝑅1 = 𝑅2 = ∅.

2. До тех пор, пока в 𝐶3 меньше 𝑠−2 столбца и пока не кончились

строки, последовательно рассмотрим каждую строку, начиная

с первой. Добавим рассматриваемую строку в 𝑅1. Возможны

четыре случая.

(a) Строка имеет 1-преобладание и не имеет нулей на столб

цах из 𝐶3. Тогда у нее есть ноль на каком-то столбце из

𝐶. Переместим этот столбец из 𝐶 в 𝐶3.

(b) Строка имеет 0-преобладание, у нее нет единиц ни на од

ном столбце из 𝐶3 или 𝐶3 пусто. Тогда в 𝐶 есть столбец,

на котором она равна единице. Переместим его из 𝐶 в 𝐶3.
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(c) 𝐶3 непусто, строка имеет 0-преобладание и у нее есть еди

ница на каком-то столбце из 𝐶3. Тогда в 𝐶 есть столбец, на

котором она равна нулю, так как 𝑠−2 столбца – это мень

ше половины всех столбцов, а на строке с 0-преобладанием

не менее половины столбцов равны нулю. Переместим его

из 𝐶 в 𝐶3.

(d) Если не выполняются условия пунктов (a)–(c), то опера

ции не производятся.

По результатам рассмотрения 𝑡 строк добавлено не более 𝑡

столбцов.

3. Если закончились строки и |𝐶3| < 𝑠 − 2, то переместим еще

несколько произвольных столбцов из 𝐶 в 𝐶3, чтобы в 𝐶3 стало

𝑠− 2 столбца.

4. Обозначим 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2 столбцы из 𝐶3. Если остались нерас

смотренные строки, то для каждой из них сделаем следующее:

если у строки есть особенное значение на каком-то столбце из

𝐶, то переместим его из 𝐶 в 𝐶3. Если особые значения у строки

есть только на столбцах 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2, то добавим эту строку в

𝑅1. При этом |𝐶3| ⩽ 𝑘.

5. Добавим в 𝑅2 все строки матрицы, не вошедшие в 𝑅1.

6. Первая рассмотренная в пункте 2 строка имеет 0-преобладание.
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Тогда она равна единице на каком-то из столбцов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2,

согласно случаю b) шага 2. Строка содержит больше половины

нулей, а на предыдущих шагах из 𝐶 было удалено меньше поло

вины столбцов: 𝑛− |𝐶3| ⩾ 𝑛− 𝑘 > 𝑛
2 , поэтому существует хотя

бы один столбец в 𝐶, на котором она равна нулю. Переместим

его из 𝐶 в 𝐶1.

7. Рассмотрим последовательно строки из 𝑅1, имеющие 1-преоб

ладание. Строка содержит больше половины единиц, а на преды

дущих шагах из 𝐶 было удалено меньше половины столбцов:

𝑛 − |𝐶3| − 1 ⩾ 𝑛 − 𝑘 − 1 > 𝑛
2 , поэтому остался хотя бы один

столбец с единицей либо в 𝐶2, либо в 𝐶. Если таких столбцов

нет в 𝐶2, то таковой найдется в 𝐶. Переместим его из 𝐶 в 𝐶2.

8. Рассмотрим последовательно все остальные строки из 𝑅1, не

рассмотренные на шагах 6–7. Они имеют 0-преобладание. Если

у рассматриваемой строки нет нулей ни на каком столбце из

𝐶1, то либо в 𝐶 существует хотя бы один столбец с нулем в

этой строке, либо в 𝐶 остались только столбцы с единицами в

этой строке. Если первое, то переместим столбец с нулем в этой

строке из 𝐶 в 𝐶1, если второе – то переместим любой столбец

из 𝐶 в 𝐶2.

Множества 𝐶1 и 𝐶2 непусты, так как на шаге 6 для первой стро

ки матрицы один столбец добавлен в 𝐶1, а для второй строки на
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шаге 7 один столбец добавлен в 𝐶2. Так как каждой строки из 𝑅1

было взято не более одного столбца, то |𝐶1|+ |𝐶2| ⩽ |𝑅1|. Процедура

окончена.

П р о ц е д у р а 2 [24]

Дано: разнозначная матрица𝑀 с 𝑛 > 2𝑠−4 столбцами и 𝑘 < 𝑛
2−

−𝑠 + 1 строками, имеющими 0-преобладание. Пусть 𝐶 – множество

всех столбцов матрицы. Получим из него два множества 𝐶1, 𝐶2 столб

цов и множество строк 𝑅1 следующим образом.

1. Положим 𝐶1 = 𝐶2 = ∅.

2. Обозначим первые 𝑠− 2 столбца матрицы 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2.

3. Последовательно для каждой строки, равной нулю на всех этих

столбцах, сделаем следующее: так как матрица разнозначная

и 𝐶1 пусто, то либо в 𝐶2, либо в 𝐶 есть столбец с единицей в

этой строке. Если такого столбца нет в 𝐶2, то переместим один

такой столбец из 𝐶 в 𝐶2.

4. Последовательно для каждой строки, у которой есть единица

на каком-то из столбцов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2, сделаем следующее: так

как количество строк с нулями во всех этих столбцах не пре

восходит общего количества строк, то количество выбранных

на предыдущем шаге столбцов меньше половины всех столб

цов матрицы. Поэтому либо в 𝐶, либо в 𝐶1 у рассматриваемой

строки существует столбец, на котором она равна нулю. Если
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такого столбца нет в 𝐶1, то переместим один такой столбец из

𝐶 в 𝐶1.

5. Если 𝐶1 или 𝐶2 пусто, то добавим туда любой столбец из 𝐶. Это

возможно, так как количество выбранных столбцов не превос

ходит 𝑘, а значит меньше 𝑛.

6. Отметим, что в пунктах (3),(4) мы рассмотрели все строки.

Положим 𝑅1 равным множеству всех строк.

Процедура окончена.

П р о ц е д у р а 3 [24]

Дано: разнозначная матрица𝑀 с 𝑛 > 2𝑠−4 столбцами и 𝑘 < 𝑛
2−

−𝑠 + 1 строками, имеющими 1-преобладание. Пусть 𝐶 – множество

всех столбцов матрицы, а 𝐶1, 𝐶2 – два множества столбцов.

1 Положим 𝐶1 = 𝐶2 = ∅.

2 Обозначим первые 𝑠− 2 столбца матрицы 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2.

3 Последовательно для каждой строки, равной единице на всех

этих столбцах, сделаем следующее. Так как матрица разнознач

ная и 𝐶2 пусто, то либо в 𝐶1, либо в 𝐶, есть столбец с нулем в

этой строке. Если такого столбца нет в 𝐶1, то переместим один

такой столбец из 𝐶 в 𝐶1.

4 Последовательно для каждой строки, у которой есть ноль на

каком-то из столбцов 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−2, сделаем следующее: так как
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количество строк с единицами во всех этих столбцах не пре

восходит общего количества строк, то количество выбранных

на предыдущем шаге столбцов меньше половины всех столб

цов матрицы. Поэтому либо в 𝐶, либо в 𝐶2 у рассматриваемой

строки существует столбец, на котором она равна единице. Ес

ли такого столбца нет в 𝐶2, то переместим один такой столбец

из 𝐶 в 𝐶2.

5 Если 𝐶1 или 𝐶2 пусто, то добавим туда любой столбец из 𝐶. Это

возможно, так как количество выбранных столбцов не превос

ходит 𝑘, а значит меньше 𝑛.

6 Отметим, что в пунктах (3),(4) мы рассмотрели все строки.

Положим 𝑅1 равным множеству всех строк.

Процедура окончена.
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