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Бифуркационные свойства множества Мандельброта

Абдрахимова К.Р.

Уфимский университет науки и технологий

Рассматривается комплексная динамическая дискретная система

𝑧𝑛+1 = 𝑧2𝑛 + 𝜇, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑧𝑛, 𝜇 ∈ 𝐶 (1)

Эта система возникает во многих задачах нелинейной динамики, в частности при
описании множества Жюлиа и Мандельброта (см. [1]).

Система (1) имеет богатое бифуркационное поведение. Она имеет точки равнове-
сия, циклы различных периодов, аттракторы и др. В настоящем докладе изучаются
бифуркации системы (1) в окрестностях ее точек равновесия и циклов.

Система (1) имеет 2 точки равновесия

𝑧*1 =
1 −

√
1 − 4𝜇

2
, 𝑧*2 =

1 +
√

1 − 4𝜇

2
,

а также циклы различных периодов.
При изменении параметра 𝜇 эти точки равновесия и циклы могут изменить харак-

тер устойчивости, что может привести к различным бифуркациям. В докладе изу-
чаются бифуркационные свойства в окрестности точки равновесия 𝑧*1 = 1−

√
1−4𝜇
2 , а

также в окрестности цикла периода 2. В качестве приложения изучаются свойства
множества Мандельброта.

Список литературы

[1] Кроновер М.Р. Фракталы и хаос в динамических системах. Основы теории, М.:
Постмаркет, 2000. — 352с.

Basis-Free Formulas for Characteristic Polynomial
Coefficients in Clifford Algebras

Abdulkhaev K.S.1, Shirokov D.S.1,2

1. HSE University, Moscow, Russia; ksabdulkhaev@edu.hse.ru, dshirokov@hse.ru
2. Institute for Information Transmission Problems of Russian Academy of Sciences,

Moscow, Russia

In this talk, we summarize the findings of the papers [1, 2].
We consider real non-degenerate Clifford algebras 𝒞ℓ𝑝,𝑞 [3, 7] (or real geometric algebras)

of arbitrary dimension and signature 𝑝+𝑞 = 𝑛. The real Clifford algebras are isomorphic to
the matrix algebras over R, C, R⊕R, H, or H⊕H depending on 𝑝−𝑞 mod 8. The advantage
of Clifford algebras over matrix algebras is a more powerful mathematical apparatus, which
allows us to naturally realize different geometric structures (vectors, rotors, spinors, etc.)
and operations (the exterior product, the grade structure, the grade involution, etc.). For
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this reason, Clifford algebras have various applications in physics, engineering, computer
science, etc.

In this work, we study the characteristic polynomial coefficients and computation of the
inverse of a multivector (an arbitrary element of 𝒞ℓ𝑝,𝑞). The work builds upon the paper
[5], which generalizes the Faddeev–LeVerrier recursive algorithm from matrix formalism
to Clifford algebras. We use this algorithm to obtain explicit (basis-free) formulas for the
characteristic polynomial coefficients and inverse in 𝒞ℓ𝑝,𝑞 in the cases of low dimensions. The
formulas involve only the operations of Clifford product, summation, and some generalizations
of the grade involution and the reversion. Apart from that, we also present a method to
obtain these formulas in the cases of arbitrary dimension.

We also consider formulas for the characteristic polynomial coefficients in 𝒞ℓ𝑝,𝑞 in some
special cases. In particular, we present corresponding formulas for vectors (elements of
grade 1) and basis elements in the case of arbitrary 𝑛 and formulas for rotors (elements
of spin groups) in the cases 𝑛 ≤ 5. These formulas might further enhance the practical
relevance of the research in various fields.

The obtained results are interesting for the use of Clifford algebras in a range of
fields, including computer science, physics, engineering, etc. For example, the characteristic
polynomial coefficients are used to solve the Sylvester and Lyapunov equations in Clifford
algebra [6]. Also the presented explicit formulas are suitable for symbolic calculations.

The publication was prepared within the framework of the Academic Fund Program at
HSE University in 2022 (grant 22-00-001).

Список литературы

[1] Abdulkhaev, K., Shirokov, D.: On Explicit Formulas for Characteristic
Polynomial Coefficients in Geometric Algebras. In: Magnenat-Thalmann N. et
al. (eds) Advances in Computer Graphics. CGI 2021. Lecture Notes in Computer
Science, vol 13002. Springer, Cham. (2021). https://doi.org/10.1007/978-3-030-
89029-2_50

[2] Abdulkhaev, K., Shirokov, D. Basis-Free Formulas for Characteristic Polynomial
Coefficients in Geometric Algebras. Adv. Appl. Clifford Algebras 32, 57 (2022).
https://doi.org/10.1007/s00006-022-01232-0

[3] Hestenes, D.: Space-Time Algebra. Gordon and Breach, New York (1966)

[4] Lounesto, P.: Clifford Algebras and Spinors. Cambridge Univ. Press, Cambridge
(1997)

[5] Shirokov, D.: On computing the determinant, other characteristic polynomial
coefficients, and inverse in Clifford algebras of arbitrary dimension.
Computational and Applied Mathematics 40, 173, 29 pp. (2021).
https://doi.org/10.1007/s40314-021-01536-0

[6] Shirokov, D.: Basis-free solution to Sylvester equation in Clifford algebra
of arbitrary dimension. Adv. Appl. Clifford Algebras 31, 70 (2021).
https://doi.org/10.1007/s00006-021-01173-0
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On some 3-generated 6-transposition groups

Afanasev Vsevolod A.1,2, Another Author I.I.2,3

1. Novosibirsk State University
2. Sobolev Institute of Mathematics, SB RAS

3. Affilation 3

A group 𝐺 is said to be an 𝑛-transposition group if it is generated by the set 𝐷 such
that

• 𝑥 ∈ 𝐷 =⇒ |𝑥| = 2,

• 𝐷𝐺 = 𝐷 (i.e. 𝐷 is a normal set),

• 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 =⇒ |𝑥𝑦| ≤ 𝑛.

Examples of such groups are easy to come by: for instance all symmetric groups 𝑆𝑛 are 3-
transposition groups, while the alternating groups 𝐴𝑛 are 6-transposition groups. Alongside
many other interesting examples we also mention sporadic simple groups 𝐹𝑖22, 𝐹 𝑖23, 𝐹 𝑖24
(3-transposition groups), the Baby Monster group B – a 4-transposition group and the
Monster group M (a 6-transposition group).

This class of groups, while being interesting by itself due to an abundance of examples
is also closely connected to the theories of axial and Majorana algebras [5], [6].

Currently some kind of general classification theory is available only for the case 𝑛 = 3,
in particular, it is known that each finitely-generated 3-transposition group is finite [4]. For
other values of 𝑛 one can find only partial results [2], [3].

The goal of this talk is to relay the progress of joint work with A.Mamontov on
classifying 6-transposition groups, generated by three elements from 𝐷, two of which
commute, i.e. suitable homomorphic images of the group

𝐺 = ⟨𝑥, 𝑦, 𝑧|𝑥2 = 𝑦2 = 𝑧2 = (𝑥𝑦)2 = (𝑦𝑧)𝑎 = (𝑥𝑧)𝑏 = 𝑒⟩,

where 𝑎, 𝑏 ∈ {1..6}. Theorem. Let (𝑟1, 𝑟2) ̸= (6, 6). Then the 6-transposition homomorphic
images of 𝐺 are all finite and are either solvable groups or are homomorphic images of one
of the following groups:

Group Isomorphism type
𝐺1 𝑃𝐺𝐿(2, 9)

𝐺2 2 × ((25 : 𝐴5) : 22)

𝐺3 (𝐴5 ×𝐴5) : 22

𝐺4 2 × (210 : 𝑃𝑆𝐿(2, 11))

𝐺5 2 × (310 : 𝑃𝑆𝐿(2, 11))

𝐺6 210 : 𝐴5

𝐺7 2 × (25 : 𝑆6)

𝐺8 2 × 3.𝑆6
𝐺9 𝑀12

𝐺10 (2.𝑀22) : 2

Remark: the isomorphism types of solvable groups are also explicitly known but are not
shown for the sake of brevity.
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Список литературы
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Псевдоевклидовы аналоги интегрируемых систем
механики: осесимметричный случай Жуковского

Агуреева Е.С.1, Кибкало В.А.1

1. МГУ имени М.В.Ломоносова

Топологический подход к изучению интегрируемых систем был развит в работах
А.Т.Фоменко и его научной школы, см. [1]. Слоение Лиувилля системы, т.е. разбиение
фазового пространства на совместные поверхности уровня первых интегралов, харак-
теризуется при помощи инварианта Фоменко–Цишанга — графа с оснащением, ребра
которого отвечают однопараметрическим семействам регулярных торов Лиувилля, а
вершины — особенностям слоения. Совпадение двух инвариантов у разных систем в
выбранных неособых зонах энергии означает их топологическую эквивалентность (по-
слойную гомеоморфность слоений). При этом были обнаружены неожиданные связи с
трехмерной топологией и теорией особенностей, а в последние годы, также с теорией
интегрируемых биллиардов.

В работе А.В.Борисова и И.С.Мамаева [2] была предложена следующая замена
в фазовом пространстве 𝑅6(𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), сохраняющая вещественной скобку
Пуассона и первые интегралы многих известных интегрируемых случаев динамики:
систем Эйлера, Лагранжа, Ковалевской, Жуковского, а также ряда других.

𝑥1 → 𝑖𝑥1, 𝑥2 → 𝑖𝑥2, 𝐽1 → 𝑖𝐽1, 𝐽2 → 𝑖𝐽2, 𝐽3 → 𝐽3, 𝑥3 → 𝑥3

Полученные системы удовлетворяют псевдо-сферическим уравнениям Эйлера (для
алгебры Ли 𝑒(2, 1) вместо алгебры Ли 𝑒(3) из классической механики). Будем назы-
вать их псевдоевклидовыми аналогами соответствующих систем. Наш доклад будет
посвящен случаю Жуковского, являющегося обобщением волчка Эйлера (твердого
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тела с главными моментами инерции 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, закрепленного в центре масс) пу-
тем добавления постоянного гиростатического момента 𝜆⃗ = (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3). Параметрами
задачи являются моменты инерции 𝐴𝑖, компоненты вектора 𝜆𝑖. Значения функций Ка-
зимира 𝑓1 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑏, гамильтониана 𝐻 = ℎ и первого интеграла 𝐾 = 𝑘 сохраняются
вдоль фазовых траекторий системы (последние лежат на слоях слоения Лиувилля):

𝑓1 = 𝑥21 + 𝑥22 − 𝑥23 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑥1𝐽1 + 𝑥2𝐽2 − 𝑥3𝐽3 = 𝑏,

𝐻 =
(𝐽1 − 𝜆1)

2

2𝐴1
+

(𝐽2 − 𝜆2)
2

2𝐴2
− (𝐽3 − 𝜆3)

2

2𝐴3
= ℎ, 𝐾 = 𝐽2

1 + 𝐽2
2 − 𝐽2

3 = 𝑘.

Утверждение 1. Пересечение в пространстве 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, при фиксированном 𝐽 ,
обобщенного гиперболоида 𝑓1 = 𝑎 и плоскости 𝑓2 = 𝑏 (как квадрики на этой плоскости)
полностью определяется тройкой значений 𝑎, 𝑏, 𝑘 = 𝐾(𝐽). Т.е. каждый слой слоения
Лиувилля является расслоением с базой 𝐻 = ℎ,𝐾 = 𝑘 (обе функции не зависят от 𝐽).

Теорема Слоение 𝐻 = ℎ,𝐾 = 𝑘 на пространстве 𝑅3(𝐽1, 𝐽2, 𝐽3) при 𝐴1 ̸= 𝐴3, 𝜆1 ̸=
0, 𝜆3 ̸= 0 устроено так: в прообразе каждой точки бифуркационной кривой ℎ(𝑡), 𝑘(𝑡)
находится точка максимума (минимума) или слой, гомеоморфный “восьмерке”. Про-
образы остальных точек либо пусты, либо гомеоморфны окружности 𝑆1 или двум
окружностям 2𝑆2

1 .

2ℎ(𝑡) = 𝑡2
(︀
𝐴1𝜆

2
1/(1 +𝐴1𝑡)

2 +𝐴2𝜆
2
2/(1 +𝐴2𝑡)

2 −𝐴3𝜆
2
3/(1 +𝐴3𝑡)

2
)︀

𝑘(𝑡) = 𝐴2
1𝜆

2
1/(1 +𝐴1𝑡)

2 +𝐴2
2𝜆

2
2/(1 +𝐴2𝑡)

2 −𝐴2
3𝜆

2
3/(1 +𝐴3𝑡)

2.
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Almost differentially non-degenerate singularities of
Nijenhuis operators

Akpan D. Zh.1,2

1. Lomonosov Moscow State University
2. Moscow Center of Fundamental and Applied Mathematics

Let us consider operator fields 𝐿 on manifolds; it turns out that a necessary condition
for their integrability is the vanishing of the Nijenhuis tensor 𝑁𝐿.

Definition. Let 𝑀𝑛 be a smooth 𝑛-dimensional manifold and let 𝐿 be a tensor field
of type (1, 1). Then the Nijenhuis torsion or the Nijenhuis tensor 𝑁𝐿 is a tensor of type
(1, 2) which is invariantly defined as follows:

𝑁𝐿[𝑢, 𝑣] = 𝐿2[𝑢, 𝑣] + [𝐿𝑢,𝐿𝑣] − 𝐿[𝑢, 𝐿𝑣] − 𝐿[𝐿𝑢, 𝑣],
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where 𝑢, 𝑣 are arbitrary vector fields and [𝑢, 𝑣] is their commutator.
The report will describe the structure of a Nijenhuis operator 𝐿 near a singular point.

By a singular point 𝑃 ∈𝑀 we mean a point at which the rank of the characteristic mapping
Φ : (𝑡𝑟𝐿, . . . , 𝑑𝑒𝑡𝐿) −→ 𝑅𝑛 defined by invariants of the operator is less than n.

Theorem 1. Let 𝐿 be an 𝑛-dimensional Nijenhuis operator for which 𝜎1 = 𝑥1, 𝜎2 = 𝑥2,
. . . , 𝜎𝑛−1 = 𝑥𝑛−1 in some coordinates (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑦), and 𝜎𝑛 = (−1)𝑛 det𝐿 =
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑦) is an arbitrary smooth function such that 𝑓𝑦 ̸= 0. Then, in these coordinates,
𝐿 has the following form:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑥1 1 . . . 0 0
−𝑥2 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

−𝑥𝑛−2 0 . . . 1 0
−𝑥𝑛−1 + 𝑓𝑥1

𝑓𝑥2
. . . 𝑓𝑥𝑛−1

𝑓𝑦
𝑥1𝑓𝑥1

+···+𝑥𝑛−1𝑓𝑥𝑛−1
−𝑓𝑥1

𝑓𝑥𝑛−1
−𝑓

𝑓𝑦
− 𝑓𝑥1

+𝑓𝑥2
𝑓𝑥𝑛−1

𝑓𝑦
. . . −

𝑓𝑥𝑛−2
+𝑓2

𝑥𝑛−1

𝑓𝑦
−𝑓𝑥𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Theorem 2. Let 𝐿 be an 𝑛-dimensional Nijenhuis operator, where 𝑛 > 2, for which
𝜎1 = 𝑥1, 𝜎2 = 𝑥2, . . . , 𝜎𝑛−1 = 𝑥𝑛−1 in some coordinates (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑦), and let 𝜎𝑛 =
(−1)𝑛 det𝐿 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑦) be a smooth function with a Morse singularity with respect
to the variable 𝑦. Then there is a regular change of coordinates 𝑦 → 𝑦(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑦)
preserving the remaining coordinates 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, after which 𝑓 = ±𝑦2, and the corresponding
Nijenhuis operators have the form

𝐿 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑥1 1 0 . . . 0 0
−𝑥2 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−𝑥𝑛−2 0 0 . . . 1 0
−𝑥𝑛−1 0 0 . . . 0 ±2𝑦
−𝑦

2 0 0 . . . 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Also we will discuss about relations between Nijenhuis operators and projective equivalent
metrics.

The author is a scholarship holder of the "Basis"Foundation.
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Absence of Solutions to Complex-Valued Semilinear
Equations

Ali Hanan
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This paper is devoted to extending the results on the absence of solutions to semilinear
inequalities with bounded coefficients in an 𝑛-dimensional complex space.

We consider semilinear inequalities of the second-order with bounded coefficients

−
𝑛∑︁

𝑘,𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑧𝑘𝜕𝑧𝑗
𝑎𝑘,𝑗(𝑧, 𝑢) ≥ |𝑢|𝑞, 𝑧 ∈ C𝑛. (1)

Here 𝑎𝑘,𝑗 : C𝑛 ×C → C, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛, are Caratheodorian functions satisfying the
condition:

|𝑎𝑘,𝑗(𝑧, 𝑢)| ≤ 𝑎0|𝑢|𝑝, (𝑧, 𝑢) ∈ C𝑛 × C, (2)

with constant 𝑎0 ≥ 0 and some 𝑝 > 0 and 𝑞 > 𝑝.
In order to compare two complex numbers, we have the following definition:

Definition(1): If 𝑧1, 𝑧2 are some complex values satisfying inequalities

𝑅𝑒(𝑧1) ≥ 𝑅𝑒(𝑧2); 𝑎𝑛𝑑 𝐼𝑚(𝑧1) ≥ 𝐼𝑚(𝑧2),

then we can write 𝑧1 ≥ 𝑧2.

Conditions for the absence of solutions of complex-valued semilinear second-order inequalities
with bounded coefficients are given in the following theorem.
Theorem(1): Problem ( 1) has no global non-trivial weak solution when

𝑞 ≤ 𝑛

𝑛− 4
𝑝, 𝑞 > 𝑝.

Proof: Let 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, where 𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠(𝜃), 𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛(𝜃) ∈ R, and let 𝑢(𝑧) = 𝑅(𝜌)𝑒𝑖Θ(𝜃).
Hence, from that and from definition (1), we can easily write inequality ( 1) in the form:{︂

−𝑅𝑒𝐿(𝑅𝑒(𝑎𝑖,𝑗)) + 𝐼𝑚𝐿(𝐼𝑚(𝑎𝑖,𝑗) ≥ 𝑅𝑞,
−𝐼𝑚𝐿(𝑅𝑒(𝑎𝑖,𝑗) −𝑅𝑒𝐿(𝐼𝑚(𝑎𝑖,𝑗) ≥ 0,

(3)

where

𝐿(𝑓(𝑧)) =

𝑛∑︁
𝑘,𝑗=1

𝜕2𝑓(𝑧)

𝜕𝑧𝑘𝜕𝑧𝑗
= 𝑅𝑒𝐿(𝑓) + 𝑖𝐼𝑚𝐿(𝑓).

The theorem is proven on the basis of the definition of weak solutions and by using the
test function method (see [2]).

A generalization of the previous theorem to a higher order, which has the form:

−
∑︁

𝑘≤|𝛼|≤𝑚

(−1)|𝛼|𝐷𝛼𝑎𝛼(𝑧, 𝑢) ≥ 𝑢𝑞 𝑧 ∈ C𝑛, (4)

is given by the following theorem:
Theorem(2): Problem ( 4) has no global non-trivial weak solution when

𝑞 ≤ 𝑛

𝑛− 2|𝛼|
𝑝, 𝑞 > 𝑝.
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On plane dentrites which have unusual type of ramification

Allabergenova K.B.1,2

1. Novosibirsk State University
2. Novosibirsk State Technical University

Let 𝒮 = {𝑆1, ..., 𝑆𝑚} be a system of contraction maps on the plane. A non-empty

compact set 𝐾 satisfying the equation 𝐾 =
𝑚⋃︀
𝑖=1

𝑆𝑖(𝐾) is called the attractor of the system

𝒮. It is said that the system 𝒮 satisfies the open set condition (OSC) if there exists an open
set 𝑈 such that for any 𝑆𝑖, 𝑆𝑗 ∈ 𝒮, 𝑆𝑖(𝑈) ⊂ 𝑈 and ∀𝑖 ̸= 𝑗, 𝑆𝑖(𝑈) ∩ 𝑆𝑗(𝑈) = ∅.

If the attractor 𝐾 of the system 𝒮 is connected and does not contain simple closed
curves, then 𝐾 is a self-similar dendrite [1]. As is well known, in this case, the ramification
orders of the points 𝐾 are finite [2].

Since 𝐾 is a dendrite, for any 𝑆𝑖, 𝑆𝑗 ∈ 𝒮 the intersections (𝑆𝑖(𝐾)∩𝑆𝑗(𝐾)) of its copies
are sub-dendrites in 𝐾. If at least one of such sub-dendrites 𝐾 ′ is different from a point
or Jordan arc, then its set of ramification points is dense in 𝐾 ′, so the open set 𝑈 for the
system 𝒮 is disconnected.

Theorem 1. If for some 𝑆𝑖, 𝑆𝑗 ∈ 𝒮 the intersection (𝑆𝑖(𝐾) ∩ 𝑆𝑗(𝐾)) is different from
a point or a Jordan arc, then for any choice of an open set 𝑈 in the open set condition, 𝑈
is a countable union of connected components.

Theorem 2. For any 𝑛 ≥ 2 there is a system 𝒮 = {𝑆1, ..., 𝑆𝑚}, 𝑚 > 𝑛 of contracting
similarities on a plane whose attractor is a dendrite 𝐾 with the following property: there
exists a sub-dendrite 𝐾 ′ ⊂ 𝐾 such that for any nonequal 𝑖, 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑛}, the intersection
(𝑆𝑖(𝐾) ∩ 𝑆𝑗(𝐾)) is equal to 𝐾 ′. In this case, dimHK′ < dimHK.
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Asymptotic aproach for solving equation with almost
periodic coefficient

Astafyeva Polina Y.1,3, Kiselev Oleg M.2,3

1. Ufa State Petroleum Technological University
2. Innopolis University

3. Inst. of Math. with Com. Centre of UFRC RAS

This work considers linear equations of the second order with almost periodic coefficient:

𝑢′′ + (𝜔2 + 𝜖𝑞(𝑡))𝑢 = 0 (1)

here 𝑞(𝑡) is almost periodic function and 𝜖 is a small positive parameter.
This equation has two important properties which define behaviours of solutions. The

first one is a coefficient 𝜔2. It defines an oscillation of the solution for the simplest case
𝑞(𝑡) ≡ 0. Another coefficient 𝑞(𝑡) can or cannot imply the resonant behaviour for the
solution. Here we consider almost periodic coefficient [1], [2]:

𝑞(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝑘
cos

(︂
(2 − 1

𝑛𝑝
)𝑡

)︂
. (2)

𝑘 > 1, 𝑝 > 0

The task is to determine the areas of stability of solutions of the equation depending on
the parameters 𝛿 and 𝜖. Let us construct an asymptotic solution in the form:

𝑢 ∼ 𝑢0 + 𝜖𝑢1, (3)

Let us substitute (3) in (1) and combine the terms at the same degrees 𝜖. Obtain the
equation for the main term:

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑢0 + 𝜔2𝑢0 = 0.

Let us look for its solution in the form of 𝑢0 = 𝑎(𝜏) cos(𝜔𝑡) + 𝑏(𝜏) sin(𝜔𝑡), using two
scale method [3], where 𝜏 = 𝜖𝛾𝑡 is slow time.

The equation for the first correction:

𝑢1 = 𝐴 cos(𝜔𝑡) +𝐵 sin(𝜔𝑡) − 𝑏1𝑡 sin(𝜔𝑡) − 𝑎1𝑡 cos(𝜔𝑡) +

+
cos(𝜔𝑡)

𝜔

∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑡) sin(𝜔𝑡)𝑑𝑡− sin(𝜔𝑡)

𝜔

∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑡) cos(𝜔𝑡)𝑑𝑡. (4)

here 𝑎1 = 𝜖𝛾−1𝑎′ and 𝑏1 = 𝜖𝛾−1𝑏′, a stroke means a slow-time derivative 𝜏 . 𝑓(𝑡) =
−𝑞(𝑡) (𝑏 sin (𝜔𝑡) + 𝑎 cos (𝜔𝑡))
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After sequential integration of all parts by 𝑡, using Maxima computer algebra systems[4],
asymptotics [5],a system of equations is obtained:

𝑑

𝑑𝜏
𝑤 =

𝐵𝑤

𝜏𝛼
+ 𝑣 𝜅,

𝑑

𝑑𝜏
𝑣 = −𝑤𝜅− 𝐵𝑣

𝜏𝛼
. (5)

If 𝜅 ̸= 0, asymptotic solution can be obtained by the WKB method [6]:

𝑤 ∼ 𝐶1

exp(
∫︀ 𝜃
1

√︁
𝜆2

𝜃2𝛼
− 𝛼𝜆

𝜃𝛼+1 − 1𝑑𝜃)

4

√︁
𝜆2

𝜃2𝛼
− 𝛼𝜆

𝜃𝛼+1 − 1
.
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A family of Hodgkin-Huxley-type of models with bistability
between silent state and bursting state

Bagautdinova E.R.1,2, Stankevich N. V.1

1. National Research University Higher School of Economics
2. Saratov State University

Hodgkin-Huxley-type models can describe the behavior of different cell types, such
as neurons, cardiomyocytes, pancreatic beta cells etc. These models take into account
potential-dependent ion channels [1]. They play an important role in various processes in
the cell, such as communication, proliferation, differentiation, etc. [3]. Pathologies of ion
channels functioning can manifest in diseases, including cancer.

One of the models based on the Hodgkin-Huxley formalism is the model proposed by
Sherman et al. in [6]. It describes the generation and propagation of action potentials
in electrically excitable cells, taking into account K-Ca channels. In [4], this model was
modified: modification takes into account an additional ion channel. It demonstrates bistability
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between the bursting attractor and a stable steady state, which can correspond to pathological
dynamical behavior of ion channel leading to damping of cell oscillatory activity. This is
possible due the characteristic of added ion channel is non-monotonic.

Our research is aimed at developing and studying new models demonstrating bistability.
We propose a model that accounts for an additional ion channel with a monotonic ion
channel characteristic. We also propose a model that accounts both types of additional
ion channels with monotonic and non-monotonic characteristics. As a result of the study,
it was found that both models exhibit bistability. We studied parameter space of models,
localized an area of bistability and checked probability of silent state manifestation.

This work was supported by the Russian Science Foundation grant 20-71-10048.
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Классификация многомерных временных рядов с
помощью методов топологии

Банарь А.А.

Российский Университет Дружбы Народов

Инструменты алгебраической топологии предназначены для предоставления коли-
чественной информации как о локальных, так и о глобальных свойствах графа, что
позволяет анализировать функциональные паттерны всего мозга без потери локаль-
ных знаний о его областях. Следовательно, топологический анализ данных предостав-
ляет ряд новых топологических и геометрических инструментов для анализа сигналов
ЭЭГ. Распределение нейронной активности, возникающее в разных областях мозга,
влечёт за собой различные паттерны работы мозга, и ожидается, что оно найдет своё
выражение в тонких, но весьма существенных различиях в топологических характе-
ристиках. При исследовании топологических фазовых переходов в функциональных
сетях мозга было выявлено, что топологического инварианта, называемого характери-
стикой Эйлера, достаточно для характеристики последовательности топологических
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фазовых переходов в сложной сети. Постоянная гомология не только обеспечивает эф-
фективные алгоритмы для вычисления числа Бетти каждого комплекса в рассматри-
ваемых семействах, но и кодирует эволюцию вложенных комплексных групп гомоло-
гии в различных масштабах. Как характеристики Эйлера, так и устойчивая гомология
помогают лучше понимать данные и сохранять стабильность в отношении возмущений
или присутствия шума в сигналах ЭЭГ. Таким образом, они раскрывают процедуру
неврологического восприятия качества изображения с разных точек зрения и в неко-
торой степени дополняют друг друга. Следовательно, алгебраические топологические
характеристики сигнала ЭЭГ, а именно характеристики Эйлера и устойчивая гомоло-
гия, могут быть выбраны для анализа реакций мозга на изображения с различными
уровнями искажений.
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Discrete Hodge theory, towards Hodge Laplacian eigenmaps

Beketov Maxim

HSE University

Hodge theory is a celebrated gem of mathematics, connecting differential geometry to
algebraic topology: it states that cohomology classess of a smooth manifold are given by
kernels of (generalised) Laplace operators. This theory can be seen in a discrete setting —
on graphs — which paves the way to many data-analytic applications.

In this talk, a self-contained review of discrete Hodge theory (on graphs) will be
provided, following [1] — only requiring knowledge of linear algebra and very basic graph
theory.

A direction of potential research on this topic is generalising so-called Laplacian eigenmaps
[2] — a dimension reduction technique widely used in data analysis — to not only preserve
the proximity of data points, but also the "topological properties— e.g. 1-cohomologies
(cycles, or loops) of the data graph. Some applications of this method to neuroscientific
data — hyppocampal place cells’ activity of rodents navigating in spaces of "non-trivial
topology— will be demonstrated.
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The problem on parametric resonance for Hamiltonian
systems

Belova A.S.

Ufa University of Science and Technology

We consider a scalar small parameter 𝜀 linear periodic Hamiltonian system of the form:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐽𝐴(𝑡, 𝜀)𝑥, 𝑥 ∈ R2𝑁 . (1)

Here 𝐴(𝑡, 𝜀) is a real symmetric matrix whose elements are continuous and 𝑇 is periodic

in 𝑡 functions, and the matrix 𝐽 is defined by equality: 𝐽 =

[︂
0 𝐼
−𝐼 0

]︂
; here 𝐼 – is an

identity (𝑁 ×𝑁) matrix.
The problem of parametric resonance is usually called the problem of studying the

stability properties of a perturbed system (1) under the condition that the unperturbed
system

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐽𝐴(𝑡, 0)𝑥 , 𝑥 ∈ R2𝑁 , (2)

has at least one multiple multiplier 𝜇0 such that |𝜇0| = 1, while the remaining multipliers
are located on the unit circle.

Multiple multipliers are divided into definite and indefinite ones (see, for example, [1]).
If the multiplier 𝜇0 is definite, then for any small linear periodic Hamiltonian perturbation
of the system (2) the multiplier 𝜇0 can split into a pair of multipliers 𝜇1 and 𝜇2 only in
such a way that that 𝜇1 and 𝜇2 remain on the unit circle. If the multiple multiplier 𝜇0 is
indefinite, then there are small perturbations under which these multipliers leave the unit
circle.

The report discusses some questions about the construction of first approximation
formulas for perturbations of multiple definite and indefinite multipliers of the system
(2). Applications to the problem of parametric resonance for the system (1) are considered.
This research is based on perturbation theory methods and development of some results
obtained in [2].

The research was funded with the support of a state assignment (scientific code FZWU-
2023-0002).
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Топология слоения Лиувилля биллиарда, ограниченного
эллипсоидом, в пространстве Минковского R2,1

Белозеров Г.В.

Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова

Рассмотрим в пространстве R2,1(𝑥, 𝑦, 𝑧) эллипсоид ℰ , заданный уравнением 𝑥2

𝑎 + 𝑦2

𝑏 + 𝑧2

𝑐 = 1,
где 𝑎 > 𝑏. Зададим в замкнутой области 𝐷, ограниченной эллипсоидом ℰ , следующую
динамическую систему. Материальная точка единичной массы движется внутри 𝐷
вдоль прямых с постоянной по модулю скоростью, отражаясь от ℰ абсолютно упруго
в смысле метрики Минковского, то есть если 𝑣 — вектор скорости, с которым матери-
альная точка соударяется с ℰ , и 𝑣 = 𝛼+𝑛 — разложение этого вектора на касательную
и ортогональную составляющие (в метрике Минковского) в точке соударения, то по-
сле отражения частица приобретет вектор скорости 𝑣′ = 𝛼− 𝑛. Такую динимаческую
систему мы будем называть трехмерным биллиардом внутри эллипсоида в простран-
стве Минковского R2,1. Заметим, что функция 𝐻 = 𝑥̇2 + 𝑦̇2 − 𝑧̇2 является его первым
интегралом.

Рассматриваемый биллиард является интегрируемой гамильтоновой системой в
кусочно-гладком смысле. Помимо энергии 𝐻 эта система сохраняет параметры двух
софокусных с ℰ квадрик, которых одновременно касаются все прямолинейные участ-
ки траектории материальной точки. Параметры этих квадрик Λ1 и Λ2, взятые вме-
сте с энергией 𝐻, образуют набор функционально независимых первых интегралов,
коммутирующих относительно скобки Пуассона, отвечающей симплектической форме
𝜔 = 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑝1 + 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑝2 − 𝑑𝑥3 ∧ 𝑑𝑝3 на кокасательном расслоении к R2,1.

Отметим, что биллиарды на плоскости Минковского, ограниченные дугами софо-
кусных квадрик рассматривались В. Драговичем и М. Раднович в работе [1], а также
Е. Е. Каргиновой в работах [4], [5]. В. В. Ведюшкина и А. И. Скворцов в [4] вычисли-
ли инварианты Фоменко-Цишанга биллиарда с потенциалом Гука внутри эллипса на
плоскости Минковского для небифуркационных значений энергии.

Бифуркационным значением энергии нашего биллиарда является уровень 𝐻 = 0.
Именно на нем слоение системы некомпактно. Более того, если ℎ1, ℎ2 > 0, то слоения
Лиувилля биллиарда на уровнях 𝐻 = ℎ1, 𝐻 = ℎ2 совпадают. Аналогичное верно и
для отрицательных значений энергии. Для положительных и отрицательных значений
энергии автором были построены бифуркационные диаграммы, описаны регулярные
слои и их 1-перестройки. В частности, была доказана следующая теорема.

Теорема. Регулярный слой трехмерного биллиарда внутри эллипсоида в про-
странстве Минковского R2,1 гомеоморфен трехмерному тору.

Тем самым, для рассматриваемого биллиарда справедлив аналог теоремы Лиувил-
ля.

Работа выполнена в МГУ им. М. В. Ломоносова при поддержке гранта РНФ №22-
71-00111.
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Mathematical modeling of the temporal shift of
current-voltage signals in multisensor system 4H2SO4

Bitkulov M.D.

Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia

The paper describes the dynamics of the electrode/solution system

𝑦𝑘+1 = 𝐴 · 𝑦𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

where 𝐴 is a square matrix of order 11 × 11.
In this regard, it is proposed to move from the AG matrix to another matrix, which has

a significantly lower order and, in a natural sense, approximates the AG matrix. Namely,
we take into account that the input signals of the system can be considered as a periodic
external signal with a period 𝑇 = 1210 and, accordingly, the outputs of the system are also
periodic. Therefore, the function can be approximated as follows

1) From the vector 𝑦𝑘, we construct a continuous function 𝑦𝑘(𝑡) so that 𝑦𝑘(𝑗) = 𝑦𝑘,
𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 1210;

2) We define the Fourier coefficients of the function as follows 𝑦𝑘

𝑦𝑘0 =
1

1210

∫︁ 1210

0
𝑦𝑘(𝑡)𝑑𝑡, 𝑦𝑘𝑐 =

1

1210

∫︁ 1210

0
𝑦𝑘(𝑡) · cos 𝑘𝑡𝑑𝑡,

𝑦𝑘𝑠 =
1

1210

∫︁ 1210

0
𝑦𝑘(𝑡) · sin 𝑘𝑡𝑑𝑡.

We put the following

𝑦𝑘(𝑡) = 𝑦𝑘0 +

5∑︁
𝑗=1

(𝑦𝑘𝑐 cos 𝑘𝑡+ 𝑦𝑘𝑠 sin 𝑘𝑡) .
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Рис. 1. The thick line depicts the graph of the function 𝑦𝑘 obtained pointwise from the
matrix AG, the thin line is the graph of the function 𝑦𝑘(𝑡), the dotted line is the graph of
the function 𝑦𝑘(𝑡)

Список литературы

[1] R.R. Nigmatullin, A.S. Vorobev, H.C. Budnikov, A.V. Sidelnikov, A.D. Badikova,
E.I. Maksyutova, “The usage of unremovable artefacts for the quantitative ?reading?
of nanonoises in voltammetry,”New Journal of chemistry 43 (16), 6168–6178 (2019).

[2] B.Yu. Lemeshko Optimization Methods: Lecture Notes (Novosibirsk: Novosibirsk State
Technical University, 2009).

[3] D.L. Massart, B.G. Vandeginste, L.M.C. Buydens, S. De Jong, P.J. Lewi,
J. Smeyersverbeke, Handbook of Chemometrics and Qualimetrics. Part A (Elsevier,
Amsterdam, 1997).

[4] A.D. Nizamova, R.D. Murtazina, V.N. Kireev, S.F. Urmancheev, Introduction to
tensor analysis and kinematics of continuous media (Moscow: Ruscience, 2022).

[5] A.D. Nizamova, R.D. Murtazina, V.N. Kireev, S.F. Urmancheev “Features of
Laminar-Turbulent Transition for the Coolant Flow in a Plane Heat-Exchanger
Channel,”Lobachevskii Journal of Mathematics 42 (9), 2211–2215 (2021).

Двумерные лоренцевы орбифолды с аносовским
действием группы изометрий

Bogolepova E.V.1,3, Zhukova N.I.2,3

1. Department of Fundamental Mathematics, HSE University, 25/12 Bolshaya
Pecherskaya, Nizhny Novgorod, 603155, Russia

2. International Laboratory of Dynamical Systems and Applications, HSE University,
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Орбифолды размерности 𝑛 являются связными хаусдорфовыми топологическими
пространствами, локально представляющими собой фактор-пространства R𝑛/Γ ариф-
метического пространства R𝑛 по конечной группе диффеоморфизмов Γ; причем груп-
па Γ не фиксирована и может меняться от точке к точке. Орбифолды естественным
образом образуют категорию O𝑟𝑏[1].

Орбифолды находят применение в различных областях математики и физики. В
физике орбифолды используются в качестве пространств распространения струн. Тео-
рия квантования деформации разработана на симплектических орбипространствах,
включающих симплектические орбифолды. Орбифолды возникают в теории слоений
как хаусдорфовы пространства компактных слоений. Тёрстон применил классифика-
цию двумерных компактных орбифолдов при классификации замкнутых трехмерных
многообразий. [4].

В этой работе понятие аносовского диффеоморфизма многообразия обобщается
на гладкие орбифолды. Пусть 𝒩 — 𝑛-мерный гладкий орбифолд. Диффеоморфизм
орбифолда 𝑓 : 𝒩 → 𝒩 называется аносовским, если его сужение 𝑓 |Δ𝑛 на 𝑛-мерную
страту Δ𝑛 является аносовским диффеоморфизмом многообразия Δ𝑛 относительно
сужения на Δ𝑛 некоторой полной римановой метрики на 𝒩 .

Целью данной квалификационной работы является исследование структуры дву-
мерных лоренцевых орбифолдов (𝒩 , 𝑔) с аносовским действием их групп изометрий
Iso(𝒩 , 𝑔). Как следствие, показать, что действия групп аносовских изометрий на
некомпактных орбифолдах радикально отличается от их действия на компактных
орбифолдах. Подчеркнем, что мы исследуем орбфолды, отличные от многообразий.

Для двумерных компактных лоренцевых орбифолдов доказан критерий аносов-
ского действия их групп изометрий.

Теорема 1. Пусть (𝒩 , 𝑔) — двумерный компактный лоренцев орбифолд, Iso(𝒩 , 𝑔)
— группа всех его изометрий. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) действие группы изометрий Iso(𝒩 , 𝑔) на 𝒩 аносовское;

(2) группа изометрий Iso(𝒩 , 𝑔) некомпактна;

(3) группа изометрий Iso(𝒩 , 𝑔) действует несобственно на 𝒩 ;

(4) существует хаотическая изометрия ℎ ∈ Iso(𝒩 , 𝑔).

Исследована динамика групп изометрий некомпактных полных плоских лоренце-
вых двумерных орбифолдов и доказана Теорема, в которой показано существенное
различие в поведении изометрий компактных и некомпактных лоренцевых орбифол-
дов.

Теорема 2. Пусть (𝒩 , 𝑔) – некомпактный полный плоский лоренцев 2-орбифолд.
Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) действие группы изометрий 𝐼𝑠𝑜(𝒩 , 𝑔) на 𝒩 аносовское;

(2) группа изометрий 𝐼𝑠𝑜(𝒩 , 𝑔) действует несобственно на 𝒩 .

Более того, любая изометрия Аносова (𝒩 , 𝑔) не является хаотической.
Основным результатом данной работы является классификация с точностью до

изоморфизма в категории O𝑟𝑏 лоренцевых 2-орбифолдов с аносовским действием их
групп изометрий. Из этой классификации следует, что существует только два соб-
ственных 2-орбифолда, допускающих полные плоские лоренцевы метрики с аносов-
скими действиями их групп изометрий:
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(1) "подушка" 𝒫 = T2/{±𝐸};

(2) конус 𝒩 = R2/{±𝐸}.

Список литературы

[1] A. Adem, J. Leida and Y. Ruan. Orbifolds and stringy topology//Cambridge Tracts
in Mathematics, Cambridge University Press, New York, 2007.

[2] D. V. Anosov. Geodesic flows on closed Riemannian manifolds of negative curvature
// Proc. Steklov Inst. of Math. 90 (1967).

[3] I. Satake. On a generalization of the notion of manifold// Proc. Nat. Acad. Sci. USA.
42, 359–363 (1956).

[4] W. P. Thurston. Three-Dimensional Geometry and Topology // Prinston Univ. Press.
7, (1997).

[5] Wom Rianios (8457). Se problem hen creating nykea wild perzys, storing ziry isse
nykea rova oktion se gaomagon ziry isse agriculture (8457).

On a matching arrangement and its properties

Bolotnikov A.I.

graduate student, Faculty of Mathematics and Mechanics, Lomonosov MSU

Every hyperplane arrangement can be assosiated with a partially ordered set of its
intersections. A characteristic polynomial of an arrangement can be defined with the use
of this partially ordered set. The number of regions of a hyperplane arrangement can be
calculated with its characteristic polynomial [1].

In the paper [2] a linear program for a maximum matching problem for a general graph
was created. A matching polyhedron was defined by the set of its inequalities, and the
correspondence between its vertices and matchings of the initial graph was shown. The
concept of LP-orientations is connected to linear programming as well [3].

The report will be devoted to the proprties of a special hyperplane arrangement -
a matching arrangement of a graph. In this report a bijection between regions of the
matching arragement and LP-orientations of the matching polyhedron will be constructed.
This report will also contain the results on the characteristic polynomial of the matching
arrangement for several families of graphs.
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Построение прямоугольной диаграммы поверхности
Зейферта

Чернавских Михаил1,2

1. Московский Государственный Университет им. Ломоносова
2. МИАН им. Стеклова

Прямоугольные диаграммы зацеплений используются в изучении узлов. Напри-
мер, решается задача монотонного упрощения [1]. Также на языке прямоугольных
диаграмм комбинаторно определяются гомологии Хегора-Флоера [4, 5].
В работе Дынникова–Прасолова [2, 3] было впервые введено понятие прямоугольной
диаграммы поверхности, где с помощью данной техники были изучены Лежандровы
узлы.

Известно [2], что любой класс изотопии компактной поверхности (с краем и без) в
трехмерной сфере можно представить с помощью прямоугольной диаграммы. Эффек-
тивный алгоритм для построения прямоугольной диаграммы поверхности Зейферта
был построен в работе [6]. Я расскажу про данный алгоритм и попытки его улучше-
ния.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ (проект №22-11-00299), а также при
поддержке Фонда развития теоретической физики и математики «БАЗИС» (договор
№22-8-2-19-1)
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𝑐1-сферические бордизмы

Черных Георгий

МГУ, МИАН, НИУ ВШЭ

Теория 𝑐1-сферических бордизмов 𝑊 * занимает промежуточное место между тео-
риями комплексных и 𝑆𝑈 -бордизмов, и играет важную роль в вычислении кольца
коэффициентов 𝑆𝑈 -бордизмов. На теории 𝑊 * нет естественного выбора мультипли-
кативной структуры, так как декартово произведение двух 𝑐1-сферических многообра-
зий не обязано быть 𝑐1-сферическим. Однако оказывается, что теория 𝑊 * выделяется
прямым слагаемым в теории комплексных кобордизмов 𝑀𝑈*, и с помощью любого
выделяющего проектора можно определить умножение на 𝑊 *. В своём докладе я
расскажу о 𝑆𝑈 -линейных проекторах и умножениях на 𝑊 *, а также о комплексных
ориентациях этой теории, соответствующих формальных группах и их точности по
Ландвеберу.

On some Lie groups in non-degenerate and degenerate
Clifford algebras

Filimoshina E.R.1, Shirokov D.S.1,2

1. HSE University, Moscow, Russia; erfilimoshina@edu.hse.ru, dshirokov@hse.ru
2. Institute for Information Transmission Problems of Russian Academy of Sciences,

Moscow, Russia

The talk is based on the papers [1, 2, 3, 4].
We consider non-degenerate and degenerate Clifford algebras [5, 6, 7] (or geometric

algebras) of arbitrary dimension and signature over the field of real or complex numbers.
In particular, the case of Grassmann algebras (exterior algebras) is considered. Clifford
algebras have various applications in physics, engineering, computer science, and other
sciences.

In this work, we introduce and study several families of Lie groups of specific type
in Clifford algebras. These Lie groups preserve some fundamental subspaces of Clifford
algebras under the adjoint and twisted adjoint representations. We consider the cases of
the subspaces of fixed parity and grades, the subspaces determined by the operations of
grade involution and reversion, and the direct sums of these subspaces. The work presents
an explicit form of these groups and gives their equivalent definitions. We consider the
relations between the discussed groups in the case of arbitrary dimension and write down
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all the different groups in the low-dimensional non-degenerate Clifford algebras. We study
the Lie algebras of these Lie groups.

The discussed Lie groups are interesting for consideration, since they are analogues
of the well-known Clifford and Lipschitz groups, which preserve the grade-1 subspace
under the adjoint and twisted adjoint representations respectively. The twisted adjoint
representation has been introduced in the classical paper [8] by M. Atiyah, R. Bott, A.
Shapiro. It is an important mathematical notion, which is used to describe two-sheeted
coverings of orthogonal groups by spin groups in the case of arbitrary dimension and
signature. The spin groups are normalized subgroups of the Lipschitz and Clifford groups,
which are subgroups of the considered Lie groups and coincide with some of them in the
case of small dimensions. Our work presents generalized spin groups, which are defined
as normalized subgroups of the considered Lie groups. In low-dimensional degenerate
Clifford algebras, some of the discussed Lie groups are closely related to the well-known
Heisenberg group and can be realized as subgroups of the groups of invertible upper-
triangular matrices. The introduced families of Lie groups can be useful for applications in
physics, spinor image processing, spinor neural networks, engineering, quantum mechanics
and computing, etc.

The publication was prepared within the framework of the Academic Fund Program at
HSE University in 2022 (grant 22-00-001).
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Об индексах Морса состояний равновесия и
гетероклинических пересечениях полярных потоков на

сфере

Фомин Д. О.

НИУ ВШЭ Нижний Новгород

Напомним, что гладкий поток 𝑓 𝑡 : 𝑀𝑛 →𝑀𝑛, заданный на замкнутом гладком 𝑀𝑛

многообразии размерности 𝑛, называется полярным потоком, если:

1) его неблуждающее множество Ω𝑓 𝑡 состоит из конечного числа состояний равно-
весия, все они гиперболические, при этом множество стоковых (источниковых)
состояний равновесия состоит из единственной точки;

2) инвариантные многообразия седловых состояний равновесия пересекаются транс-
версально.

Индексом Морса гиперболического состояния равновесия 𝑝 называется число 𝑖𝑝,
равное размерности его неустойчивого многообразия 𝑊 𝑢

𝑝 . Пусть 𝑓 𝑡 — полярный поток
на сфере 𝑆𝑛 размерности 𝑛 ≥ 3. В силу формулы Пуанкаре-Хопфа (см., например [2,
§ 6]) ∑︁

𝑝∈Ω𝑓𝑡

(−1)𝑖𝑝 = 𝜒(𝑆𝑛) =

{︃
2, 𝑛 = 2𝑘;

0, 𝑛 = 2𝑘 + 1.

Отсюда непосредственно следует, что число седловых состояний равновесия потока 𝑓 𝑡

чётно и число сёдел с чётным индексом Морса равно числу сёдел с нечётным индексом
Морса.

Легко построить примеры полярных потоков на сфере 𝑆𝑛, имеющих ровно два сед-
ловых состояний равновесия 𝑝, 𝑞 индексов 𝑖, 𝑖+1, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛−2} (см., например, [1]).
Если 𝑛 ∈ {2, 3, 4}, то модуль разности индексов точек 𝑝, 𝑞 равен единице.

В докладе доказываются следующие результаты.

Теорема 1. Пусть 𝑓 𝑡 — полярный поток на сфере 𝑆𝑛 размерности 𝑛 ≥ 5, мно-
жество седловых состояний равновесия которого состоит из двух точек 𝑝, 𝑞. Тогда
1 ≤ |𝑖𝑝 − 𝑖𝑞| < 𝑛− 3.

Теорема 2. Пусть 𝑓 𝑡 — полярный поток на сфере 𝑆𝑛, 𝑛 ≥ 3. Для любого седлового
состояния равновесия 𝜎 потока 𝑓 𝑡 хотя бы одно из его инвариантных многообразий
пересекается с инвариантым многообразием седлового состояния равновесия, отлич-
ного от 𝜎.

Благодарности. Работа выполнена в рамках проекта№23-00-028 «Динамические
системы с многомерным фазовым пространством: от регулярной динамики к хаосу»
конкурса научно-учебных групп НИУ ВШЭ 2023 г.
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Круговая схема Флейтас для градиентно-подобных
потоков поверхности

Галкин В.Д., Рахимуллина Д.А.

Международная лаборатория динамических систем и приложений НИУ ВШЭ
Нижний Новгород

Рассмотрим градиентно-подобные потоки на связных замкнутых поверхностях𝑀2,
то есть потоки с конечным гиперболическим цепно рекуррентным множеством, инва-
риантные многообразия седловых точек которого не пересекаются. Потоки рассматри-
ваемого класса имеют наиболее простую динамику, что вдохновляло многих матема-
тиков на поиски инвариантов их топологической эквивалентности. В предположениях
различной общности на рассматриваемый класс, были получены следующие инвари-
анты: граф Пейшото [7], оснащенный граф Пейшото (В.З. Гринес, О.В. Починка [4]),
двуцветный граф (К. Вонг [9]), трехцветный граф (А. Ошемков, В.Шарко [2]), круго-
вая схема (Г. Флейтас [5]).

В частности, круговая схема Г. Флейтас была построена, как полный инвариант
эквивалентности для полярного потока на поверхности. Схема состоит из окружности
вокруг источноковой точки с отмеченными на ней пересечениями с седловыми сепара-
трисами. Точки пересечения маркированы метками соответственно номеру седла, из
которого они выходят, и спинами таким образом, что объединение диска, ограниченно-
го окружностью, и трубчатой окрестности устойчивого многообразия седловой точки
может быть кольцом (спин +) или пленкой Мёбиуса (спин -). В рамках доклада приве-
дем обобщение понятия круговой схемы с полярных потоков на градиентно-подобные.
Основным результатом является следующая теорема.

Теорема Градиентно-подобные потоки 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 на поверхностях топологически эк-
вивалентны тогда и только тогда, когда множества их круговых схем 𝑆𝑓 𝑡 , 𝑆𝑓 ′𝑡 экви-
валентны.

Также исчерпывающим образом решен вопрос реализуемости абстрактной круго-
вой схемы градиентно-подобным потоком на поверхности. Кроме того, построен эф-
фективный алгоритм различения изоморфности круговых схем.

Благодарности. Работа выполнена при поддержке Лаборатории динамических си-
стем и приложений НИУ ВШЭ, грант Министерства науки и высшего образования
РФ соглашение №075-15-2022-1101
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Действия дискретного тора сложности один в случае
малых накрытий

Горчаков Владимир

НИУ ВШЭ, МЛ АТиП

Пусть дискретный тор Z𝑘
2 эффективно действует на гладком компактном n-мерном

многообразие 𝑋𝑛. Тогда число n-k называется сложностью действия. В своем докладе
я расскажу о действиях сложности 1 в случае когда 𝑋𝑛 является малым накрытием,
вещественным аналогом квазиторического многообразия. Основным результатом бу-
дет следующая теорема:

Пусть 𝑋𝑛 ориентируемое малое накрытие, тогда в Z𝑛
2 существует подгруппа 𝐺 ∼=

Z𝑛−1
2 индекса 2, такая что пространство орбит 𝑋/𝐺 гомеоморфно сфере 𝑆𝑛.

В ходе доклада я сформулирую все необходимые определения и примеры, а также
расскажу набросок доказательства.
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Топология слоения Лиувилля биллиарда на одной области
гиперболоида в поле силы Гука
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Рассмотрим невырожденную квадрику 𝐸 из семейства софокусных в простран-
стве R3. Пусть 𝐷 – компактная область на 𝐸, ограниченная конечным числом квад-
рик, софокусных с 𝐸, чьи двугранные углы излома равны 𝜋/2. Такие области были
классифицированы относительно комбинаторной эквивалентности Г.В. Белозеровым
в работе [1].

Рассмотрим следующую динамическую систему: материальная точка единичной
массы движется внутри 𝐷 в поле упругой силы, отражаясь от границы 𝐷 абсолютно
упруго. Такая система является интегрируемой гамильтоновой системой в кусочно-
гладком смысле (подробную информацию об ИГС см. в [2]). Дополнительный первый
интеграл 𝐹 , функционально независимый с энергией системы 𝐻, можно найти с по-
мощью метода В. В. Козлова.

Теорема 1. В эллиптических координатах первые интегралы рассматриваемой
системы имеют следующий общий вид вне зависимости от выбора квадрики 𝐸:

𝐻 =
2Δ1

(𝜆1 − 𝜆2)(𝜆1 − 𝜆3)
𝑝21 +

2Δ2

(𝜆2 − 𝜆1)(𝜆2 − 𝜆3)
𝑝22 +

2Δ3

(𝜆3 − 𝜆1)(𝜆3 − 𝜆2)
𝑝23+

+
𝑘

2
(𝑎+ 𝑏+ 𝑐− (𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3)),

𝐹 =
2Δ1𝜆2𝜆3

(𝜆1 − 𝜆2)(𝜆1 − 𝜆3)
𝑝21 +

2Δ2𝜆1𝜆3
(𝜆2 − 𝜆1)(𝜆2 − 𝜆3)

𝑝22 +
2Δ3𝜆1𝜆2

(𝜆3 − 𝜆2)(𝜆3 − 𝜆1)
𝑝23−

− 𝑘

2
𝜆1𝜆2𝜆3,

где 𝑝𝑖 – импульс, соответствующий координате 𝜆𝑖, 𝑘 – коэффициент силы упруго-
сти, а Δ𝑖 = (𝑎− 𝜆𝑖)(𝑏− 𝜆𝑖)(𝑐− 𝜆𝑖).

Замечание 1. При фиксировании квадрики 𝐸 одна из эллиптических координат
становится постоянной, а импульс, соответствующий этой координате, обраща-
ется в нуль.

Рассмотрим частный случай: в качестве 𝐸 возьмем однополостный гиперболоид, а
в качестве𝐷 – область на 𝐸, ограниченную софокусным эллипсоидом. При разделении
переменных уравнения движения принимают следующий вид:

𝜆̇𝑖 = ± 2
√

2

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗

√︃
(𝑎− 𝜆𝑖)(𝑏− 𝜆𝑖)(𝑐− 𝜆𝑖)

𝜆𝑖 − ̃︀𝜆
(︂
𝑘

2
𝜆2𝑖 +

(︁
ℎ− 𝑘

2
(𝑎+ 𝑏+ 𝑐− ̃︀𝜆)

)︁
𝜆𝑖 − 𝑓

)︂
.

Подкоренное выражение имеет 5 вещественных нулей (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝜉1, 𝜉2) и полюс первого
порядка. Отметим, что 𝜉1 и 𝜉2 зависят только от 𝐻 и 𝐹 и после проверки убеждаемся,
что они также являются первыми интегралами рассматриваемой системы. В терминах
новой пары первых интегралов были найдены области возможного движения матери-
альной точки, построены биффуркационные диаграммы для случаев притягивающего
и отталкивающего потенциалов:

Теорема 2. В состав биффуркационной диаграммы в случае 𝑘 > 0 войдут прямые:
𝜉1 = 𝜉2, 𝜉2 = 0, 𝜉2 = 𝑐, 𝜉2 = 𝑏, 𝜉2 = 𝑎, 𝜉1 = 𝑐 — которые в прообразе соответствуют
атомам типов 𝐴, 𝐴, 𝐵, 𝐶2, 𝐴, 𝐴, а в случае 𝑘 < 0 войдут прямые: 𝜉1 = 𝜉2, 𝜉2 = 𝑏,
𝜉2 = 𝑎, 𝜉1 = 0, 𝜉1 = 𝑐, 𝜉1 = 𝑏, 𝜉1 = 𝑎 — которые в прообразе соответствуют атомам
типов 𝐴, 𝐴, 𝐵, 𝐴, 𝐶2, 𝐵, 𝐴.

В результате была доказана следующая теорема.
Теорема 3. Слоения Лиувилля описанного биллиарда на неособых изоэнергети-

ческих поверхностях 𝑄3 принадлежат к одному из трех классов лиувиллевой эк-
вивалентности в случае 𝑘 > 0 и к одному из шести классов в случае 𝑘 < 0, это
определяется их инвариантами Фоменко–Цишанга.
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Об одном классе коммутирующих дифференциальных
операторов

Ивлев М.

Новосибирский Государственный Университет 1

Целью работы является описание решений уравнения 𝑤2 = 𝑧3, где 𝑤 и 𝑧 диффе-
ренциальные операторы с полиномиальными коэффициентами. В ходе работы были
найдены решения 𝑤 и 𝑧 такие, что 𝑤 и 𝑧 — операторы второго и третьего порядка соот-
ветственно. У этого уравнения есть тривиальное решение 𝑤 = 𝐿3 = 𝐿3

1, 𝑧 = 𝐿2 = 𝐿2
1,

где 𝐿1 = 𝑝(𝑥)𝜕𝑥 + 𝑔(𝑥) — оператор первого порядка, 𝑝(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ C[𝑥]. В теореме,
сформулированной ниже описаны все нетривиальные решения.

Теорема. Дифференциальные операторы 𝐿2 и 𝐿3 второго и третьего порядка со-
ответственно удовлетворяют уравнению 𝐿3

2 = 𝐿2
3, если:

𝐿2 = 𝐿2
1 − 2𝛿(𝑥), 𝐿3 = 𝐿3

1 − 3𝑝(𝑥)𝛿2(𝑥)𝜕𝑥 − 3𝑔(𝑥)𝛿2(𝑥) + 3𝛿3(𝑥),

где 𝐿1 = 𝑝(𝑥)𝜕𝑥+𝑔(𝑥), 𝛿(𝑥) = 𝑎−1(𝑛−1)(𝑥−𝑥0)𝑛−1, 𝑝(𝑥) = 𝑎(𝑥−𝑥0)𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑎 ∈ C, 𝑥0 ∈
C, 𝑎 ̸= 0, 𝑛 ̸= 1, 𝑔(𝑥) ∈ C[𝑥].

Metapopulation Persistence and Extinction in a Fragmented
Random Habitat: A Mathematical Study

Korotkov A.D.1, Petrovskii S.V.1,2

1. RUDN University
2. University of Leicester

Factors and processes that either enhance the persistence of natural population or, on
the contrary, make them prone to extinction have been a major focus of attention over the
last few decades [1]. Habitat fragmentation may be caused by the environmental change
or direct anthropogenic activity such as forest logging, building new roads, etc. Habitat
fragmentation often has negative effect on corresponding populations and may result in
species extinction [2]; in fact, it is regarded as the most serious threat to biodiversity
worldwide [4].
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This topic is actively studyed and there is a number of models of metapopulation
dynamics (see for example [6] as an introduction). In this paper we will consider a stepping-
stone model. We will address the issue of metapopulation persistence/extinction subject to
a change in the strength of the inter-site coupling by considering the dynamics of a single-
spicies system. We will look at linear and quadratic coupling and habitats with logistic
growth and logistic growth with the Allee effect. We will look at numerical simulations and
prove theorems stating some necessary and sufficient conditions for the metapopulation
persistence, also we will show the existence and the uniqueness of the solution, smoothness
of solutions. Since natural environment is rarely uniform, in our numerical simulations we
will consider sites with random properties.

Generally the model can be written as a system of n equations:

𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑡

= 𝑓𝑖(𝑢𝑖) +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑞𝑖𝑗𝑑(𝑢𝑗 , 𝑢𝑖) = 𝐹𝑖(𝑢1, ..., 𝑢𝑛), 𝑖 ∈ 1, 𝑛,

where 𝑓𝑖(𝑢𝑖) = 𝛼𝑖𝑢𝑖(𝑢𝑖 − 𝛽𝑖)(1 − 𝑢𝑖
𝑘𝑖

) for a patch with an Allee effect, 𝑓𝑖(𝑢𝑖) = 𝛼𝑖𝑢𝑖(1 − 𝑢𝑖
𝑘𝑖

)
for a patch without an Allee effect, 𝑄 = (𝑞𝑖𝑗), 𝑑(𝑢𝑗 , 𝑢𝑖) = 𝑢𝑗 − 𝑢𝑖 for a linear coupling,
𝑑(𝑢𝑗 , 𝑢𝑖) = 𝑢2𝑗 − 𝑢2𝑖 for a quadratic coupling. Here we will consider systems with the same
type of a function 𝑓𝑖. All parameters are not negative, the population of the ith patch 𝑢𝑖 is
a non-negative function. The parameter 𝑘𝑖 is carrying capacity of the patch, 𝛽𝑖 is an Allee
threshold, and 𝑞𝑖𝑗 is the coupling between the ith patch and the jth patch, 𝑞𝑖𝑗 = 𝑞𝑗𝑖.

In numerical simulations we aim to study metapopulation chains: the case when 𝑄 is a
tridiagonal matrix; and tori: the same 𝑄 as in chains but with added coupling between the
first and the last patch. If we have time, we will try to consider other cases. Analytically
we try to state some conditions for the general case and for the special cases.
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Коротковолновые асимптотики внутренней задачи
Дирихле для оператора Лапласа в торе и их связь с
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классическими биллиардами

Курицина Е.А.1,3, Миненков Д.С.1,2,3

1. Московский физико-технический институт (национальный исследовательский
университет)

2. Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН
3. Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова

Рассматривается задача о построении асимптотических собственных функций опе-
ратора Лапласа в трехмерной области, ограниченной двумерным тором, на котором
задаётся условие Дирихле (похожая задача решалась в [1]). С помощью адиабати-
ческого приближения (в форме операторного разделения переменных [2]) при усло-
вие, что собственная функция является быстроосциллирующей, задача сводится к
трем одномерным задачам: двум задачам Штурма-Лиувилля и задаче для уравнения
Шредингера с удерживающим потенциалом (потенциальной ямой). При этом задачи
Штурма-Лиувилля решаются точно, а асимптотики в потенциальной яме строятся
методом ВКБ (в виде канонического оператора Маслова), в результате получаются
асимптотические собственные функции (квазимоды) исходной задачи внутри тора.
Подобные квазиклассические асимптотики связаны с классическими биллиардами —
системой Гамильтона, где гамильтонианом выступает символ квантового оператора, с
соответствующими условиями отражения на границах области. Асимптотики можно
построить в случае, когда соответствующая динамическая система является почти-
интегрируемой, причем процедура операторного разделения переменных в квантовой
задаче связана с осреднением классического гамильтониана. В [3] такая связь проил-
люстрирована для двумерной задачи в узком угле, а в данной работе разобран пример
задач в трехмерной области.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ №22-71-10106 в МГУ имени М.В.
Ломоносова.
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Mathematical modeling of the temporal shift of
current-voltage signals in multisensor system KF

Kuzmin I.L.1

1. Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia
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The paper describes the dynamics of the electrode/solution system KF

𝑦𝑘+1 = 𝐴 · 𝑦𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

where 𝐴 is a square matrix of order 11 × 11.
In this regard, it is proposed to move from the AG matrix to another matrix, which has

a significantly lower order and, in a natural sense, approximates the AG matrix. Namely,
we take into account that the input signals of the system can be considered as a periodic
external signal with a period 𝑇 = 1210 and, accordingly, the outputs of the system are also
periodic. Therefore, the function can be approximated as follows

1) From the vector 𝑦𝑘, we construct a continuous function 𝑦𝑘(𝑡) so that 𝑦𝑘(𝑗) = 𝑦𝑘,
𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 1210;

2) We define the Fourier coefficients of the function as follows 𝑦𝑘

𝑦𝑘0 =
1

1210

∫︁ 1210

0
𝑦𝑘(𝑡)𝑑𝑡, 𝑦𝑘𝑐 =

1

1210

∫︁ 1210

0
𝑦𝑘(𝑡) · cos 𝑘𝑡𝑑𝑡,

𝑦𝑘𝑠 =
1

1210

∫︁ 1210

0
𝑦𝑘(𝑡) · sin 𝑘𝑡𝑑𝑡.

We put the following

𝑦𝑘(𝑡) = 𝑦𝑘0 +
5∑︁

𝑗=1

(𝑦𝑘𝑐 cos 𝑘𝑡+ 𝑦𝑘𝑠 sin 𝑘𝑡) .
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Реализация биллиардными книжками вырожденных
3-атомов с одной окружностью-звёздочкой произвольного

типа

Кузнецова А.А.

Студ. каф. дифференциальной геометрии и приложений мех.-мат. ф-та МГУ

В работе [2] А.Т. Фоменко сформулировал гипотезу о моделировании любых невы-
рожденных интегрируемых гамильтоновых систем с двумя степенями свободы подхо-
дящими биллиардами. В.В. Ведюшкиной и И.С. Харчевой удалось доказать, что про-
извольные невырожденные особенности слоения Лиувилля, называемые также боттов-
скими 3-атомами, реализуются алгоритмически задаваемыми биллиардными книжка-
ми [1].

Оказывается, гипотеза Фоменко справедлива и для некоторых гамильтоновых си-
стем, чей интеграл не является боттовским на уровне энергии 𝑄3, т.е. имеет вырож-
денные особенности. Была сформулирована новая гипотеза о моделировании вырож-
денных 3-атомов.

Гипотеза Ã. В классе слоений Лиувилля интегрируемых биллиардов реализуют-
ся не только боттовские бифуркации торов Лиувилля, но и достаточно богатые
классы бифуркаций торов Лиувилля, описываемых “неботтовскими” 3-атомами, вклю-
чая мультиседловые особенности ранга 1.

Рассмотрим произвольный вырожденный 2-атом 𝑃 с одной звездочкой и выберем
пару простых чисел (𝑝, 𝑞). Сделаем надрез на звездочке и склеим 𝑝 копий исходного
атома вдоль границы разреза. Обозначим полученный атом 𝑃 . Построим цилиндр 𝑃×
[0, 2𝜋] и склеим его основания с поворотом на угол 2𝑞𝜋

𝑝 . Одна окружность, окружность-
звездочка, останется неподвижной, остальные точки за один оборот поворачиваются
на угол 2𝑞𝜋

𝑝 . В результате получится 3-атом со звездочкой типа (𝑝, 𝑞), являющийся
расслоением Зейферта над 2-атомом с особым слоем типа (𝑝, 𝑞).
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Теорема. Гипотеза Фоменко Ã верна для вырожденных 3-атомов с одной окружностью-
звездочкой. Для любого вырожденного 3-атома любой сложности с одной звездочкой
произвольного типа (𝑝, 𝑞) алгоритмически строится биллиардная книжка, склеен-
ная из простейших биллиардов 𝐴′

0.
Работа поддержана грантом РНФ (проект 22-71-10106).
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Solving boundary value problems with moving boundaries
using the method of constructing solutions

integro-differential equations

Litvinov V.L.1, Litvinova K.V.2

1. Head of Dept., Dept. of General–Theoretical Disciplines, Samara State Technical
University; doctoral student, Moscow State University, Ph.D. (Technical), Associate

Professor
2. Moscow State University, Student

The problem of vibrations of objects with moving boundaries, formulated as a differential
equation with boundary and initial conditions, is a nonclassical generalization of a hyperbolic
problem. To facilitate the construction of the solution to this problem and to justify the
choice of the form of the solution, equivalent integro-differential equations with symmetric
and time-dependent kernels and time-varying integration limits are constructed. The phenomenon
of steady-state resonance and passage through resonance is investigated using numerical
methods. The solution was made in the Matlab environment of dimensionless variables,
which allows one to use the obtained results to calculate oscillations of a wide range of
technical objects Among all the many problems of the dynamics of elastic systems from
the point of view of technical applications, the problems of oscillations in systems with
time-varying geometric dimensions are very relevant. Systems, the boundaries of which
are moving, are widespread in technology (ropes of hoisting installations [1–3], flexible
transmission links [3], solid fuel rods [4,5], drill strings [5], etc.). The studies of many
authors on the dynamics of lifting ropes have led to the need to formulate new problems in
mechanics concerning the dynamics of one-dimensional objects of variable lengths. The
presence of moving boundaries causes significant difficulties in the description of such
systems; therefore, approximate solution methods are mainly used here [1–5].

37



Список литературы

[1] Vesnitsky A.I. Waves in systems with moving boundaries and loads. Moscow:
Fizmatlit, 2001. 320 p.

[2] Goroshko O.A., Savin G.N. Introduction to the mechanics of deformable one-
dimensional bodies of variable length. Kiev: Nauk. dumka, 1971, 290 p.

[3] Litvinov V.L., Anisimov V.N. Transverse vibrations of a rope moving in a longitudinal
direction // Bulletin of the Samara Scientific Center of the Russian Academy of
Sciences. 2017. T. 19.No. 4. – P.161–165.

[4] Litvinov V.L., Anisimov V.N. Mathematical modeling and research of oscillations
of one-dimensional mechanical systems with moving boundaries: monograph / V. L.
Litvinov, V. N. Anisimov – Samara: Samar. state tech. un – t, 2017. – 149 p.

[5] Lezhneva A.A. Free bending vibrations of a beam of variable length // Uchenye zapiski.
Perm: Perm. un – t, 1966. No. 156. P. 143–150.

О полярных потоках с локально плоскими замыканиями
сепаратрис

Максимов Д. А.

НИУ ВШЭ

Напомним, что поток 𝑓 𝑡 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛 на замкнутом 𝑛-мерном многообразии назы-
вается полярным, если выполняются следующие условия:

• Неблуждающее множество Ω𝑓 𝑡 потока состоит из конечного числа гиперболиче-
ских состояний равновесия, при этом множество источниковых (стоковых) со-
стояний равновесия состоит ровно из одной точки.

• Инвариантные многообразия состояний равновесия пересекаются трансверсаль-
но.

Для седловой точки 𝜎 обозначим 𝑊 𝑠
𝜎 ,𝑊

𝑢
𝜎 устойчивое и неустойчивое многообразие

точки 𝜎.
Замкнутое многообразие 𝑋 ⊂ 𝑀𝑛 размерности 𝑚 является локально плоским в

𝑀𝑛 в точке 𝑥, если существует окрестность точки 𝑥 ∈ 𝑈𝑥 ⊂ 𝑀𝑛 и гомеоморфизм
ℎ : 𝑈𝑥 → R𝑛 такой, что ℎ(𝑋 ∩ 𝑈𝑥) является координатной гиперплоскостью R𝑚 ⊂ R𝑛.

Theorem 1. Пусть 𝑓 𝑡 — полярный поток на сфере 𝑆4, неблуждающее множество
которого состоит из источника 𝛼, стока 𝜔 и двух седел 𝜎1, 𝜎2 с индексами Мор-
са, равными 1 и 2 соответственно. Тогда замыкание многообразия 𝑊 𝑠

𝜎2
является

локально плоской двумерной сферой.
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Этот результат контрастирует с теоремой 6 работы [1], где приведен пример по-
лярного потока с двумя седловыми состояниями равновесия индекса 2, замыкания
всех инвариантных многообразий которых являются дико вложенными двумерными
сферами.

Благодарности. Работа выполнена в рамках проекта №23-00-028 «Динамические
системы с многомерным фазовым пространством: от регулярной динамики к хаосу»
конкурса научно-учебных групп НИУ ВШЭ в 2023 г.
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Принцип максимума Александрова–Бакельмана для
эллиптических операторов на стратифицированном

множестве типа “книжка”

Mironenko Foma

Saint-Petersburg State University

Доклад посвящён одному из наиболее красивых геометрических подходов к до-
казательству качественных свойств уравнений в частных производных — принципу
максимума Александрова–Бакельмана [1], [2], [3]. История развития данного подхода
отражена в обзорах [5], [4].

Отправной точкой для нашей задачи является локальная задача Вентцеля на об-
ласти Ω = 𝐵𝑛

+ = 𝐵𝑛 ∩ {𝑥𝑛 > 0} c “плоской границей” 𝐵𝑛
0 = 𝐵𝑛 ∩ {𝑥𝑛 = 0}, где 𝐵𝑛

— единичный шар в R𝑛. В классической постановке рассматриваются два линейных
дифференциальных оператора второго порядка в недивергентной форме:

ℒ =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝐷𝑖𝐷𝑗 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝐷𝑖,

заданный на 𝐵𝑛
+ и

ℬ =
𝑛−1∑︁
𝑙,𝑚=1

𝛼𝑙𝑚𝐷𝑙𝐷𝑚 +
𝑛−1∑︁
𝑙=1

𝛽𝑙𝐷𝑙 − 𝛽𝑛𝐷𝑛,

заданный на плоской границе 𝐵𝑛
0 . На коэффициенты операторов накладываются сле-

дующие ограничения: матрицы старших коэффициентов ограничены 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐿∞(𝐵𝑛
+),

𝛼𝑙𝑚 ∈ 𝐿∞(𝐵𝑛
0 ) и удовлетворяют строгому условию эллиптичности, младшие принад-

лежат пространствам Лебега 𝑏𝑖 ∈ 𝐿𝑛(𝐵𝑛
+), 𝛽𝑙 ∈ 𝐿𝑛−1(𝐵

𝑛
0 ), а 𝛽𝑛 ⩾ 0 — измеримая

функция. Доказательство принципа максимума для данной постановки хорошо из-
вестно.

В нашей работе принцип максимума обобщается на случай стратифицированного
шара. Мы рассматриваем 𝐾 копий полушара 𝐵𝑛

+ в пространстве R𝑛+1, склеенных по
общей плоской границе. На каждом из них задан оператор ℒ[𝑘], аналогичный ℒ по
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структуре, а в операторе ℬ добавляется 𝐾 слагаемых вида 𝑏
[𝑘]
𝑛 𝐷

[𝑘]
𝑛 , где 𝐷[𝑘]

𝑛 обозна-
чает одностороннюю производную на 𝑘-ом полушаре. Данные слагаемые связывают
значения функции на разных полушарах, и из-за них задача требует построения до-
полнительных конструкций.

Основным вспомогательным инструментом в доказательстве является т.н. нор-
мальное отображение. Поскольку при 𝐾 > 2 стратифицированный шар не вкладыва-
ется в R𝑛, нормальное отображение в данном случае требует существенной модифи-
кации.

Доклад основан на совместной работе с А.И. Назаровым [6].
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Newton polytopes in the differential elimination problem

Mukhina Y.S.

Department of Higher Algebra, Lomonosov Moscow State University

Let 𝑅 be a differential ring. Consider a ring of polynomials in infinitely many variables

𝑅[𝑥(∞)] := 𝑅[𝑥, 𝑥′, 𝑥′′, 𝑥(3), ...]

and extend the derivation from 𝑅 to this ring by (𝑥(𝑗))′ := 𝑥(𝑗+1). The resulting differential
ring is called the ring of differential polynomials in 𝑥 over 𝑅. The ring of differential
polynomials in several variables is defined by iterating this construction.

Let 𝑆 := 𝑅[𝑥∞1 , ..., 𝑥
∞
𝑛 ] be a ring of differential polynomials over a differential ring 𝑅.

An ideal 𝐼 ⊂ 𝑆 is called a differential ideal if 𝑎′ ∈ 𝐼 for every 𝑎 ∈ 𝐼. Denote by ⟨𝑓1, ..., 𝑓𝑠⟩(∞)

the differential ideal
⟨𝑓 (∞)

1 , ..., 𝑓 (∞)
𝑠 ⟩
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for every 𝑓1, ..., 𝑓𝑠 ∈ 𝑆.
Consider a system of differential equations of the form

x′ = f(x),

where x = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) is a tuple of differential indeterminates and f = (𝑓1, ..., 𝑓𝑛) is a
tuple of polynomials from C[x]. Systems of these form describe dynamical systems with
polynomial dynamics and appear often in the literature. One natural elimination task is
to eliminate all the variables except one, say 𝑥1, that is, describe a differential ideal

⟨𝑥′1 − 𝑓1(x), ..., 𝑥′𝑛 − 𝑓𝑛(x)⟩(∞) ∩ C[𝑥
(∞)
1 ].

In this work we will consider the case of system

𝑥′1 − 𝑔1(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥′2 − 𝑔2(𝑥1, 𝑥2) = 0,

where 𝑔1 and 𝑔2 are generic polynomials of degrees 2 and 𝑑, respectively, and prove the
characterization of Newton polytopes of the minimal polynomial of the corresponding
elimination ideal for the degree pairs (2, 𝑑).
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Schrödinger operator spectrum in the covering of an elliptic
ring.

Nikulin M.A.1,2

1. Lomonosov Moscow State University, Faculty of Mechanics and Mathematics
2. Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics

It is well known that billiards in a domain bounded by quadrics which chare common
foci is integrable. Recent works by A.T. Fomenko and V.V. Vedyushkina (see [1]–[3], as
well as other works by these authors) have again gained the attention of specialists to this
topic.

In particular, in the work [3] the features of the billiard system in a ring bounded by
confocal ellipses were studied.

In this report, the corresponding quantum system is considered. Namely, the asymptotics
of the eigenvalues of the Schrödinger operator is derived when the distance between foci
tends to zero.
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Оценки отклонений приближенных решений от точных в
эллиптической задаче с препятствием для 𝑝-Лапласиана

Новикова А.А.

Российский университет дружбы народов, Москва

Рассматривается задача со свободной границей для оператора
𝑝-Лапласа, которая может быть сведена к проблеме минимизации функционала энер-
гии

𝐽 [𝑢] := inf
𝑣∈K

𝐽 [𝑣] = inf
𝑣∈K

∫︁
Ω

(
1

𝑝
|∇𝑣|𝑝 − 𝑓𝑣) dx (1)

на выпуклом замкнутом множестве K =
{︁
𝑣 ∈𝑊 1,𝑝

0 (Ω) : 𝑣 ≥ 𝜑 п.в. в Ω
}︁

. Здесь функ-
ция 𝑣 ∈ K является приближенным решением поставленной задачи, Ω ⊂ R𝑛 - огра-
ниченная область, препятствие 𝜑 ∈ 𝐶max{2,𝑝} удовлетворяет условию 𝜑 ≤ 0 на 𝜕Ω, а
𝑓 ∈ 𝐿𝑞 (Ω), где 1

𝑝 + 1
𝑞 = 1, - заданная измеримая функция.

В последнее десятилетие актуальным направлением исследования задач со свобод-
ными границами является разработка функциональных инструментов количествен-
ной оценки качества полученных приближенных решений. Такое направление иссле-
дований задач со свободными границами представлено в [1] и [2]. В данной работе
также изучаются оценки ошибок отклонений приближенных решений от точных. За-
метим, что любая функция 𝑣 ∈ K может считаться приближенным решением нели-
нейной задачи (1).

В соответствии с общей теорией двойственности для выпуклых вариационных
функционалов, методом двойственных мажорант (см., например, [3] и [4]) для по-
ставленной задачи (1) было получено основное тождество ошибки. Оно позволяет
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представить полную меру отклонения аппроксимаций от точных решений в прямом и
сопряженном пространствах через полностью вычисляемое выражение. Однако полу-
ченное тождество содержит ограничения на приближенные решения в двойственной
задаче. Поэтому в работе также представлено расширение допустимого множества
для этих функций, то есть найдены явно вычисляемые мажоранты ошибок, в случа-
ях 1 < 𝑝 < 2 и 𝑝 ≥ 2.
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Зацепление как полный инвариант 3-диффеоморфизмов
Морса-Смейла

Ноздринов А.А.

Международная лаборатория динамических систем и приложений НИУ ВШЭ
Нижний Новгород

В данном докладе рассматривается градиентно-подобные диффеоморфизмы Морса-
Смейла, заданные на трехмерной сфере S3. Для таких диффеоморфизмов полный ин-
вариант топологической сопряженности получен в работах Х. Бонатти, В. Гринеса,
В. Медведева, Е. Пеку. Он представляет собой класс эквивалентности набора гомото-
пически нетривиально вложенных торов и бутылок Клейна, вложенных в некоторое
замкнутое 3-многообразие, фундаментальная группа которого допускает эпиморфизм
в группу Z. Такой инвариант называется схемой градиентно-подобного диффеомор-
физма 𝑓 : S3 → S3. Выделен класс 𝐺 диффеоморфизмов, для которых полным ин-
вариантом является более простой с топологической точки зрения объект, а именно
зацепление существенных узлов в многообразии S2 × S1.

Рассматриваемые диффеоморфизмы определяются тем, что их неблуждающее мно-
жество содержит единственный источник, а замыкания устойчивых многообразий сед-
ловых точек ограничивают трехмерные шары с попарно не пересекающимися внут-
ренностями. В рамках доклада доказано, что в дополнении к замыканию этих шаров
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диффеоморфизм класса 𝐺 содержит в точности одну неблуждающую точку, кото-
рая является неподвижным стоком. Установлено, что полным инвариантом тополо-
гической сопряженности диффеоморфизмов класса 𝐺 является пространство орбит
неустойчивых седловых сепаратрис в бассейне этого стока. Показано, что простран-
ство орбит представляет собой зацепление нестягиваемых узлов в многообразии S2×S1
и эквивалентность зацеплений равносильна эквивалентности схем. Также приведена
реализация диффеоморфизмов рассмотренного класса по произвольному зацеплению,
состоящему из существенных узлов в многообразии S2 × S1.

Благодарности. Работа выполнена при поддержке Лаборатории динамических си-
стем и приложений НИУ ВШЭ, грант Министерства науки и высшего образования
РФ соглашение №075-15-2022-1101

Устойчивая изотопическая связность диффеоморфизмов
Палиса

Ноздринова Е.В.

Международная лаборатория динамических систем и приложений НИУ ВШЭ
Нижний Новгород

Проблема существования дуги с не более, чем счетным (конечным) числом би-
фуркаций, соединяющей структурно устойчивые системы (системы Морса-Смейла)
на многообразиях вошла в список пятидесяти проблем Палиса-Пью [1] под номером
33.

В 1976 году Ш. Ньюхаусом, Дж. Палисом, Ф. Такенсом [2] было введено понятие
устойчивой дуги, соединяющей две структурно устойчивые системы на многообразии.
Такая дуга не меняет своих качественных свойств при малом шевелении. В том же го-
ду Ш. Ньюхаус и М. Пейшото [3] доказали существование простой дуги (содержащей
лишь элементарные бифуркации) между любыми двумя потоками Морса-Смейла. Из
результата работы Ж. Флейтас [4] вытекает, что простую дугу, построенную Ньюха-
усом и Пейшото всегда можно заменить на устойчивую [5].

Для диффеоморфизмов Морса-Смейла, заданных на многообразиях любой раз-
мерности известны примеры систем, которые не могут быть соединены устойчивой
дугой. Препятствия появляются уже для сохраняющих ориентацию диффеоморфиз-
мов окружности 𝑆1, которые соединяются устойчивой дугой только в случае совпа-
дения чисел вращения [6].

В размерности два появляются дополнительные препятствия к существованию
устойчивых дуг между изотопными диффеоморфизмами. Они связаны с наличием
периодических точек [7], [8] и гетероклинических пересечений [9].

В рамках доклада рассматривается класс 𝐺(𝑀2) градиентно-подобных диффео-
морфизмов 𝑓 , заданных на замкнутой ориентируемой поверхности 𝑀2, в предполо-
жении, что все неблуждающие точки 𝑓 неподвижны и имеют положительный тип
ориентации.

Теорема Любые диффеоморфизмы 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝐺(𝑀2) соединяются устойчивой дугой
с конечным числом типично проходящих некритических седло-узловых бифуркаций.

Доказательство данного результата основано на построении дуги без бифуркаций
соединяющей диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺(𝑀2) с диффеоморфизмом 𝜑𝑓 ∈ 𝐺(𝑀2), который
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является сдвигом на единицу времени типичного градиентного потока 𝜑𝜏𝑓 некоторой
функции Морса. В силу работ [3], [4], [5] любые два таких потока соединяются дугой
с конечным числом седло-узловых бифуркаций.

Благодарности. Работа выполнена при поддержке Лаборатории динамических си-
стем и приложений НИУ ВШЭ, грант Министерства науки и высшего образования
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Mathematical modeling of plasma transport in a spiral
magnetic field

Oksogoeva I.P.

Peoples’ Friendship University of Russia

Open magnetic systems for plasma confinement have been considered as possible
configurations for a fusion reactor since the early days of fusion research. The paper
presents a mathematical model of the plasma transport in a spiral magnetic field for a
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new installation SMOLA [1] for plasma confinement, created at the Budker Institute of
Nuclear Physics of SB RAS. Numerical simulation of the transport equation in a helical
magnetic field is carried out [2]. The stationary equation of plasma transport in the axially
symmetric formulation contains the second derivatives, including mixed ones. The equation
also contains the following variables 𝜆 is the ratio of the system length  Lto the mean free
path 𝜆, n is the normalized concentration, 𝜑 the plasma potential, /T the sum of ionic
and electron temperatures. Magnetic plasma confinement for fusion power [3] involves
the formation of a self-consistent configuration of plasma and magnetic field. Such a
configuration should be able to prevent the loss of particles and energy and exist for some
time, long enough on the scales of plasma processes. The distribution of the substance
concentration obtained by numerical simulation has a qualitative correspondence with the
data of field experiments. In the future, a more accurate comparison with experimental data
is planned, the use of the method of successive over-relaxation, as well as the variation of
parameters: the depth of corrugation, diffusion

This work is supported by the Ministry of Science and Higher Education of the Russian
Federation (megagrant agreement No. 075-15-2022-1115).
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Симплициальная геометрия взвешенных полных
пересечений

Овчаренко М.А.

Математический институт РАН им. Стеклова

Для любого взвешенного проективного пространства P(𝜌) его особый локус Sing(P(𝜌))
и базисные множества Bs(|𝒪P(𝜌)(𝑑)|) линейных систем |𝒪P(𝜌)(𝑑)| могут быть описаны в
терминах взвешенных симплициальных комплексов, т.е., абстрактных симплициаль-
ных комплексов, снабжённых функцией веса на гранях. Мы покажем, что из суще-
ствования гладкого взвешенного полного пересечения с заданными весами и степеня-
ми следует существование специальной комбинаторной структуры на данных вешен-
ных симплициальных комплексах. С помощью этой структуры мы построим примеры
гладких хорошо сформированных взвешенных полных пересечений со сложной ком-
бинаторикой весов и степеней.
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Двойственность Долгачёва–Никулина для слоёв
торических моделей Ландау–Гинзбурга гладких

3-многообразий Фано

Овчаренко Михаил1, Harder Andrew2

1. Математический институт им. В.А. Стеклова
2. Lehigh University

Зеркальная симметрия сопоставляет многообразиям Фано одномерные семейства
многообразий Калаби–Яу, которые называются моделями Ландау–Гинзбурга. Элле-
менты этих семейств зеркально двойственны к антиканоническим сечениям многооб-
разий Фано.

В частности, в трёхмерном случае речь идёт о зеркальной симметрии K3 поверх-
ностей. Одна из её наиболее интересных форм — так называемая двойственность
Долгачёва–Никулина: она переставляет решётки алгебраических и трансцендентных
циклов на K3 поверхности.

Теория торических моделей Ландау–Гинзбурга даёт эффективный метод построе-
ния моделей Ландау–Гинзбурга. Естественно ожидать, что двойственность Долгачёва–
Никулина выполнена для слоёв торических моделей Ландау–Гинзбурга гладких 3-
многообразий Фано.

Данная гипотеза была доказана Ильтеном–Льюисом–Пржиялковским в случае
числа Пикара 1. Мы покажем, что некоторая форма двойственности Долгачёва–Никулина
имеет место для всех остальных гладких 3-многообразий Фано, и обсудим возможные
обобщения.

On recognition of finite groups by the set of conjugacy class
sizes

Panshin V.1,2

1. Novosibirsk State University
2. Sobolev Institute of Mathematics

Let 𝐺 be a finite group. For 𝑥 ∈ 𝐺, denote by 𝑥𝐺 the set {𝑥𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺}, that is the
conjugacy class containing 𝑥, by |𝑥𝐺| its size, and by 𝑁(𝐺) the set of all conjugacy class
sizes of 𝐺.

Even in the first days of group theory, it was recognized that understanding of conjugacy
classes sizes is essential to the investigation of the group structure. One of the first major
results here is due to Burnside [1] who showed that a group with a conjugacy class of
nonidentity prime power size must include a nontrivial proper normal subgroup, so it
cannot be simple.

The center 𝑍(𝐺) = {𝑥 | 𝑥𝑔 = 𝑔𝑥, 𝑔 ∈ 𝐺} is obviously a normal subgroup of a group 𝐺.
In 1980s J.G. Thompson posed the following conjecture: If 𝐿 is a finite nonabelian simple
group, 𝐺 is a finite group with 𝑍(𝐺) = 1, and 𝑁(𝐺) = 𝑁(𝐿), then 𝐺 = 𝐿. Later A.S.
Kondrat’ev added this conjecture to the Kourovka Notebook [4, Question 12.38]. In the
series of papers of different authors, it took more than thirty years to confirm the conjecture
and the final step was done by I.B. Gorshkov in [2].
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In the talk we will discuss one generalization of Thompson’s conjecture. Recently,
Gorshkov posed the following

Question [4, 20.29]. Let 𝑆 be a nonabelian finite simple group. Is it true that for any
positive integer 𝑛, if the set of class sizes of a finite group 𝐺 with 𝑍(𝐺) = 1 is the same as
the set of class sizes of the direct power 𝑆𝑛, then 𝐺 = 𝑆𝑛?

There are no examples when the answer to this question is negative and the only studied
case with 𝑛 > 1 is when 𝐿 = 𝐴5 is the alternating group of degree 5 and 𝑛 = 2 [3]. In the
talk the following results will be presented.

Theorem 1 [5]. If 𝐺 is a group with 𝑍(𝐺) = 1 and 𝑁(𝐺) = 𝑁(𝐴6 × 𝐴6), then
𝐺 = 𝐴6 ×𝐴6.

Theorem 2. If 𝐺 is a group with 𝑍(𝐺) = 1 and 𝑁(𝐺) = 𝑁(𝐴5 × 𝐴5 × 𝐴5), then
𝐺 = 𝐴5 ×𝐴5 ×𝐴5.

The work is supported by Mathematical Center in Akademgorodok under agreement
No. 075-15-2022-281. with the Ministry of Science and Higher Education of the Russian
Federation.
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Remark on one Evans type model of geo-economics

Podolin D., Rassadin A.

Higher School of Economics

By the end of the last century geo-economics is known to stand out from economic
theory, namely, geo-economics studies the influence of geographical factors on economic
processes (see [1] and references therein). Therefore, the task of translating geo-economic
representations into the language of mathematics is currently very urgent.

In this report, a homogeneous chain consisting of 𝑁 identical Evans-like stores [2] is
considered. Each of these equidistant stores sells a certain product, 𝑝𝑛(𝑡) being price of
this product in 𝑛−th store. This price is supposed to obey the following system of ordinary
differential equations:

𝑑𝑝𝑛
𝑑𝑡

= 𝛾 [(𝑎− 𝑏 𝑝𝑛) − (𝑐+ 𝑑 𝑝𝑛)] + 𝛼 (𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛) + 𝛽 (𝑝𝑛−1 − 𝑝𝑛) , (1)
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where 𝛾, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 are canonical parameters of Evans model [2], and terms with 𝛼 and 𝛽
describe mutual influence of the nearest neighbors on each other. Values 𝛾, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 are
positive, but it is assumed that 𝑎 > 𝑐.

Further let 𝑁 ≫ 1 and 𝛿 is a distance between the neighboring stores, then, denoting
𝑃 (𝑛 𝛿, 𝑡) = 𝑝𝑛(𝑡), one can reduce system (1) of 𝑁 ordinary differential equations to a single
partial differential equation:

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= −Γ (𝑃 − 𝑃*) +𝐷

𝜕2𝑃

𝜕𝑥2
, 𝑃 (𝑥, 0) = 𝑃0(𝑥) , (2)

where 𝑉 = 𝛿 (𝛼−𝛽), 𝐷 = 𝛼 𝛿2, Γ = 𝛾 (𝑏+𝑑), 𝑃* = (𝑎−𝑐)/(𝑏+𝑑) and 𝑃0(𝑥) is distribution
of initial price of the product along the chain of stores. Function 𝑃0(𝑥) ought to be positive
everywhere. Further it is supposed that 𝛼 > 0 and 𝛽 ∈ R.

Exact solution of the Cauchy problem (2) on the straight line is equal to:

𝑃 (𝑥, 𝑡) = 𝑃* (1 − 𝑒−Γ 𝑡) +

∫︁ +∞

−∞
exp

[︂
−Γ 𝑡− (𝑥− 𝑉 𝑡− 𝜉)2

4𝐷 𝑡

]︂
𝑃0(𝜉) 𝑑𝜉

2
√
𝜋𝐷 𝑡

. (3)

If the support of the function 𝑃0(𝑥) is located far enough from the boundaries of the
chain, then for a certain period of time the expression (3) approximates the solution of
input system (1) quite accurately.

In the report graphs of functions (3) under different initial conditions 𝑃0(𝑥) are presented
and its properties are discussed.
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Топология особенностей эллиптического биллиарда в
потенциальном поле

Пустовойтов С.Е.

Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова

Рассмотрим математический биллиард на столе, ограниченном эллипсом 𝑥2/𝑎 +
𝑦2/𝑏 = 1. Такая классическая кусочно-гладкая система с двумя степенями свободы,
впервые рассмотренная Биркгофом, была изучена многими авторами с различных
точек зрения. В частности известно, что такой биллиард интегрируем в квадратурах.
А именно, он является гамильтоновой системой с гамильтонианом 𝐻 =

𝑝2𝑥+𝑝2𝑦
2 , при

этом допускает еще одну функцию вида

Λ =
𝑝2𝑥
𝑎

+
𝑝2𝑦
𝑏

− (𝑥𝑝𝑦 − 𝑝𝑥𝑦)2

𝑎𝑏
,
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которая сохраняется на траекториях движения, т.е. является первым интегралом. Бо-
лее того, эти две функции, определенные на кусочно-гладком фазовом пространстве
𝑀4 = {(𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑥, 𝑦)}, функционально независимы почти всюду. Слоение этого фазо-
вого пространства на общие поверхности уровня интегралов 𝑇ℎ,𝑓 = {𝑥̄ ∈𝑀4 : 𝐻(𝑥̄) =
ℎ, 𝐹 (𝑥̄) = 𝑓} называется слоением Лиувилля. Структуру слоения Лиувилля, ограни-
ченного на изоэнергетическое многообразие 𝑄3

1 = {𝑥̄ ∈𝑀4 : 𝐻(𝑥̄) = 1}, эллиптическо-
го биллиарда, а также любого локально-плоского биллиарда, ограниченного дугами
софокусных эллипсов и гипербол, исследовала В. В. Ведюшкина в [1] в терминах ин-
вариантов Фоменко-Цишанга (см. [2]).

Потребуем теперь, что на биллиардный шар действует полиномиальный потенциал
𝑊 (𝑥, 𝑦) степени не больше четырех. Гамильтониан такой системы имеет вид 𝐻 =
𝑝2𝑥+𝑝2𝑦

2 +𝑊 (𝑥, 𝑦). Однако в общем случае интегрируемость не сохраняется. Тем не менее,
с учетом критерия интегрируемости, предложенным В. В. Козловым в [3], биллиард
является интегрируемым тогда и только тогда, когда потенциал имеет вид

𝑊 (𝑥, 𝑦) = −𝑐0(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎− 𝑏) − 𝑐1((𝑥
2 + 𝑦2 − 𝑎− 𝑏)2 + 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑥2 − 𝑎𝑏),

при этом дополнительный интеграл имеет вид 𝐹 = Λ + 𝑓(𝑥, 𝑦). Структура слоения
Лиувилля такого биллиарда, ограниченного на изоэнергетические многообразия 𝑄3

ℎ,
была изучена автором в [4]. Теперь же изучим ее в инвариантных четырехмерных
окрестностях слоев, содержащих невырожденные точки ранга 0 (в которых выпол-
нено 𝑑𝐻 = 𝑑𝐹 = 0) или вырожденные критические траектории. В частности, верно
следующее.

Теорема. Невырожденные точки ранга 0 эллиптического биллиарда с потенци-
алом четвертой степени имеют тип центр-центр, центр-седло или седло-седло.
Слоение Лиувилля в окрестности слоев типа центр-седло имеет вид прямого про-
изведения 2-атома 𝐴 на один из 2-атомов 𝐵, 𝐵2, 𝐶2, 𝐶4. В окрестности слоев ти-
па седло-седло оно имеет вид полупрямого произведения 𝐵 × 𝐶2/𝑍2, 𝐵2 × 𝐶2/𝑍2 или
𝐵×𝐶4/𝑍2. Всего существует шесть типов окрестностей особых слоев, содержащих
вырожденную орбиту, с точностью до лиувиллевой эквивалентности.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ 22-71-10106
в МГУ имени М.В.Ломоносова.
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New explicit exact solutions of one-dimensional heat
equation and some its applications

Rassadin A.

Higher School of Economics

The Cauchy problem for one-dimensional heat equation

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) , −∞ < 𝑥 < +∞ (1)

describes a wide range of physical problems [1].
Exact solution of the Cauchy problem (1) is known to be expressed via its initial

condition 𝑢0(𝑥) as follows [1]:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
√
𝜋 𝑡

∫︁ +∞

−∞
exp

[︂
−(𝑥− 𝜉)2

4 𝑡

]︂
𝑢0(𝜉) 𝑑𝜉 . (2)

But in practice in order to analyze different applications of heat equation (1) it is often
required to possess by quite convenient explicit formulas for exact solution (2).

To overcome this obstacle let us consider the next countable set of initial conditions:

𝑢0(𝑥) = 𝐻𝑛(𝑥) exp(−𝑥2/2) , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (3)

where

𝐻𝑛(𝑥) =

[𝑛/2]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 𝑛!

𝑘! (𝑛− 2 𝑘)!
(2𝑥)𝑛−2 𝑘 (4)

are the Hermite polynomials in standard form [2]. Obviously, functions (3) form orthogonal
basis in Hilbert space 𝐿2(R).

Substituting functions (3) into integral (2) and using the well-known formula of generating
function for the Hermite polynomials [2] it is not difficult to find that exact solutions of
heat equation corresponding to functions (3) are equal to:

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) =
(1 − 2 𝑡)

𝑛
2

(1 + 2 𝑡)
𝑛+1
2

𝐻𝑛

(︂
𝑥√

1 − 4 𝑡2

)︂
exp

[︂
− 𝑥2

2 (1 + 2 𝑡)

]︂
. (5)

It is necessary to underline that looking at formula (4) one can easily check that there
is no singularity in expression (5) under 𝑡 = 1/2.

Using symmetry group of heat equation (1) one can generate from solutions (5) new
exact solutions of input equation [3]. For example, the Galilean transformation with velocity
𝑉 ∈ R [3] yields from functions (5) the next exact solution:

̃︀𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = exp

(︂
𝑉 2𝑡

4
− 𝑉 𝑥

2

)︂
𝑢𝑛(𝑥− 𝑉 𝑡, 𝑡) . (6)

Explicit solution (6) is certain to be very useful too.
At last, explicit exact solutions (5) and (6) are very important to a number of applications

of the 𝐶0-semigroup theory based on the Chernoff tangency (see [4] and references therein).
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On element orders in covers of 𝑃𝑆𝐿2(𝑞)

Rodionov V. M.

Novosibirsk State University

The spectrum 𝜔(𝐺) of a finite group 𝐺 is the set of the orders of its elements. We
call groups 𝐺 and 𝐻 isospectral if 𝜔(𝐺) = 𝜔(𝐻). Let ℎ(𝐺) be the number of pairwise
non-isomorphic finite groups isospectral to 𝐺. A group 𝐺 is said to be almost recognizable
by spectrum if ℎ(𝐺) < ∞ and unrecognizable if ℎ(𝐺) = ∞. A finite group 𝐺 having a
nontrivial soluble subgroup is always unrecognizable. In contrast, most of nonabelian simple
groups are almost recognizable. More precisely, apart from a finite number of exceptions,
all unrecognizable nonabelian simple groups are among the groups 𝑃𝑆𝑈3(𝑞), 𝑃𝑆𝑝4(𝑞),
𝑃𝑆𝑝8(𝑞) and 𝑃Ω9(𝑞).

We are concerned with the groups 𝑃𝑆𝑝4(𝑞) which are unrecognizable by spectrum for
all prime powers 𝑞 ̸= 32𝑛+1, 𝑛 ≥ 1 [1, 2]. The general structure of a group 𝐺 isospectral
to 𝑃𝑆𝑝4(𝑞), where 𝑞 ̸= 32𝑛+1, 𝑛 ≥ 1, was studied in [3]. Namely, it was proved that, up to
isomorphism, either 𝑃𝑆𝑝4(𝑞) ≤ 𝐺 ≤ 𝐴𝑢𝑡(𝑃𝑆𝑝4(𝑞)), or the quotient group of 𝐺 with respect
to its largest normal soluble subgroup 𝐾 satisfies 𝑃𝑆𝐿2(𝑞

2) ≤ 𝐺/𝐾 ≤ 𝐴𝑢𝑡(𝑃𝑆𝐿2(𝑞
2)).

However, the following question remains open: can this quotient group 𝐺/𝐾 be isomorphic
exactly to 𝑃𝑆𝐿2(𝑞

2)? It is known that the answer is positive if 𝑞 is a power of 2 or 3 [1, 2],
and negative if 𝑞 = 7 [3, Remark 4]. We show that in all other cases the answer is negative.

Theorem. Let 𝑞 = 𝑝𝑚, where 𝑝 > 3 is prime. If 𝐺 is a finite group, 𝐾 is a normal
subgroup of 𝐺 and 𝐺/𝐾 ≃ 𝑃𝑆𝐿2(𝑞

2), then 𝜔(𝐺) ̸= 𝜔(𝑃𝑆𝑝4(𝑞)).
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Upper bound for capital in Solow model with logistic labor
resource

Rubtzov M., Pisarev M., Rassadin A.

Higher School of Economics

Let us consider Solow model of macroeconomics [1] with a Cobb-Douglas production
function with degree 𝛼 (0 < 𝛼 < 1) [2]:

𝑑𝐾

𝑑𝑡
= −𝜇𝐾 + 𝜌 (1 − 𝑎)𝐴𝐾𝛼𝐿1−𝛼 , (1)

where 𝜇, 𝜌, 𝑎, 𝐴 are parameters of the model, 𝐾 is capital of macroeconomics under
consideration and 𝐿 is its labor resource.

Let one suppose that temporal dynamics of labor obeys to the logistic equation with
rate value 𝛾:

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= 𝛾 𝐿 (𝐿𝑚 − 𝐿) , (2)

where 𝐿𝑚 is maximal labor resource available in the macroeconomics. This model of labor
resource dynamics is borrowed from the theory of advertising.

It is obvious that it is required to provide system of differential equations (1) and (2)
by initial conditions:

𝐾(0) = 𝐾0 , 𝐿(0) = 𝐿0 , 0 < 𝐿0 < 𝐿𝑚 . (3)

Further let us introduce the following dimensionless variables and parameters:

𝑘 =
𝐾

𝐿𝑚

[︂
𝜇

𝜌 (1 − 𝑎)𝐴

]︂ 1
1−𝛼

, 𝑙 =
𝐿

𝐿𝑚
, 𝜏 = 𝜇 𝑡 , 𝛽 =

𝛾𝐿𝑚

𝜇
, (4)

then one can rewrite the Cauchy problem (1)-(3) in the next form:

𝑑𝑘

𝑑𝜏
= −𝑘 + 𝑘𝛼 𝑙1−𝛼 ,

𝑑𝑙

𝑑𝜏
= 𝛽 𝑙 (1 − 𝑙) , 𝑘(0) = 𝑘0 , 𝑙(0) = 𝑙0 , (5)

where dimensionless initial conditions 𝑘0 and 𝑙0 are calculated from values (3) using formulas
(4).

It is well-known that exact solution of the second equation of system (5) is equal to:

𝑙(𝜏) =
𝑙0

𝑙0 + (1 − 𝑙0) exp(−𝛽 𝜏)
, (6)

hence, it is easy to see that exact solution of the first equation of system (5) is expressed
via function (6) as follows:

𝑘(𝜏) =

[︂
𝑘1−𝛼
0 𝑒−(1−𝛼) 𝜏 + (1 − 𝛼)

∫︁ 𝜏

0
𝑒−(1−𝛼) (𝜏−𝜃) 𝑙1−𝛼(𝜃) 𝑑𝜃

]︂ 1
1−𝛼

. (7)
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But integral in formula (7) proves to be impossible to express via elementary functions.
Nevertheless using inequality 0 < 𝑙(𝜏) < 1 one can obtain the next upper bound for
function (7):

𝑘(𝜏) ≤
[︁

1 + (𝑘1−𝛼
0 − 1 ) 𝑒−(1−𝛼) 𝜏

]︁ 1
1−𝛼

. (8)

In the report graphs of the right hand side of inequality (8) under different values both
𝑘0 and 𝛼 are presented.
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Classical solution of the initial-value problem for a quasilinear
wave equation with discontinuous initial conditions

Rudzko J.V.1, Korzyuk V.I.1,2

1. Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Belarus
2. Belarusian State University

In this report we shall consider the question of global solvability in 𝑄 = [0,∞) ×R of
the initial-value problem

(𝜕2𝑡 − 𝑎2𝜕2𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜕𝑡𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜕𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)) = 𝐹 (𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄,
𝑢(0, 𝑥) = 𝜙(𝑥), 𝜕𝑡𝑢(0, 𝑥) = 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ R,

(1)

where 𝑎 > 0 for definiteness, 𝑄 = (0,∞) ×R, 𝐹 is a function given on the set 𝑄, 𝑓 is a
function given on the set 𝑄×R3. The functions 𝜙 and 𝜓 are piecewise smooth and defined
by the formula

𝜙(𝑥) =

⎧⎨⎩
𝜙1(𝑥), 𝑥 ∈ (−∞, 𝑥0),
𝐴, 𝑥 = 𝑥0,
𝜙2(𝑥) 𝑥 ∈ (𝑥0,+∞),

𝜓(𝑥) =

{︂
𝜓1(𝑥), 𝑥 ∈ (−∞, 𝑥0),
𝜓2(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑥0,+∞),

where 𝑥0 and 𝐴 are arbitrary real numbers, 𝜙1 and 𝜓1 are functions given on the set
(−∞, 𝑥0], and 𝜙2 and 𝜓2 are functions given on the set [𝑥0,+∞).

Following [1], we investigate two main questions: 1) the exact statement of the initial
value problem (1); 2) the smoothness of the solution. The cause for the first question is the
non-existence of the classical solution of the problem due to the condition 𝜙 /∈ 𝐶2(R) or
𝜓 /∈ 𝐶1(R).

By virtue of discontinuous initial conditions, the problem (1) does not have a classical
solution defined on the set 𝑄. Nevertheless, we can define a classical solution on a smaller
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set 𝑄∖Γ so that it belongs to the class 𝐶2(𝑄∖Γ) and satisfies the equation with the initial
conditions on the set 𝑄∖Γ, and additional matching conditions given on the set Γ.

We construct the solution using the method of characteristics in an implicit analytical
form as a solution of some integro-differential equations. The solvability of these equations,
as well the smoothness of their solutions, is studied. For the problem in question, we
prove the uniqueness of the solution, and establish the conditions under which its classical
solution exists.

The talk is based on a recent paper [2].
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О классификации полярных потоков на четырёхмерных
многообразиях

Сараев И.А.

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»
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Пусть 𝑀4 — замкнутое связное гладкое многообразие. Поток 𝑓 𝑡 называется по-
лярным, если его неблуждающее множество Ω𝑓 𝑡 состоит из двух узловых и конечного
числа седловых гиперболических состояний равновесия, инвариантные многообразия
которых пересекаются трансверсально. Напомним, что индексом Морса гиперболи-
ческого состояния равновесия 𝑝 называется размерность dim𝑊 𝑢

𝑝 его неустойчивого
многообразия 𝑊 𝑢

𝑝 . Рассмотрим класс 𝐺(𝑀4) полярных потоков на многообразии 𝑀4,
седловые состояния равновесия которого имеют индекс Морса, равный 2. Тогда ин-
вариантные многообразия таких сёдел не пересекаются, и многообразие 𝑀4 является
односвязным.

В силу [1] для любого потока 𝑓 𝑡 ∈ 𝐺(𝑀4) существует энергетическая функция
— функция Морса 𝜙 : 𝑀4 → [0, 4], строго убывающая вдоль траекторий потока,
отличных от состояний равновесия, и такая, что множество её критических точек
Cr(𝜙) совпадает с неблуждающим множеством Ω𝑓 𝑡 , при этом 𝜙(𝑝) = dim𝑊 𝑢

𝑝 для любой
точки 𝑝 ∈ Ω𝑓 𝑡 .

Пусть 𝑆𝜔 = 𝜙−1(1), 𝑆𝛼 = 𝜙−1(3). Множества 𝑆𝜔, 𝑆𝛼 являются гладко вложенными
трехмерными сферами, трансверсальными к траекториям потока 𝑓 𝑡. Для каждого
седлового состояния равновесия 𝜎 ∈ Ω𝑓 𝑡 положим 𝑐𝜎,𝜔 = 𝑊 𝑠

𝜎 ∩ 𝑆𝜔, 𝑐𝜎,𝛼 = 𝑊 𝑢
𝜎 ∩ 𝑆𝛼 и

обозначим через 𝒞𝜔, 𝒞𝛼 совокупность множеств 𝑐𝜎,𝜔, 𝑐𝜎,𝛼 соответственно.
Определим гомеоморфизм 𝜂 : 𝑆𝛼 ∖ 𝒞𝛼 → 𝑆𝜔 ∖ 𝒞𝜔 по следующему правилу: 𝜂(𝑥) =

𝒪(𝑥) ∩ 𝑆𝜔, где 𝒪(𝑥) — траектория потока 𝑓 𝑡, проходящая через точку 𝑥 ∈ 𝑆𝛼.
Пусть {Π𝜎,𝜔} — попарно непересекающиеся полнотории, являющиеся трубчатыми

окрестностями узлов {𝑐𝜎,𝜔} в 𝑆𝜔, и 𝑚𝜎,𝜔 – меридиан полнотория Π𝜎,𝜔. Тогда 𝜂−1(𝑚𝜎,𝜔)
является простой замкнутой кривой на сфере 𝑆𝛼, принадлежащей окрестности узла
𝑐𝜎,𝛼. Оснастим узел 𝑐𝜎,𝛼 целым числом 𝑛𝜎, равным коэффициенту зацепления кривых
𝜂−1(𝑚𝜎,𝜔) и 𝑐𝜎,𝛼.

Зацепление 𝒞𝛼 c дополнительной информацией об оснащении каждого узла явля-
ется диаграммой Кирби многообразия 𝑀4 (см. [2]).

Для потока 𝑓 ′𝑡 ∈ 𝐺(𝑀4) обозначим через 𝛼′, 𝜔′ источниковое и стоковое состояние
равновесия соответственно и снабдим штрихами обозначения объектов, аналогичных
объектам, введенным для потока 𝑓 𝑡.

Теорема 3. Потоки 𝑓 𝑡, 𝑓 ′𝑡 ∈ 𝐺(𝑀4) топологически эквивалентны тогда и только
тогда, когда существует гомеоморфизм ℎ : 𝑆𝛼 → 𝑆𝛼′ такой, что ℎ(𝒞𝛼) = 𝒞𝛼′, и для
любого 𝜎 ∈ Ω𝑓 𝑡 из ℎ(𝑐𝜎,𝛼) = 𝑐𝜎′,𝛼′ следует 𝑛𝜎 = 𝑛𝜎′ .

Благодарности. Публикация подготовлена в ходе проведения исследования №23-
00-028 в рамках Программы «Научный фонд Национального исследовательского уни-
верситета «Высшая школа экономики» (НИУ ВШЭ)» в 2023–2024 гг.

Список литературы

[1] K.R. Meyer. Energy Functions for Morse Smale Systems. American Journal of
Mathematics. Vol. 90. No. 4. p. 1031-1040. 1968

[2] R. Mandelbaum. Four-dimensional topology. The university of Rochester Department
of Mathematics. 1978.

56



Неособые потоки Морса-Смейла с тремя периодическими
орбитами на ориентируемых 3-многообразиях

Шубин Д.Д., Починка О.В.

Международная лаборатория динамических систем и приложений НИУ ВШЭ
Нижний Новгород

Топологической эквивалентности неособых потоков Морса-Смейла в предположе-
ниях различной общности посвящен целый ряд статей. Однако, в случае малого числа
орбит известные инварианты можно значительно упростить и, главное, довести зада-
чу классификации до реализации, описав допустимость полученных инвариантов. В
недавней работе была получена исчерпывающая классификация потоков с двумя ор-
битами на произвольных замкнутых 𝑛-многообразиях. В настоящей статье полная
топологическая классификация получена для потоков с тремя периодическими орби-
тами, заданных на ориентируемых 3-многообразиях.

Благодарности. Работа выполнена при поддержке Лаборатории динамических си-
стем и приложений НИУ ВШЭ, грант Министерства науки и высшего образования
РФ соглашение №075-15-2022-1101

Об инварианте виртуальных узлов

Соколов П. П.

Новосибирский государственный университет

Рассмотрим пару квандла и его точки (𝑄, ℎ). Пусть 𝑄1, 𝑄2, . . . , 𝑄𝑛 – 𝑛 копий кванд-
ла 𝑄. Определим свободную 𝑛-ую квандла 𝑄 как

𝑄*𝑛 = 𝑄1 *𝑄2 * . . . *𝑄𝑛,

где * – свободное произведение квандлов.
Зафиксируем тривиальный одноэлементный квандл 𝑇1 и рассмотрим следующий

набор автоморфизмов квандла 𝑄*𝑛 * 𝑇1

𝑆𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑞𝑖 → 𝑞𝑖+1 * ℎ𝑖 ,

𝑞𝑖+1 → 𝑞𝑖 * ℎ𝑖 ,

𝑞𝑘 → 𝑞𝑘 , 𝑘 ̸= 𝑖, 𝑖+ 1

𝑦 → 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑇1.

𝑉𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑞𝑖 → 𝑞𝑖+1 * 𝑦 ,

𝑞𝑖+1 → 𝑞𝑖 * 𝑦 ,

𝑞𝑘 → 𝑞𝑘 , 𝑘 ̸= 𝑖, 𝑖+ 1

𝑦 → 𝑦 , 𝑦 ∈ 𝑇1.

,

где 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1.
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Теорема 4. Отображение 𝜙 : 𝑉 𝐵𝑛 −→ 𝐴𝑢𝑡(𝑄*𝑛 * 𝑇1) заданное по правилу

𝜙(𝜎𝑖) = 𝑆𝑖, 𝜏(𝜌𝑖) = 𝑉𝑖

будет представлением группы виртуальных кос автоморфизмами 𝑄*𝑛 * 𝑇1.

Теорема 5. Пусть 𝛽 ∈ 𝑉 𝐵𝑛 – виртуальная коса, тогда представление 𝜙 из прошлой
теоремы порождает инвариант 𝑉 𝐼𝛽(𝑄, ℎ) виртуального узла 𝑐𝑙(𝛽) по следующему
правилу

𝑉 𝐼𝛽(𝑄, ℎ) = 𝑄*𝑛 * 𝑇1/{𝜙(𝛽)(𝑞𝑖) = 𝑞𝑖 | 𝑞𝑖 ∈ 𝑄*𝑛 * 𝑇1}

Теорема 6. Пусть 𝐷 – диаграмма виртуального узла, тогда представление 𝜙 по-
рождает инвариант 𝑉 𝐼𝛽(𝑄, ℎ) виртуального узла 𝐷.
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Topological structures of cognitive maps
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A cognitive map is a type of mental representation which serves an individual to acquire,
code, store, recall, and decode information about the relative locations and attributes of
phenomena in their everyday or metaphorical spatial environment. [1]. In particular it is
common to study them as a representation of a space in a brain network. What is not
common is restoring a topology of an environment (if its non-trivial) which is encoded
within some network. Studying whether its possible to extract such topology from neural
activity of an animal during its free spatial navigation in modifiable arena was one of the
main leading ideas of this research.

The main problem though is that despite a large amount of good research works in
neuroscience, we still lack a satisfactory theoretical framework for describing the dynamics
in networks in brain and its underlying structure. We review existing methods and approaches
to describe such (hyper)graph and topological structures, including ones we developed. In
particular we will focus on the Topological Data Analysis (TDA)-related ones. During the
discussion we compare different methods of recostructing the topology of cognitive maps
from registered neural activity of animals during free spatial navigation [2].
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Классификация поверхностей дель Пеццо степени 8 без
точек

Трепалин А.С.1,2

1. Федеральное государственное бюджетное учреждение науки Математический
институт им. В.А. Стеклова Российской академии наук

2. Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»,
Лаборатория алгебраической геометрии и её приложений

Пусть k — совершенное поле. Поверхностью дель Пеццо степени 8 расщепимого ти-
па называется поверхность 𝑋 такая, что поверхность 𝑋⊗kk изоморфна квадрике в P3

k.
В случае, если на такой поверхности есть точка, определённая над основным полем,
то она рациональна (то есть бирационально эквивалентна проективной плоскости).

В докладе мы опишем бирегулярную и бирациональную классификацию поверх-
ностей дель Пеццо степени 8 без k-точек. Кроме того, мы опишем минимальные по-
верхности, бирационально эквивалентные любой заданной поверхности дель Пеццо
степени 8 без k-точек. Основным результатом является то, что если 𝑋 — поверхность
дель Пеццо степени 8 без точек и число Пикара 𝜌(𝑋) равно 1, то любая поверхность
дель Пеццо степени 8, бирационально эквивалентная𝑋, изоморфна𝑋. В случае, когда
𝜌(𝑋) = 2, существует не более трёх неизоморфных поверхностей дель Пеццо степени
8, бирационально эквивалентных 𝑋. Также доказано то, что поверхность дель Пеццо
степени 8 является бирационально жёсткой (то есть любая бирационально эквива-
лентная ей минимальная поверхность изоморфна ей) тогда и только тогда, когда на
ней нет точек степени 2.

Некоторые деформации столов-книжек, реализующих
упорядоченные биллиардные игры

Туниянц Д. А.

МГУ им. М. В. Ломоносова

Конструкция упорядоченной биллиардной игры была введена в работе [1] В. Дра-
говича и М. Раднович. Она задается двумя наборами: 𝑛 софокусных эллипсов𝐸1, . . . 𝐸𝑛

и 𝑛 чисел 𝜀𝑘 ∈ {±1}, называемых сигнатурой. Траектория шара есть ломаная
. . . , 𝐴𝑘−1, 𝐴𝑘, 𝐴𝑘+1, . . . , вершины которой 𝐴𝑘, 𝑘 ∈ Z, принадлежат эллипсам, причем
𝐴𝑘 ∈ 𝐸𝑠, если 𝑠 ≡ 𝑘 (mod𝑛). Отражение в вершине 𝐴𝑘 является внутренним, если
𝜀𝑠 = 1, и внешним, если 𝜀𝑠 = −1.

Траектория любой игры реализуется [2] как проекция на плоскость траектории
биллиарда, заданного функцией𝐻 = |𝑣⃗|2 на подходящей биллиардной книжке – столе-
комплексе с перестановками. Их класс был ранее введен В.В.Ведюшкиной в [3].

Теорема 7. Корректная упорядоченная биллиардная игра c эллипсами (𝐸1, . . . , 𝐸𝑛)
и сигнатурой (𝜀1, . . . , 𝜀𝑛), где 𝐸𝑖 ̸= 𝐸𝑖+1 (считаем 𝐸0 = 𝐸𝑛, 𝐸𝑛+1 = 𝐸1) реализуется
книжкой, склеенной из листов:
(А) кольца 𝐴𝑘 для ∀𝑘 ∈ {0, ..., 𝑛− 1}, ограниченные эллипсами 𝐸𝑘 и 𝐸𝑘+1;
Для ∀𝑘 ∈ {1, ..., 𝑛} (D1) диск 𝐷𝑘 с границей 𝐸𝑘, т.ч. 𝜀𝑘 = 1 и либо 𝐸𝑘−1 ⊂ 𝐸𝑘 ⊂ 𝐸𝑘+1,
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либо 𝐸𝑘+1 ⊂ 𝐸𝑘 ⊂ 𝐸𝑘−1; (D2) пара дисков 𝐷′
𝑘 и 𝐷′′

𝑘 с границей 𝐸𝑘, т.ч. 𝜀𝑘 = 1 и
𝐸𝑘 ⊂ 𝐸𝑘+1 и 𝐸𝑘 ⊂ 𝐸𝑘−1.
Тогда перестановка 𝜎𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, на эллипсе склейки 𝐸𝑘 равна (𝐴𝑘−1𝐷𝑘𝐴𝑘) в случае
(D1), (𝐴𝑘−1𝐷

′
𝑘𝐷

′′
𝑘𝐴𝑘) в случае (D2), (𝐴𝑘−1𝐴𝑘) иначе.

Деформация софокусных эллипсов в концентрические окружности (с сохранением
перестановок на ребрах книжки) сохраняет класс гомеоморфности изоэнергетической
поверхности 𝑄3 : 𝐻 = 1 книжки и реализуемую ею игру. Изучим топологические
свойства этих поверхностей.

Лемма 1. Деформация книжки, при которой ровно одно кольцо 𝐴𝑘 гомотопно cтя-
гивается в окружность, остальные кольца и диски преобразуются гомеоморфно, на-
чальным, не меняет класс гомеоморфности 𝑄3, и две перестановки, стоявшие на
границах кольца, склеиваются в одну: 𝜎1 = (𝐴𝑘𝐿𝑖1 . . . 𝐿𝑖𝑛) и 𝜎2 = (𝐿𝑗𝑚 . . . 𝐿𝑗1𝐴𝑘) скле-
ются в 𝜎 = (𝐿𝑗𝑚 . . . 𝐿𝑗1𝐿𝑖1 . . . 𝐿𝑖𝑛).

Рассмотрим далее две серии книжек: склеенные только из дисков (кругов) или
только из колец.

Утверждение 1. Изоэнергетическая поверхность 𝑄3 книжки, состоящей из 𝑛 дис-
ков с перестановкой 𝜎 = (1...𝑛), гомеоморфна линзовому пространству 𝐿(𝑛, 1).

Книжки Ω, склеенные из круговых колец и дисков, обладают 𝑆1-симметрией 𝛼.

Определение 1. Назовем профилем книжки граф – результат факторизации Ω/𝛼
– вершины которого наследуют с Ω перестановки.

Теорема 8. Изоэнергетическая поверхность 𝑄3 биллиардной книжки, склеенной из
колец, гомеоморфна прямому произведению окружности и сферы с 𝑔 ручками: 𝑄3 ∼=
𝑆1 ×

(︀
𝑆2 + 𝑔 ручек

)︀
, где 𝑔 – цикломатическое число графа-профиля книжки.
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Бифуркации в моделях популяционной динамики с
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В математической биологии одними из наиболее интересных являются системы
Лотки-Вольтерры ([1]): {︃

𝑥′ = 𝑥𝑓(𝑥, 𝑦),

𝑦′ = 𝑦𝑔(𝑥, 𝑦).

В классических постановках функции 𝑓(𝑥, 𝑦) и 𝑔(𝑥, 𝑦) являются линейными, что при-
водит к не вполне реалистичным моделям. Более адекватными являются системы, в
которых указанные функции являются нелинейными или, в частности, немонотонны-
ми. Системы, в которых функции 𝑓(𝑥, 𝑦) и 𝑔(𝑥, 𝑦) являются немонотонными, часто
называют системами с эффектом Олли.

В настоящем докладе рассматривается система Лотки-Вольтерра с эффектом Ол-
ли: {︃

𝑥′ = 𝑥(1 − 2𝑦),

𝑦′ = 𝑦(𝑦 − 𝜇)(𝑦 − 2) + 𝑥𝑦,
(1)

в которой 𝜇 – вещественный параметр. Эта система имеет тогда точку равновесия
𝑀4

(︁
3
4 − 3𝜇

2 ,
1
2

)︁
, когда располагается в первом квадранте 𝐾+ при 𝜇 < 1

2 . Матрица

Якоби для системы (1) при 𝜇 = −1 имеет чисто мнимые значения ±3
2 𝑖. Это означает,

что 𝜇 = −1 является точкой бифуркации Андронова-Хопфа в окрестности точки 𝑀4.
В докладе обсуждаются свойства этой бифуркации, определяются основные ха-

рактеристики бифуркации на основе построения ляпуновских показателей.
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Jordan constant for Cremona group of rank 2 over a finite
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The Cremona group Cr𝑛(F) of rank 𝑛 is a group of birational automorphisms of the
projective space P𝑛 over F. Despite the fact that this group appears naturally, its structure
is extremely complicated for 𝑛 ⩾ 2. Moreover, the description of finite subgroups seems
very hard to obtain. Even in the first non-trivial case of rank 2 there is a description of
conjugacy classes of finite subgroups only over C (see [1]). Nevertheless, we can understand
some properties of finite subgroups of Cremona groups.

Definition 1 ([2, Definition 2.1]). A group 𝐺 is called Jordan if there is a constant 𝐽 such
that any finite subgroup of the group 𝐺 has a normal abelian subgroup of index at most 𝐽.
The minimal such constant 𝐽 is called the Jordan constant of the group 𝐺 and is denoted
by 𝐽(𝐺).
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J.-P. Serre proved in [4, Theorem 5.3] that the Cremona group Cr2(F) over the field
F of characteristic zero is Jordan. However, it is not true for algebraically closed field F
of characteristic 𝑝 > 0, because the group Cr2(F) contains simple subgroup PSL2(F𝑝𝑛)
whose order grows with 𝑛. In the article [3] Yu. Prokhorov and C. Shramov proved that
the Cremona group of rank 2 over a finite field is Jordan. Moreover, they obtained some
inequalities for Jordan constants and in the paper [5] the exact values of Jordan constant
were found for all finite fields.

So in this talk we discuss the following theorem (see [3, Theorem 1.2] and [5, Theorem
2]):

Theorem 1. The Jordan constant 𝐽(Cr2(F𝑞)) of the Cremona group Cr2(F𝑞) is equal to

𝐽(Cr2(F𝑞)) =

⎧⎪⎨⎪⎩
16 482 816, if 𝑞 = 8;

60 480, if 𝑞 = 4;

720, if 𝑞 = 2.

Also we discuss the following interesting corollary from the proof of Theorem 1 about
the automorphisms of cubic surfaces over F2 (see [5, Theorem 3]):

Theorem 2. Let 𝑆 be a smooth cubic surface in P3 over F2. Then

|Aut(𝑆)| ⩽ 720.

If the equality holds then we have Aut(𝑆) ≃ S6. Moreover, the cubic surface with such
automorphism group is unique up to isomorphism and passes through all 15 points on P3

over F2.

Список литературы

[1] I. V. Dolgachev, V. A. Iskovskikh, Finite Subgroups of the Plane Cremona Group,
In: Y. Tschinkel, Y. Zarhin, (eds) Algebra, Arithmetic, and Geometry. Progress in
Mathematics, 269 (2009), Birkhäuser Boston.
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Образующие и соотношения декартовых подгрупп
граф-произведений групп

Вылегжанин Ф. Е.1,2

1. МГУ имени М.В.Ломоносова, Москва
2. НИУ ВШЭ, Москва

Пусть 𝐺 = (𝐺1, . . . , 𝐺𝑚) – набор дискретных групп, Γ – простой граф на множестве
вершин [𝑚] = {1, . . . ,𝑚}. Соответствующее граф-произведение групп определяется как

𝐺Γ := (𝐺1 * · · · *𝐺𝑚)/(𝑔𝑖𝑔𝑗 = 𝑔𝑗𝑔𝑖 : 𝑔𝑖 ∈ 𝐺𝑖, 𝑔𝑗 ∈ 𝐺𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗, {𝑖, 𝑗} ∈ Γ).

Граф-произведения занимают промежуточное положение между декартовым произ-
ведением и свободным произведением групп𝐺1, . . . , 𝐺𝑚.Мы изучаем копредставления
декартовой подгруппы

Cart(𝐺,Γ) := Ker
(︁
𝐺Γ →

𝑚∏︁
𝑖=1

𝐺𝑖

)︁
граф-произведения групп.

В случае 𝐺1 = · · · = 𝐺𝑚 = Z2 группа 𝐺Γ – это прямоугольная группа Кокстера
RCΓ, а Cart(𝐺,Γ) – это её коммутант RC′

Γ. Последняя группа также возникает в
торической топологии [1] как фундаментальная группа вещественного момент-угол
комплекса ℛ𝒦 = (𝐷1, 𝑆0)𝒦, Γ = sk1𝒦.

Пусть 𝒦 – кликовый симплициальный комплекс графа Γ. Для каждого 𝐽 ⊂ [𝑚]
обозначим 𝑛𝐽 :=

∏︀
𝑗∈𝐽(|𝐺𝑗 |−1).Панов и Верёвкин [3] предъявили явный минимальный

набор из 𝑁 образующих для Cart(𝐺,Γ), где

𝑁 :=
∑︁

𝐽⊂[𝑚]

𝑛𝐽 · dim ̃︀𝐻0(𝒦𝐽).

Пусть 𝑋 =
⨆︀

𝛼𝑋𝛼 – разложение топологического пространства 𝑋 на компоненты
связности; обозначим Π1(𝑋) := *𝛼𝜋1(𝑋𝛼).

Теорема. Пусть

𝑀− := rank
(︁ ⨁︁

𝐽⊂[𝑚]

𝐻1(𝒦𝐽 ;Z)⊕𝑛𝐽

)︁
, 𝑀+ :=

∑︁
𝐽⊂[𝑚]

𝑛𝐽 · rank Π1(𝒦𝐽).

Тогда

1) Любое копредставление группы Cart(𝐺,Γ) содержит хотя бы 𝑁 образующих и
хотя бы 𝑀− соотношений.

2) Существует копредставление группы Cart(𝐺,Γ), состоящее из 𝑁 образующих и
𝑀+ соотношений.

Из этой теоремы следуют известные критерии того, когда группа Cart(𝐺,Γ) свободна
[3], и того, когда RC′

Γ – группа с одним соотношением [2].
Автор благодарит своего научного руководителя Т. Е. Панова за постановку задачи

и ценные комментарии.
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On Jacobian group and complexity of the delta-graph

Yudin I.N.

Sobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russia

Let G be a finite connected graph. The notion of the complexity for a graph arises in
different ways. For example, it can vary from simple parameters like the number of edges
or vertices to the number of spanning trees or rooted spanning forests of a graph. All the
above mentioned invariants can be found as a function of eigenvalues of the Laplacian
operator of the graph. So, they are spectral invariants.

The complexity of a graph plays an important role in statistic physics, where the graphs
with arbitrary large number of vertices are considered [1]. Jacobian group admits a natural
interpretation in various areas of physics, coding theory, and financial mathematics.
We mention that the number of spanning trees and the number of spanning rooted forests
for circulant graphs are expressed in terms of the Chebyshev polynomials [2]. In the present
paper we consider expansion of the cycle graph on 3 vertices, so called Δ-graph. We find
the number of spanning trees and rooted spanning forests and investigate the structure of
Jacobian.
Theorem 1. The number of spanning trees 𝜏(𝑛) in the graph Δ(𝑛; 𝑘, 𝑙,𝑚) is given by the
formula

𝜏(𝑛) =
𝑛

𝑘2 + 𝑙2 +𝑚2

𝑠−1∏︁
𝑝=1

|2𝑇𝑛(𝑤𝑝) − 2|,

where 𝑠 = 𝑘+ 𝑙+𝑚, и 𝑤𝑝, 𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑠− 1 are all the roots different from 1 of the order
s algebraic equation

𝑄(𝑤) = −2 −𝐴(𝑤) −𝐵(𝑤) − 𝐶(𝑤) +𝐴(𝑤)𝐵(𝑤)𝐶(𝑤) = 0.

Here 𝐴(𝑤) = 4 − 2𝑇𝑘(𝑤), 𝐵(𝑤) = 4 − 2𝑇𝑙(𝑤), 𝐶(𝑤) = 4 − 2𝑇𝑚(𝑤) and 𝑇𝑗(𝑤) is the order
𝑗 Chebyshev polynomial of the first kind.
Theorem 2. The number of rooted spanning forests in a Δ-graph Δ(𝑛; 𝑘, 𝑙,𝑚) is given by
the formula

𝑓(𝑛) =

𝑠∏︁
𝑝=1

|2𝑇𝑛(𝑤𝑝) − 2|,
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where 𝑤𝑝, 𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑠 are all the roots of the algebraic equation ̃︀𝑄(𝑤) = 0 and

̃︀𝑄(𝑤) = det

⎛⎝ 𝐾 −1 −1
−1 𝐿 −1
−1 −1 𝑀

⎞⎠ ,

Here 𝐾(𝑤) = 5 − 2𝑇𝑘(𝑤), 𝐿(𝑤) = 5 − 2𝑇𝑙(𝑤),𝑀(𝑤) = 5 − 2𝑇𝑚(𝑤) и 𝑇𝑗(𝑤) is an order 𝑗
Chebyshev polynomial of the first kind.
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Слоение Лиувилля интегрируемого биллиарда с
гравитационным потенциалом в некомпактной области,

ограниченной софокусными параболами

Зайцева Анастасия Владимировна

Московский Государственный Университет имени М.В.Ломоносова

𝐴

𝐴*

𝐴

Рассмотрим биллипард в плоской обла-
сти, ограниченной софокусными парабола-
ми. Такой биллиард является интегрируемым
– вдоль траекторий сохраняется параметр
некоторой параболы, которой касается дан-
ная траектория. В книге “Биллиарды. Гене-
тическое введение в динамику систем с уда-
рами” В.В. Козловым и Д.А.Трещевым бы-
ло показано, что добавление гравитационно-
го потенциала в данной задаче (сила тяжести
направлена перпендикулярно директриссам
семейства софокусных парабол, образующих
границу биллиардной области) сохраняет ин-
тегрируемость системы.

К такой системе применим подход теории
Фоменко–Цишанга об инвариантах невырож-
денных интегрируемых гамильтоновых си-
стем. Были рассмотрены 2 области - ограни-
ченной одной параболой и двумя параболами.
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Рис. 1.

В отличие от случая без потенциала слоение Лиувилля так
определенной биллиардной системы зависит от знания интеграла
энергии. При малых значениях энергии - критическое значение, от-
вечающее вертикальному движению, является устойчивым. Тогда
как при больших значениях энергии - неустойчивым. Поэому для
каждого биллиарда возникает два возможных варианта слоения
изоэнергетической прверхности.

Для биллиардов с гравитационным потенциалом, ограничен-
ным одной и двумя параболами, инварианты Фоменко–Цишанга,
соответствующие слоениям Лиувилля невырожденной изоэнерге-
тической поверхности имеют вид, представленный на рис.2

𝑥

𝑦

Рис. 2.
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Биллиард с проскальзыванием на трехмерном столе без
фокальных кривых

Завьялов В.Н.

МГУ им. М.В. Ломоносова

В работе [2] А.Т.Фоменко был введен новый класс биллиардов с проскальзыва-
нием. Рассмотрим 𝐹 — изометрию границы плоского эллипса, переводящую точку 𝑥
в диаметрально противоположную ей точку 𝑦. Пусть материальная точка движется
равномерно и прямолинейно внутри эллипса и попадает на границу. Продолжим ее
траекторию из точки 𝑦 = 𝐹 (𝑥) по лучу, выходящему из нее под углом 𝛼. Иными сло-
вами, ее продолжение выходит из новой точки под тем же углом, “проскальзывая”
вдоль границы. На основании этого такой класс систем был назван “биллиардами с
проскальзыванием”.

Данная система обладает тем же первым интегралом — параметром софокусной
квадрики. Рассмотрим в трехмерном евклидовом пространстве компактную область,
ограниченную конечным числом софокусных квадрик и имеющую двугранные углы

излома на границе, равные
𝜋

2
. Такую область назовем трехмерным биллиардным сто-

лом.
Классический биллиард внутри трехмерного биллиардного стола является инте-

грируемой гамильтоновой системой в кусочно–гладком смысле. Эта система обладает
тремя независимыми попарно коммутирующими (относительно стандартной скобки
Пуассона) первыми интегралами 𝐻, Λ1, Λ2, где Λ1, Λ2 — параметры квадрик, которых
одновременно касаются все прямые траектории материальной точки. Г. В. Белозеров
в работе [1] классифицировал все такие биллиарды по отношению слабой эквивалент-
ности.

Рассмотрим связный биллиардный стол, симметричный относительно координат-
ных плоскостей. Выберем несколько пар противоположных граней его границы и за-
дадим на них проскальзывание, то есть при попадании на грань с проскальзыванием
материальная точка, находившаяся в точке 𝑥 с вектором скорости 𝑣1, выйдет из точки
−𝑥 с вектором скорости 𝑣2, где 𝑣2 получается из 𝑣1 путем отражения 𝑣1 от касательной
плоскости к данной грани в точке 𝑥, а затем заменой на противоположный. Получен-
ную систему назовем трехмерным биллиардом с проскальзыванием.

Трехмерный биллиард с проскальзыванием тоже является интегрируемой гамиль-
тоновой системой в кусочно-гладком смысле с теми же первыми интегралами, что и
классический биллиард.

Рассмотрим связный односвязный трехмерный биллиардный стол, симметричный
относительно координатных плоскостей и ограниченный софокусными эллипсоидом,
однополостным и двуполостным гиперболоидами. Обозначим его через 𝐷. Граница
этого стола состоит из 3-х пар симметричных гладких граней. А следовательно, на
этом столе можно задать 7 комбинаций проскальзывания. Для каждой комбинации
нами построена бифуркационная диаграмма, найдены классы гомеоморфности слоев
слоения Лиувилля, описаны 1-перестройки торов Лиувилля. Также нами доказана
теорема классификации изоэнергетических поверхностей.

Теорема 1. Изоэнергетическая поверхность биллиарда с проскальзыванием на

трехмерном столе 𝐷 гомеоморфна
T𝑖 × 𝑆5−𝑖

(Z2)
𝑖

, где 𝑖 — количество пар граней с про-

скальзыванием.
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Релейная модель замирающего нейрона
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В качетсве модели одного нейрона рассматривается уравнение

𝑅̇ = 𝜆
[︁
ℱ
(︁
𝑅(𝑡− ℎ)

)︁
+ ℋ

(︁
𝑋*(𝑡)

)︁]︁
𝑅(𝑡), (1)

предложенное в статье [1]. Здесь 𝑅(𝑡) — нормированный мембранный потанциал, 𝜆
— скорость электрических процессов в нервной клетке, ℱ — пороговая функция,
характеризующая внутреннее поведение нейрона

ℱ(𝑢) =

{︂
1, 0 < 𝑢 ≤ 1,
−𝛼, 𝑢 > 1,

ℋ(𝑢) =

{︂
−𝜂, 0 < 𝑢 ≤ 𝜃,
𝜉, 𝑢 > 𝜃,

𝑋*(𝑡) = 𝑒𝜆𝑥*(𝑡), 𝑥*(𝑡) – периодическая функция с периодом 𝑇*

𝑥*(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑡 = 0,
> 0, 0 < 𝑡 < 𝑡*,
0, 𝑡 = 𝑡*,
< 0, 𝑡* < 𝑡 < 𝑇*,

𝜂, 𝜉, 𝛼, 𝜃 — положительные параметры, ℎ > 0 — запаздывание, 𝜆≫ 1.
Уравнение (1) — это модификация уравнения

𝑢̇ = 𝜆ℱ(𝑢(𝑡− ℎ))𝑢, (2)

предложенного в статье [2]. Данное уравнение лежит в основе ряда рассматриваемых
феноменологических нейромоделей.

В уравнении (1) сделаем экспоненциальную подстановку 𝑅(𝑡) = 𝑒𝜆𝑟(𝑡). Получим
релейное уравнение:
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𝑟̇ = 𝐹 (𝑟(𝑡− ℎ)) +𝐻(𝑥*(𝑡)), (3)

𝐹 (𝑥) = ℱ(𝑒𝜆𝑥) =

{︂
1, 𝑥 ≤ 0,
−𝛼, 𝑥 > 0,

𝐻(𝑥) = ℋ(𝑒𝜆𝑥) =

{︂
−𝜂, 𝑥 ≤ 0,
𝜉, 𝑥 > 0.

В настоящей работе получено обобщение результатов работы [1] и найдена более
широкая область существования параметров. Доказано существование области пара-
метров с плавным переходом от высоких всплесков к малым колебаниям.

Для уравнения (1) доказано существование режимов специального вида: решений,
обладающих любым наперед заданным количеством одинакого высоких всплесков,
после которых происходит постепенное затухание всплесков и устанавливаются коле-
бания с малой амплитудой.

Это эквивалентно существованию у уравнения (3) периодического решения с по-
ложительными и отрицительными значениями на периоде до некоторой точки, после
чего значение функции убывает и с некоторого момента устанавливается периодиче-
ское решение с только отрицательными значениями.
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The characteristic Lie ring of the evolutionary equation
𝑢𝑦 = 𝑢𝑥 + 𝑓(𝑢).

Zotova E.I.

UUST, Ufa, Russia

For the evolutionary equation

𝑢𝑦 = 𝑢𝑥 + 𝑓(𝑢)

the dimension of the characteristic ring [1, 2, 3, 4, 5] is equal to three when

𝑓 =
𝑐3
𝑐2

+ 𝑐4𝑒
𝑐2𝑢,
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where 𝑐2 ̸= 0, 𝑐4 ̸= 0, 𝑐3 – arbitrary constants.
Note that the characteristic ring is finite-dimensional. The operators of the equation

are defined as

𝑋1 = 𝜕
𝜕𝑢 ,

𝑋2 = (𝑢𝑥𝑥 + 𝑐2𝑐4𝑒
𝑐2𝑢𝑢𝑥) 𝜕

𝜕𝑢𝑥
+
(︀
𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑐22𝑐4𝑒

𝑐2𝑢𝑢2𝑥 + 𝑐2𝑐4𝑒
𝑐2𝑢𝑢𝑥𝑥

)︀
𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑥
+ . . . ,

𝑋3 = 𝑐22𝑐4𝑒
𝑐2𝑢𝑢𝑥

𝜕
𝜕𝑢𝑥

+
(︀
𝑐32𝑐4𝑒

𝑐2𝑢𝑢2𝑥 + 𝑐22𝑐4𝑒
𝑐2𝑢𝑢𝑥𝑥

)︀
𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑥
+ . . . ,

𝑋4 = 𝑐2𝑋3,
𝑋5 = −𝑐2𝑢𝑥𝑋3.
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