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ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА 

В работе предложена термодинамически согласованная неизотермическая модель спинодального распада с уче-
том упругих напряжений. Модель рассмотрена на примере модельной системы, описываемой энергией Гинзбурга-
Ландау. На основе свободной энергии Кана-Хилльярда для модели записан функционал энтропии, расширенный 
вкладом упругой энергии. Уравнения модели получены из условия роста энтропии в процессе релаксации. Для полу-
ченной совместной системы уравнений, описывающих перераспределение примеси, температуры и упругих дефор-
маций в системе, исследованы начальные стадии спинодального распада. Из представленных графиков диспер-
сионной зависимости  следует, что область неустойчивости при различных температурах будет меняться, 
что соответствует известным на сегодняшний день эксперимендальным данным. Развиваемый подход может яв-
ляться основой для дальнейшего развития модели и ее проверке на реальных материалах, в том числе расширению 
данного подхода на другие сильно неравновесные явления, связанные с закалкой и стеклованием. 
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Введение

Спинодальный распад, как самопроизвольное 
разделение конденсированных сред на области с раз-
ным составом примеси, неоднократно наблюдался 
на полимерных смесях [1], жидких растворах [2, 3] и 
металлических системах [4]. Теоретическое объясне-
ние спинодального распада было дано Каном и Хил-
льярдом [5, 6], более подробно исследовано в рабо-
тах [7–10]. На основании проведенных исследований 
получено, что дисперсионная зависимость  для 
уравнения Кана-Хилльярда [6]. в реальных системах 
[11, 12] редко подчиняется линейному закону. При-
чин такого поведения может быть несколько. В част-
ности, известно, что линейное поведение дисперси-
онного соотношения на начальных стадиях спино-
дального распада более присуще системам с дально-
действием [10], а при наличии короткодействия про-
являются нелинейные эффекты [13, 14]. 

Как альтернатива [15–21], показано, что источ-
ником нелинейности дисперсионного соотношения 
уравнения Кана-Хилльярда может быть локальная 
неравновесность процесса спинодального распада. 
Однако хорошо известно, что сама по себе локальная 
неравновесность не может являться единственной 
причиной других сильно-неравновесных процессов, 
таких как быстрые процессы затвердевания, закалка, 
аморфизация и стеклование. Можно надеяться, что 
понимание влияния сопутствующих факторов на не-
равновесный процесс спинодального рапада помо-
жет в понимании влияния этих факторов и в других 
неравновесных процессах, отмечяенных выше. Так, 
к основной причине нелинейности дисперсионного 
соотношения относят температурные флуктуации, 
которые были введены в процесс спинодального рас-
пада в работах [7, 8]. Попытки построения неизотер-
мической модели спинодального р аспада были сде-
ланы в работах [22, 23], однако в обоих случаях ка-
чественного исследования динамики рассмотренных 
моделей не было выполнено. Согласованная неизо-
термическая постановка задачи предложена в работе 
[24], в которой показано, что влияние неизотермич-
ности в уранении Кана-Хилльярда достаточно для 
появления нелинейного закона дисперсии.

Неоднородное распределение температуры само 
по себе сопряжено с рядом дополнительных процес-
сов, которые могут влиять на спинодальный распад 
в неменьшей мере, чем сама температура. Так, еще 
в работе [25] была сделана попытка оценить влия-
ние теплового расширения и упругих напряжений на 
спинодальный распад в твердых растворах. В дан-
ной работе предложено самосогласованное термоди-
намическое описание неизотермического спинодаль-
ного распада в твердой фазе с учетом упругих напря-
жений и выполнен анализ дисперсионных соотноше-
ний начальных стадий распада для модельной систе-
мы с энергией Гинзбурга-Ландау.

Классический подход Кана-Хилльярда и его 
дальнейшее развитие

Идеология Кана-Хилльярда спинодального рас-
пада основана на выражении для модельной свобод-
ной энергии вида

      (1)

где величина  является локальным отклонени-
ем от среднего значения концентрации примесного 
компонента, f(x) – модельный потенциал с двумя ми-
нимумами

       (2)

Динамика параметра порядка, которым в данном 
случае является концентрация, определяется уравне-
нием Кана-Хилльярда

     (3)

где MD – транспортный коэффициент (мобиль-
ность), связанный с коэффициентом диффузии как 

 Коэффициент ε2 связан с поверх-
ностной энергией границы областей с разными кон-
центрациями, плотность свободной энергии  
является равновесной энергией. Если  имеет 
единственный минимум, то уравнение (3) описывает 
обычную диффузию с характерным дисперсионным 
соотношением [5, 6]

между частотой ω и волновым числом  где вклад 
градиентного слагаемого (~ε2) предполагается ма-
лым по сравнению со вкладом от плотности свобод-
ной энергии (|D0|>>MDε

2). В этом случае дисперсион-
ное соотношение гарантирует затухание всех имею-
щихся в системе флуктуаций.

Спинодальный распад (разделение на области с 
разной концентрацией) происходит, когда f(x) имеет 
два минимума, аналогично выражению (2). Тогда в 
области между минимумами коэффициент диффузии 
D0 < 0 и дисперсионное соотношение

указывает на важную стабилизирующую роль гради-
ентного слагаемого, поскольку флуктуации с k2 < |D0|/
MDε

2 являются неустойчивыми.
Развитием модели Кана-Хилльярда является 

LBM-модель [8], основанная на усредненной дина-
мике структурного фактора  который являю-
щийся Фурье-преобразованием одновременной пар-
ной корреляционной функции  
по величине  Усредненный по по тепловому шуму 
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 структурный фактор  может быть полу-
чен из эксперимента, поскольку величина  пря-
мо пропорциональна интенсивности рентгеновско-
го излучения с волновым вектором  При опреде-
ленных предположениях [8], Дж. Лангером были 
получены уравнение движения на эволюция струк-
турного фактора, далее сопоставленные с экспе-
ри ментами по рассеянию света в бинарных жидко-
стях [26]. Из-за того, что система переводилась в не-
стабильное состояние с помощью снятия давления, 
LBM-модель хорошо описывает полученные струк-
турные факторы, если учесть адиабатичность про-
цесса [27]. Исключение составляют начальные мо-
менты времени, когда теоретическая кривая запаз-
дывает по сравнению с экспериментом. Несколько 
позже теория LBM была количественно подтверж-
дена с помощью рассеяния рентгеновских лучей
в Al0.62Zn0.38 [28].

Несмотря на замечательные достижения LBM, 
окончательного ответа на вопрос, в чем физическая 
причина расхождения теоретических и эксперимен-
тальных данных по структурному фактору в началь-
ные моменты времени в работе [27] не существует, 
поскольку LBM описывает динамику только струк-
турного фактора, не рассматривая сам параметр по-
рядка. В результате, LBM-подход является, в некото-
ром смысле, тупиковым направлением, не позволяю-
щим включать в модель другие процессы. Таким об-
разом, оценка влияния различных факторов на про-
цесс спинодального распада остается до  сих пор ак-
туальной.

Неизотермическая модель Кана-Хилльярда с 
учетом упругих деформаций

Неизотермическое расширение модели Кана-
Хилльярда [24] было выполнено в предположении 
непрерывного изменения температуры и пренебре-
жении всеми сопутствующими эффектами. К послед-
ним можно отнести влияние броуновского движения 
в жидкостях и внутренних напряжений в твердых те-
лах, обусловленных перераспределением примеси 
и флуктуациям темературы. В данной работе пред-
полагается исследование спинодального распада в 
твердой фазе, сопровождающимся упругими дефор-
мациями. В целях простоты локально неравновесны-
ми эффектами тепловых и диффузионных процессов 
полностью пренебрегается. Такое приближение свя-
зано с тем, что, при таком предположении степень 
дисперсионного уравнения понижается и позволя-
ет провести все вычисления аналитически. Далее, 
соответственно, полагается, что вклад в потенциал 
Гиббса системы ограничен объемным потенциалом 
твердой фазы, энергией границы между областями с 
разной концентрацией  а также вкладом упру-
гой энергии. Поля температур и давления обозначим 
как  и 

Деформирование изотропной среды

Описание термодинамика однородного и изотроп-
ного твердого раствора основана на знании мольных 
потенциалов Гиббса, через которые определяются 
объемные плотности потенциала Гиббса как nG(x,T), 
где G(x,T) – мольный потенциал Гиббса [1], а количе-
ство вещества n в единице объема равно n = ρ/μ0, где 
ρ(x,T,P) – плотность вещества при заданной концен-
трации примеси, температуре и давлении, μ0(x) – мо-
лярная масса раствора. Через потенциал Гиббса вы-
ражаются и остальные термодинамические потен-
циалы, например, объемные плотности энтальпии 
nH(x,T) и энтропии – nGT(x,T), где

H(x,T) = G(x,T) – TGT(x,T) 

является мольной энтальпией,  – произ-
водная по температуре от мольной плотности потен-
циала Гиббса.

При неоднородном изменении температуры твер-
дого раствора постоянного состава в кристалличе-
ской решетке раствора возникают деформации, опи-
сываемые вектором смещения  с компонента-
ми вектора в некоторой декартовой системе коорди-
нат  Тензор деформации

       (3)

определяет напряжения в твердой фазе через тензор 
напряжений

        (4)

Объемная плотность упругой энергии в однород-
ной среде обычно записывается в виде [2]:

       (5)

где она представлена через вклады всесторонне-
го сжатия (растяжения), выраженного дивергенцией 

 и девиатора

являющегося бесследовой частью тензора деформа-
ции (3). В выражении (3) величина K0 – модуль все-
стороннего сжатия, λ – модуль сдвига. Величины K0 
и λ могут быть выражены через модуль Юнга E и ко-
эффициент Пуассона σ с помощью соотношений [2]:

      (6)

Считая твердую фазу, в целях простоты, изотроп-
ной, будем полагать упругие параметры K0 и λ (или 
эквивалентно E, σ) константами, не зависящими от 
температуры.
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Однако выражение (5) не актуально для среды пе-
ременного состава. Действительно, локальное давле-
ние в точке со смещением  равно [2]:

Из-за неоднородности состава раствора, количе-
ство вещества n будет занимать объем nΩ, где

ΩA – мольный объем компонента A, ΩB – мольный 
объем компонента B, разность их объемов ΔΩ = ΩB – 
ΩA, x – мольная доля компонента B в растворе. Рабо-
та сил давления [3, 4] будет равна

что физически эквивалентно выражению  
если учесть изменение количества вещества в едини-
це объема n и его состава x. С учетом этого обстоя-
тельства в энергии E0 (5) заменим

      (7)

Тогда вместо выражения (5) приходим к упругой 
энергии вида:

       (8)

В качестве управляющего функционала неизо-
термической системы выберем полную энтропию 

системы, учитывающую кроме равновесного потен-
циала Гиббса вклад корреляций состава и упругого 
деформирования:

    (9)

где T0 – некоторая начальная температура раствора, 
при которой раствор находился в равновесии, имея 
плотность вещества n(T0) = n0 и мольный объем Ω(T0) 
= Ω0, такие, что n0Ω0 = 1. Текущая (мгновенная) тем-
пература  предполагает, что раствор находит-
ся ниже температуры Tc, соответствующей границе 
спинодали при заданной средней концентрации рас-
твора. Величина ε2 – параметр модели, пропорцио-
нальный квадрату корреляционной длины системы. 
Смысл разности GT – K0Ω/T0 состоит в том, что из 
вклада потенциала Гиббса удаляется вклад упругой 
энергии, далее учитываемой явно, как Ee/2T0.

Для качественного изучения влияния темпера-
туры и напряжений выберем объемную плотность 
энергии Гиббса в виде модельного потенциала 
Гинзбурга-Ландау [29]

  (10)

В качестве параметров потенциала Гиббса приня-
то f0 = 1,88×104 Дж/см, B0 = 0,45, xc = 0,5, Tc = 1400 K, 
выбранных из соображений наглядности. Соответ-
ствующие графики энергии Гиббса при различных 
температурах представлены на рис. 1. Из рисунка 
видно, что по мере уменьшения температуры, потен-
циал Гиббса првращается из функции, выпклой вниз, 

Рис. 1. Зависимость энергии 
Гинзбурга–Ландау (10) от 
концентрации примеси x при 
различных температурах T
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в потенциал, выпуклый вверх. В си лу симметрии по-
тенциала по концентрации бинодаль и спинодаль мо-
дельной системы определяются условиями

Графики бинодали и спинодали представлены на 
рис. 2.

Законы сохранения

Сохранение вещества, примеси и тепла в системе 
требуют выполнения дифференциальных законов со-
хранения. В неподвижной системе отсчета (системе 
отсчета Эйлера [30]), при заданной скорости конвек-
тивного переноса  определяемой скоростью де-
формации среды, запишем их как: 

   (11)

Величины JD и JT в выражении (11) являются, со-
ответственно, диффузионным и тепловым потоком. 
В системе отсчета, движущейся вместе с полем  
(описание Лагранжа [30]) эти же законы сохранения 
могут быть записаны как

  (12)

где под точкой  понимается полная (субстанцио-
нальная) производная, например:

      (13)

Подставляя энтальпию H = G – TGT в (11), закон 
сохранения энтальпии (11) можно переписать в виде

    (14)

где химический потенциал и его производная по тем-
пературе определены как

Поскольку теплоемкость при постоянном давле-
нии равна  соотношение (14) приводит 
к уравнению теплопроводности вида:

    (15)

Полученное уравнение (15) полностью совпадает 
с уравнение теплопроводности в работе [24], в кото-
рой влиянием упругости пренебрегалось.

Уравнения релаксации

Дифференцируя энтропию (9) по времени, с по-
мощью соотношений (12), (14) находим

   (16)

где δij – символ Кронекера, оператор  
и по повторяющимся индексам подразумевается 

Рис. 2. Бинодаль и спи-
нодаль потенциала 
Гинзбурга-Ландау (10)
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суммирование. Эффективный химичеcкий потенци-
ал единицы объема  определен как

   (17)

Эффективный химический потенциал (17) отли-
чается от эффективного потенциала в работе [24] 
вкладом относительного изменения объема  
Отличие также состоит в появлении плотности ко-
личества вещества n, которая входит в эффективный 
потенциал в виде отношения, что соответствует ин-
тенсивной природе химического потенциала.

Из условия неотрицательности изменения энтро-
пии в процессах релаксации  пользуясь 
имеющимся произволом в определении потоков [17], 
и выделяя полные квадраты в (16), находим выраже-
ния для потоков:

   (18)

где λ0 – коэффициент температуропроводности рас-
твора, и 

      (19)

Величины MD > 0, MT > 0 - положительные мо-
бильности потоков.

Кроме потоков, неотрицательность энтропии (16) 
определяет скорость смещений среды при дефор-
мации:

   (20)

Из-за наличия производной по времени в уравне-
нии (20) можно говорить о вязко-упругой реологии 
модели с коэффициентом трения γ = (Mu)–1. Полагая, 
что скорость процессов релаксации упругих напря-
жений в сплошной среде существенно превышает ха-
рактерные скорости изменения тепловых и диффузи-
онных явлений, используем предел Mu → ∞ (γ → ∞).
Устремляя γ → ∞ в уравнении (20), находим, что в 
таком пределе уравнение (20) можно рассматривать 
как стационарное:

 (21)

и пренебречь скоростью смещения при деформации 
в законах сохранения тепла и примеси (12). Обозна-
чение  в выражении (21) соответствует вектор-
ному произведению векторов  и 

Предельные соотношения

Отдельно остановимся на законе сохранения ве-
щества из системы уравнений (12). Поскольку изме-
нение количества вещества в единице объема пола-
гается малым по сравнению с равновесным значени-
ем (δn<<n), в определении субстанциональной про-
изводной (13) будет входить величина второго поряд-
ка малости uδn, которой можно пренебречь по срав-
нению с остальными слагаемыми. К последним от-
носится выражение  в котором  следует по-
нимать уже не как субстанциональную, а как част-
ную производную по времени. Поэтому интегрируя 
по малому промежутку времени, находим:

      (22)

В этом случае все субстанциональные произво-
дные в эволюционных уравнениях тоже сводятся к 
частной производной по времени.

Тогда относительно вида уравнения (21) отметим, 
что, во-первых, в предельном случае малых откло-
нений температуры от равновесной T0, величины де-
формации малы (|u|<<1) и nΩ ≈ 1, так, что

Во-вторых, считая состав раствора однородным 
и пренебрегая корреляциями концентрации примеси 
будем полагать ε В-третьих, относительное измене-
ние объема для источника –∇(nΩ), при деформации 
однородного твердого раствора определяется неод-
нородностью температуры [31]

Тогда пренебрегая изменением концентрации и 
используя (22), имеем

где α ≈ 10–5 1/K – коэффициент теплового расши-
рения.

Кроме того, пренебрегая изменением термоди-
намического состояния вещества, и используя опре-
деление объемной плотности энтропии S = –TGT, на 
основе соотношения [31]

где S0(T) содержит только температурный вклад, 
можно записать
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Такие оценки показывают, что источниками ~1/E 
в уравнении (21) при малых изменениях температу-
ры можно полностью пренебречь по сравнению с 
первым слагаемым в правой части уравнения (21). 
В результате, уравнение (21), в случае малых откло-
нений температуры от T0, сведется к стандартному 
уравнению линейной термоупругости [30]:

  (23)

Появление последнего уравнения говорит о том, 
что выражение (21) имеет вполне осмысленный пре-
дел и способно описывать деформацию среды в не-
равновесных условиях.

В результате приходим к системе уравнений, опи-
сывающих диссипативную динамику спинодального 
распада в твердых растворах, а именно:
• изменение плотности вещества определяется 

уравнением (22); 
• динамика концентрации примеси подчиняется 

уравнениям:

     (24)

• распределение температуры, кроме тепловой 
диффузии, зависит также от изменения состава:

    (25)

где обозначено

• причиной деформации упругой среды, кроме не-
однородного распределения температуры, являет-
ся изменение термодинамиче ского потенциала и 
корреляции состава, входящих в источник в урав-
нении (21). 

Начальные стадии неизотермического 
спинодального распада

Будем полагать, что в начальный момент флукту-
ации начального состава и начального распределе-
ния температуры настолько малы, что можно прене-
бречь пространственными производными теплоем-
кости Cp,  теплопроводности λ, коэффициента диф-
фузии D0 и производными от химпотенциала ∂μ/∂x, 
∂(μ/T)/∂T. 

Представляя мгновенные значения концентрации 
и температуры как отклонения от средних значений, 
запишем:

   (26)

при этом вектор деформации будем считать малым 
сам по себе |u| << 1.

Вводя коэффициент температуропроводности a = 
κ/Cp и коэфициент диффузии D0, равный D0 = MDμx/n0,
где μx = ∂μ/∂x, перепишем уравнения (21), (25), (26) в 
линеаризованном виде как:

    (27)

где предполагается, что начальная концентрация x0 и 
температура T соответствуют области спинодали по-
тенциала Гиббса G(x,T), т.е. при заданном x0

Фурье-анализ начальных стадий

Рассмотрим трехмерную задачу спинодального 
распада в неограниченной области с пространствен-
ным радиус-вектором  Предполагая малость откло-
нений концентрации, температуры и деформаций от 
их средних значений, Фурье-компоненты отклоне-
ний могут быть выбраны как

     (28)

где величина ω является частотой фурье–гармоники 
с волновым вектором 

При таком выборе выражения с дивергенцией и 
ротором деформаций сводятся к определению про-
дольной и поперечной компонент вектора  по от-
ношению к волновому вектору 
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    (29)

В частности видно, что умножение  на 
∇ дает тождественный ноль.

Подставляя (29) в первое из уравнений (27) и, 
умножая его на  получаем величину, непосред-
ственно входящую во второе из уравнений (27), что 
просто переопределяет в нем коэффициенты при 
фурье-компонентах диффузии и температуры. Дей-
ствительно, из первого уравнения (27) находим:

 
  (30)

Подстановка фурье-разложения (27) и выражения 
(30) в оставшиеся уравнения (27) приводит к соот-
ношениям

    (31)

   (32)

После масштабных преобразований  волнового 
числа и частоты

а также обозначая τ = |D0|/a, получаем характеристи-
ческое уравнение

     (33)

где

где все величины вычислены при средней темпера-
туре  Из решения квадратного уравнения (33) на-
ходятся дисперсионные зависимости ω(q), опреде-
ляющие неустойчивость, связанную с расслоением 
по концентрациям. Соответствующие зависимости  
представлены на рис. 3-6. При K0 → 0 переходят в не-
изотермическое обобщение модели Кана-Хилльярда, 
а при τ → 0 имеем известный классический предел. 
Соответственно, для сравнения на рис. 3–6 приведе-
ны дисперсионные соотношения этих двух предель-
ных случаев. 

Для расчетов были использованы следующие 
(безразмерные, кроме температуры) значения пара-
метров: начальная концентрация раствора x0 = 0,25, 

Рис. 3. Дисперсионная 
зависимость при T=300 K
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начальная температура раствора T0 = 1410 K, па-
раметр ε = 6,2×10–4, коэффициент диффузии D0 = 
5,5×10–7, коэффициент температуропроводности a = 
2,2×10–4, теплоемкость Cp = 10. Для упругих параме-
торов принято ΔΩ/Ω0 = 0,05, E = 1, K0 = 1,5×107.

Из графиков на рис. 3-6 видно, что  дисперсион-
ные зависимости между изотермической и неизо-
термической моделями Кана-Хилльярда отличаются 
лишь качественно, приводя к различным характер-
ным временам роста возмущений. В то же время на-
личие упругих напряжений меняет зависимость ка-
чественно: при разных температурах  график дис-
персии смещается относительно двух остальных мо-
делей, что согласуется с изменением пространствен-
ных масштабов неустойчивости на экспериментах.

Заключение и выводы

В работе получено неизотермическое обобще-
ние модели Кана-Хилльярда спинодального распа-
да с учетом упругих напряжений. Из анализа ранних 
стадий спинодального распада следует, что влияние 
температурного поля не сводится просто к учету слу-
чайных сил, как это сделано в работах [8, 27], но при-
рода взаимодействия температуры и спинодального 
распада гораздо сложнее, поскольку проявляется на 
вторичных эффектах типа внутренних напряжений 
(или броуновского движения в жидкой фазе).

Полученные дисперсионные соотноше-
ния показывают,что классическое уравнение 

Кана-Хилльярда может использоваться для описа-
ния и моделирования спинодального распада в мате-
риалах, обладающих большой температуропровод-
ностью или теплоемкостью, либо при малом измене-
нии ΔΩ/Ω0 << 1, как это видно из рассмотренной мо-
дели. В остальных случаях анализ эксперименталь-
ных данных должен проводиться на основе решения 
совместной задачи для примеси, температуры, фазо-
вых переходов, внутренних напряжений и прочих со-
путствующих явлений. 

В данной работе рассмотрена модельная задача о 
влиянии упругих напряжений на спинодальный рас-
пад. Эта задача является первой в цикле исследова-
ний, предполагая в перспективе перенос модели на 
реальные материалы (в частности, Al-Zn), постро-
ение динамики структурного фактора и численное 
моделирование  полученных уравнений для сравне-
ния с экспериментальными результатами. В более 
отдаленной перспективе можно говорить о фазово-
полевой модели совместного процесса быстрого за-
твердевания и спинодального распада, об описании 
процессов закалки и стеклования с учетом внутрен-
них напряжений.

Исследование выполнено при финансовой под-
держке по проекту РНФ № 23-22-00168.
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