
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
ôàêóëüòåò Âû÷èñëèòåëüíîé Ìàòåìàòèêè è Êèáåðíåòèêè

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Êîâàëåíêî Ñâåòëàíà Þðüåâíà

ÂÛÁÎÐ ÑÒÐÀÒÅÃÈÉ ÒÅÐÀÏÈÈ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÌÎÄÅËßÕ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ËÅÊÀÐÑÒÂÀ Ñ ÊËÅÒÊÀÌÈ

È ÂÈÐÓÑÀÌÈ

05.13.18 � Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû

ïðîãðàìì

Àâòîðåôåðàò

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà, 2014



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ñèñòåìíîãî àíàëèçà ôàêóëüòåòà Âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòè-
êè è êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Áðàòóñü Àëåêñàíäð Ñåðãååâè÷

Ìåñòî ðàáîòû: Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ
êàôåäðà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè

Äîëæíîñòü: ïðîôåññîð, çàâåäóþùèé êàôåäðîé
Ìåñòî ðàáîòû: Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

êàôåäðà ñèñòåìíîãî àíàëèçà
Äîëæíîñòü: ïðîôåññîð

Îôèöèàëüíûé îïïîíåíò: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Ïîëåæàåâ Àíäðåé Àëåêñàíäðîâè÷

Ìåñòî ðàáîòû: Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Ï.Í.Ëåáåäåâà ÐÀÍ
ñåêòîð òåîðåòè÷åñêèõ ïðîáëåì áèîôèçèêè

Äîëæíîñòü: âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
Îôèöèàëüíûé îïïîíåíò: êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Òîêìàíöåâ Òèìîôåé Áîðèñîâè÷
Ìåñòî ðàáîòû: Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í.Êðàñîâñêîãî

Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ
îòäåë äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Äîëæíîñòü: íàó÷íûé ñîòðóäíèê, àññèñòåíò

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èìåíè À. À. Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ ¾ ¿ 2014 ãîäà â 15 ÷àñîâ 30 ìèíóò íà çàñåäàíèè
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.43 ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: 119991, Ìîñêâà, ÃÑÏ-1, Ëåíèíñêèå ãîðû, 2-é ó÷åáíûé êîðïóñ,
ôàêóëüòåò ÂÌÊ, àóäèòîðèÿ 685. Æåëàþùèå ïðèñóòñòâîâàòü íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî
ñîâåòà äîëæíû ñîîáùèòü îá ýòîì çà äâà äíÿ ïî òåë.+7(495)939-50-71 (äëÿ îôîðìëåíèÿ çàÿâêè
íà ïðîïóñê).

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â íàó÷íîé áèáëèîòåêå Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: 119992, Ìîñêâà, Ëîìîíîñîâñêèé ïðîñïåêò, 27
Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.43,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð Å.Â. Çàõàðîâ



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Íåñìîòðÿ íà áîëüøèå äîñòèæåíèÿ ñîâðåìåííîé ìåäèöèíû, ïðîáëåìà âûáîðà ñòðàòåãèé ëå-
÷åíèÿ ðàêîâûõ çàáîëåâàíèé îñòà¼òñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì ìåäèöèíû. Åñëè ìàòåìàòè-
÷åñêèì ìîäåëÿì ðîñòà ðàêîâûõ êëåòîê è ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ âèðóñîâ ïîñâÿùåíî ãðîìàäíîå
÷èñëî ðàáîò, òî âîïðîñàì òåðàïèè çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê è âèðóñîâ ïîñâÿùåíî ñðàâíèòåëü-
íî íåáîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ çàäà÷è âûáîðà îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè òåðàïèè, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ìíîãîìåðíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Âñ¼ ýòî äåëàåò èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé òåðàïèè âèðóñîâ è êëåòîê àêòóàëüíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Öåëü ðàáîòû.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå ëåêàð-
ñòâåííûõ ñðåäñòâ ñ êëåòêàìè è âèðóñàìè ñ öåëüþ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé òåðàïèè
(ëå÷åíèÿ). Ïîä ñòðàòåãèåé òåðàïèè ïîíèìàþòñÿ ðåæèì è äîçà ïðèíèìàåìîãî ëåêàðñòâà. Ëå-
êàðñòâåííîå ñðåäñòâî, óíè÷òîæàÿ áîëüíûå êëåòêè, ïîäâåðãàåò òàêæå óíè÷òîæåíèþ çäîðîâûå
êëåòêè. Âîçíèêàåò çàäà÷à î âûáîðå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè òåðàïèè, ïðè êîòîðîé êîëè÷åñòâî
áîëüíûõ è çäîðîâûõ êëåòîê íàõîäèëîñü áû íà óðîâíå, ïðèåìëåìîì äëÿ æèçíåäåÿòåëüíîñòè
ïàöèåíòà â òå÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè. Êðîìå òîãî, â ñèëó òîêñè÷íîñòè, íà ñóììàðíîå
êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîãî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå. Â èòîãå, ïî-
ñòàâëåííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ è çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íàðÿäó ñ ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû.

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíà äâóõñòîðîííÿÿ îöåíêà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè (÷èñëî áîëüíûõ êëåòîê â ôèê-
ñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè) â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåðàïèè ãëèîìû.

2. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è âûæèâàåìîñòè â ìîäåëè òåðàïèè ãëèî-
ìû (îòûñêàíèå ñòðàòåãèé òåðàïèè, îáåñïå÷èâàþùåé ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ïàöèåíòà ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ÷èñëî áîëüíûõ, çäîðîâûõ êëåòîê è ñóììàðíîãî
êîëè÷åñòâà çàòðà÷åííîãî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà).

3. Ïîñòðîåí ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåðàïèè âèðóñà,
èìåþùåãî ðåçèñòåíòíûé ê ëåêàðñòâó ìóòàíòíûé ïîäâèä.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, îäíàêî å¼ ðåçóëüòàòû ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè è óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íà ïðàê-
òèêå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è
êîíôåðåíöèÿõ:

1. Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ-2010¿. Äîêëàä: ¾Ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè òåðàïèè âèðóñíûõ èíôåêöèé¿. 2010 ã.

2. III Êîíôåðåíöèÿ ¾Ðàáî÷àÿ ãðóïïà ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì è ÷èñëåííûì ìåòîäàì â
áèîìàòåìàòèêå¿. Äîêëàä: ¾Îöåíêà êà÷åñòâà òåðàïèè â ðàñïðåäåëåííîé íåëèíåéíîé ìî-
äåëè ðîñòà çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê¿. 2011 ã.

3. Êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð. Îáðàçîâàíèå¿. Äîêëàä: ¾Çàäà÷à îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ðàñïðåäåëåííîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ðîñòà
çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê¿. 2012 ã.

4. IV Êîíôåðåíöèÿ ¾Ðàáî÷àÿ ãðóïïà ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì è ÷èñëåííûì ìåòîäàì â
áèîìàòåìàòèêå¿. Äîêëàä: ¾Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè òåðàïèè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ
äèíàìèêè áîëüíûõ êëåòîê¿. 2012 ã.

5. V Êîíôåðåíöèÿ ¾Ðàáî÷àÿ ãðóïïà ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì è ÷èñëåííûì ìåòîäàì
â áèîìàòåìàòèêå¿. Äîêëàä: ¾Çàäà÷à âûæèâàåìîñòè â ðàñïðåäåëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè òåðàïèè ãëèîìû¿. 2013 ã.

6. Íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ñèñòåìíîãî àíàëèçà¿. Äîêëàä: ¾Âûáîð ñòðàòåãèé
òåðàïèè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ ëåêàðñòâà ñ êëåòêàìè è âèðóñàìè¿.
2013 ã.

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû â 4-õ ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå
àâòîðåôåðàòà [1-4], èç íèõ òðè [1,2,4] ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Âî
âñåõ ðàáîòàõ àâòîðîì ïîñòàíîâêè çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü Áðàòóñü À. Ñ. Êîâà-
ëåíêî Ñ. Þ. ÿâëÿåòñÿ àâòîðîì àëãîðèòìîâ è êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì [1-4], à òàêæå ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ. Èäåÿ ïðîâåäåííîãî Êîâàëåíêî
Ñ.Þ. àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ â ðàáîòàõ [3,4] ïðèíàäëåæèò Áðàòóñþ À.Ñ. Ïîäãîòîâêà
ìàòåðèàëîâ ê ïóáëèêàöèè [1] áûëà ïðîâåäåíà Áðàòóñåì À. Ñ. è Êîâàëåíêî Ñ. Þ., ê ïóáëèêà-
öèè [3] áûëà ïðîâåäåíà Ôèììåëü Å. è Êîâàëåíêî Ñ. Þ., ìàòåðèàëû [2,4] áûëè ñàìîñòîÿòåëüíî
ïîäãîòîâëåíû Êîâàëåíêî Ñ. Þ.

Àâòîð äèññåðòàöèè áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Áðàòóñÿ Àëåêñàíäðà Ñåðãååâè÷à
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, çà öåííûå óêàçàíèÿ è êîíñóëüòàöèè â ïðîöåññå ðàáîòû íàä íèìè, çà
êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ ê òåêñòó äèññåðòàöèè è àâòîðåôåðàòà.
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Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ââåäåíèå, òðè ãëàâû è ñïèñîê ëèòåðàòóðû. Ãëàâû ðàçäåëåíû íà
ïàðàãðàôû; ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ, âòîðàÿ � èç ñåìè ïàðàãðàôîâ, òðåòüÿ
� èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 55 íàèìåíîâàíèé. Îáú¼ì äèññåðòàöèè
� 130 ñòðàíèö.

Cîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé â ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëÿõ, îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå òåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà ñ áîëüíûìè è çäîðîâûìè
êëåòêàìè è âèðóñàìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâóõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ: ðîñòà ðàêîâîé îïóõîëè âûñîêîé èíâàçèâíîñòè (íàïðèìåð, ãëèîìû) è ðàçâèòèÿ âèðóñà ïî-
âûøåííîé âàðèàáåëüíîñòè (íàïðèìåð, ÂÈ×). Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îïèñûâàþò äèíàìèêó
âçàèìîäåéñòâèÿ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà ñ êëåòêàìè è âèðóñàìè â âèäå èçìåíåíèÿ êîëè÷å-
ñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê.

Õîòÿ â ýòèõ çàáîëåâàíèÿõ ìàëî îáùåãî, íî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé, îíè ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé.
Òåðàïèÿ, îêàçûâàÿ áëàãîïðèÿòíîå âëèÿíèå íà îäíè ïåðåìåííûå ñèñòåìû, òàêæå îêàçûâàåò
íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà äðóãèå. Äëÿ ãëèîì ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â óíè÷òîæåíèè çäîðîâûõ êëåòîê
ïîä âîçäåéñòâèå õèìèîòåðàïèè, äëÿ ÂÈ× èíôåêöèé � â ñîçäàíèè óñëîâèé äëÿ äîìèíèðîâàíèÿ
òîé âàðèàöèè âèðóñà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå óñòîé÷èâîé ê ëåêàðñòâó. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð
ñòðàòåãèè òåðàïèè ÿâëÿåòñÿ êîìïðîìèññîì ìåæäó ýòèìè ïðîöåññàìè. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âàæíûì èìåòü ñòðàòåãèþ ëå÷åíèÿ, çàâèñÿùóþ îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû. Äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ ïîäîáíûé ìîíèòîðèíã ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç âñåõ âîçìîæíûõ ìåòîäîì ëå÷åíèÿ âûáðàíà ¾ìåäëåííàÿ¿ òåðàïèÿ:
õèìèîòåðàïèÿ ÷åðåç êðîâü èëè ïðè¼ì ëåêàðñòâ ÷åðåç æåëóäî÷íî-êèøå÷íûé òðàêò. Â îòëè÷èå
îò ðàäèîòåðàïèè, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò, êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ìãíîâåííîå óìåíüøåíèÿ êî-
ëè÷åñòâî ïîðàæàåìûõ îáúåêòîâ, ¾ìåäëåííàÿ¿ òåðàïèÿ âîçäåéñòâóåò íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå ëå-
÷åíèÿ, äàæå êîãäà íåïîñðåäñòâåííîãî ïðè¼ìà äîçû íå ïðîèçâîäèòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â îáåèõ
ìîäåëÿõ ïðèñóòñòâóåò îòäåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ó÷¼òà êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâà.

Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè â äâóõ ýòèõ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ðàçíûå. Â ñëó÷àå âèðóñîâ
ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà çàðàæåííûõ âèðóñîì êëåòîê ê çàäàííîìó ìîìåíòó
âðåìåíè. Â ñëó÷àå ãëèîì ñòàâèòñÿ çàäà÷à âûæèâàåìîñòè, òî åñòü ïîèñê ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ,
êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò íàõîæäåíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè â çàäàííîé îáëàñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå
îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Âî âòîðîì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïîèñêó îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé òåðà-
ïèè è ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ðàêîâûõ è âèðóñíûõ çàáîëåâàíèé. Ïðîâîäèòñÿ îáçîð
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò, â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ èíôîðìàöèÿ î ðåàëüíûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ áèîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà.
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Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåë¼ííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëå÷åíèÿ ðàêîâîé îïó-
õîëè, â êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàêîâûõ êëåòîê (c(x, t)) è êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâà
(h(x, t)) â òî÷êå x ∈ D â ìîìåíò âðåìåíè t.

Îáëàñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rm, m = 2, 3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ.
Ôîðìóëèðóåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:{

∂c(x,t)
∂t = f1(c(x, t)) +Aαc(x, t)− k1c(x, t)g(h),

∂h(x,t)
∂t = −γh(x, t) +Aαh

h(x, t) + u(x, t).
(1)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

c(x, 0) = c0(x) > 0, h(x, 0) = 0;

è êðàåâûå óñëîâèÿ äâóõ òèïîâ:

∂c(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂h(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0; (2)

èëè

c(x, t)|Γ×(0,T ] = 0,
∂h(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ×(0,T ]

= 0. (3)

Çäåñü ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáëàñòè D.
Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåò äèíàìèêó ÷èñëà çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê. Ïåðâûé

÷ëåí îïèñûâàåò ðîñò ÷èñëà êëåòîê ïî çàêîíó Ãîìïåðöà, âòîðîé�ïðîöåññ íåëèíåéíîé äèô-
ôóçèè çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ¾ïðîâîäèìîñòè¿ ïðîïîðöèîíàëåí èõ
êîëè÷åñòâó â ñòåïåíè 2α, òðåòèé�âîçäåéñòâèå ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà.

Ôóíêöèÿ ïðîëèôåðàöèè (ðàçìíîæåíèÿ) êëåòîê çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fi(x) = ρix(1− βi lnx).

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåò äèíàìèêó êîëè÷åñòâà ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà è åãî
óáûëü â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ çëîêà÷åñòâåííûìè êëåòêàìè. Òðåòèé ÷ëåí îïèñûâàåò
äèôôóçèþ ëåêàðñòâà.

Îïåðàòîð Aα ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì äèôôóçèè è çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aαc(x, t) :=
2∑

i=1

∂

∂xi
(D(x)(c(x, t)2α · ∂c(x, t)

∂xi
)).

Ïàðàìåòð α îïðåäåëÿåò ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè äèôôóçèè. Âûáîð íåëèíåéíîé äèôôóçèè â äàí-
íîì ñëó÷àå ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ðàêîâûå êëåòêè ìîçãà îòëè÷àþòñÿ áîëüøîé ïîäâèæíîñòüþ. Ïðè
α = 0 îïåðàòîð äèôôóçèè ñòàíîâèòñÿ îáû÷íûì îïåðàòîðîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé: △c(x), èëè
â óñëîâèÿõ íåîäíîðîäíîñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè: ∇dc(x)∇c(x).

dc(x) � ôóíêöèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, ïðèíèìàþùàÿ äâà çíà÷åíèÿ: dg â ¾ñåðîé¿ îá-
ëàñòè, ãäå ðàñïîëîæåíû òåëà ãëèàëüíûõ êëåòîê, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì G, è dw â ¾áåëîé¿
îáëàñòè W, ãäå ðàñïîëîæåíû àêñîíû. Ñêîðîñòü õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé âî âòîðîé îáëàñòè âñåãäà
âûøå, ÷åì â ïåðâîé, ïîýòîìó dq < dw.
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Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò äèôôóçèè çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x:

dc(x) =

{
dg, åñëè x ∈ G,
dw, åñëè x ∈ W.

Îïåðàòîð Aαh
îïèñûâàåò äèôôóçèþ ëåêàðñòâà è çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aαh
h(x, t) := dh

2∑
i=1

∂

∂xi
((h(x, t)αh · ∂h(x, t)

∂xi
)).

Ïðè αh = 0 äèôôóçèÿ ëåêàðñòâà çàïèñûâàåòñÿ òàê: Aαh
h(x, t) = dh△h(x, t).

u(x, t) � ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè ëåêàðñòâåííîãî
ñðåäñòâ â òî÷êå x ∈ D çà åäèíèöó âðåìåíè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà çàäàíèÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè:

1. u(x, t) = u(t), äëÿ ∀x ∈ D,

2. u(x, t) = χ(x)u(t), ãäå

χ(x) =

{
1, â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé R ñ öåíòðîì â òî÷êå x∗,
0, âíå êâàäðàòà.

3. u(x, t) = δ(x− x∗)u∗(t), x∗ = (x∗
1, x

∗
2).

Îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: âî-ïåðâûõ, îãðàíè÷åíèå
íà ðàçîâóþ äîçó:

0 6 u(t) 6 q, (4)

âî-âòîðûõ, èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà îáùåå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà, êîòîðîå
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà ëå÷åíèÿ:

T∫
0

∫
D

h(x, t)dx dt 6 Q0. (5)

G(h) � ôóíêöèÿ òåðàïèè, õàðàêòåðèçóþùåå èíòåíñèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ ëåêàðñòâåííîãî
ñðåäñòâà íà çëîêà÷åñòâåííûå êëåòêè. Äàëåå ïîëîæèì, ÷òî G(h) > 0, G(0) = 0, G(h) � ìîíî-
òîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî G′(h) > 0, h > 0; G′′(h) < 0, h > 0 (ò.å. âîãíóòàÿ).
Òèïè÷íûé ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè G(h) = h

A+h . (ïóñòü A = 1)
γ è dh � êîýôôèöèåíòû äèññèïàöèè è äèôôóçèè ëåêàðñòâà.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, â ðàáîòå âåçäå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî c(x, t) > 1, n(x, t) > 1, äëÿ ëþáîãî

x ∈ D.
Ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:
íàéòè ôóíêöèþ u(t) ∈ L∞, óäîâëåòâîðÿþùóþ îãðàíè÷åíèÿì (5), (4), ïðè êîòîðîé ôóíêöè-

îíàë çàäà÷è

Φ(u, T ) =

∫
D

ln c(x, T )dx := ln c(T ) (6)

äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè ê çàðàíåå çàäàííîìó ôèêñèðîâàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè T .
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Îñíîâíàÿ èäåÿ, ðàçðàáàòûâàåìàÿ â äàííîé ãëàâå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü äâó-
ñòîðîííþþ îöåíêó îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà (6):

Ψ(T ) 6 Φ∗(T ) 6 Ψ(T ).

Çäåñü Ψ(T ) � îöåíêà ñíèçó, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêè. Çàäàâ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ

îïòèìàëüíîñòè â áîëåå óçêîì êëàññå, ìîæíî ÷èñëåííî ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó Ψ(T ).
Â íà÷àëå ãëàâû íàõîäèòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà:

Òåîðåìà 1. Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) äëÿ ëþáîãî α è äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8) äëÿ ëþáîãî
α > 1

2 äëÿ ôóíêöèîíàëà (6) çàäà÷è (1) âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

Φ(u, T ) > S(ρ− k̃)

ρβ

(
1− e−ρβT

)
+ ln c0e

−ρβT ,

ãäå

k̃ = kG

(
q

γ

)
óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = u(t),

k̃ = kG

(
R2q

Sγ

)
óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = χ(x)u(t),

k̃ = kG

(
q

Sγ

)
óïðàâëåíèÿ òèïà u(x, t) = δ(x− x∗)u∗(t).

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1. Î áëèçîñòè ïîëó÷åííûõ ãðàôèêîâ
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∫ Ω
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 c
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,T
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u(x,t)=δ(x*)u(t)

u(x,t)=u(t)
α=0.05;
α

h
=0.01

u(x,t)=χ
R’

(x*)u(t)
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u(x,t)=χ

R’
(x*)u(t)

u(x,t)=χΩ’
(x*)u(t)

α=0.05;
α

h
=0.1

Ðèñ. 1: ×èñëåííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà è àíàëèòè÷åñêàÿ íèæíÿÿ îöåíêà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè.
Âåðõíÿÿ îöåíêà ïðåäñòàâëåíà äëÿ ÷åòûð¼õ ñëó÷àåâ: äëÿ ñëó÷àÿ k = 0, è äëÿ ñëó÷àÿ k =
0.0196 äëÿ òð¼õ âèäîâ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè: ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîé ôóíêöèè u = u(t);
ôóíêöèè, ñîñðåäîòî÷åííîé íà êâàäðàòíîì íîñèòåëå ñ äëèíîé ñòîðîíû R′ u = χR′(x∗)u(t);
äåëüòà-ôóíêöèè u = δ(x∗)u(t). Ñëåâà αh = 0.1, ñïðàâà αh = 0.01. Êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è -
óñëîâèå Íåéìàíà.
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âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé äðóã ê äðóãó äëÿ ãðàíèö èíòåðâàëà, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ëå÷åíèÿ, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Ñòðàòåãèè ëå÷åíèÿ ñ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé òèïà δ-ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíîé.

2. Ó÷¼ò íåëèíåéíîñòè äèôôóçèè (êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü èíâàçèâíîñòè, àãðåññèâ-
íîñòè îïóõîëè) â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ïîëó-
÷åííûõ îöåíîê.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ïðîäîëæåíèþ èññëåäîâàíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñ ó÷åòîì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ëåêàðñòâà ñî çäîðîâûìè êëåòêàìè è ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé.

Ðàñïðåäåë¼ííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëå÷åíèÿ ðàêîâîé îïóõîëè â ýòîì ñëó÷àå ó÷èòûâàåò
êîíöåíòðàöèþ ðàêîâûõ êëåòîê (c(x, t)), êîíöåíòðàöèþ çäîðîâûõ êëåòîê (n(x, t)) è êîíöåíòðà-
öèþ ëåêàðñòâà (h(x, t)).

Îáëàñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rm, m = 2, 3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ.
∂c(x,t)

∂t = f1(c(x, t)) +Aαc(x, t)− k1c(x, t)g(h),
∂n(x,t)

∂t = f2(n(x, t)) + dn△n(x, t)− k2n(x, t)g(h)− l1φ(c, n),
∂h(x,t)

∂t = −γh(x, t) +Aαh
h(x, t) + u(x, t).

(7)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

c(x, 0) = c0(x) > 0, n(x, 0) = n0(x) > 0, h(x, 0) = 0;

è êðàåâûå óñëîâèÿ:

∂c(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂n(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂h(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
Γ

= 0; (8)

Çäåñü ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáëàñòè D.
Âòîðîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò äèíàìèêó çäîðîâûõ êëåòîê. Ëåêàðñòâî íåãàòèâíî âëèÿåò íà

îáà òèïà êëåòîê. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ìåæäó êëåòêàìè ñóùåñòâóåò êîíêóðåíöèÿ, êîòî-
ðàÿ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé φ(c, n) :

φ(c, n) =
c(x, t)n(x, t)

l2 + c(x, t)
.

Çàäà÷à âûæèâàåìîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ìîäåëè (7) è êðàåâûõ óñëîâèé (8). Êëàññ
äîïóñòèìûõ ïðîñòûõ ñòðàòåãèé (Σ) ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé
ñ ïåðèîäîì T , èìåþùèõ ñëåäóþùèé âèä:

u(x, t) =

{
q, 0 6 t 6 τ1;
0, τ1 6 t 6 τ1 + τ2 = T.

Òàêèì îáðàçîì óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå q â òå÷åíèå âðåìåíè τ1 (âðåìÿ
àêòèâíîé òåðàïèè)è ðàâíî íóëþ â òå÷åíèå âðåìåíè τ2 (âðåìÿ ðåëàêñàöèè).
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Ïðè êàæäîé çíà÷åíèè t îïðåäåëèì îáëàñòü Ω (îáëàñòü âûæèâàåìîñòè) ñëåäóþùèìè èíòå-
ãðàëüíûìè íåðàâåíñòâàìè: ∫

D

lnn(x, t) dx > n∗,

∫
D

ln c(x, t) dx 6 c∗. (9)

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à âûæèâàåìîñòè: ñðåäè âñåõ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé èç êëàññà ïðîñòûõ
ñòðàòåãèé òåðàïèè íåîáõîäèìî íàéòè òàêóþ, ïðè êîòîðîé âðåìÿ TΩ ïðåáûâàíèÿ ôàçîâîé òðà-
åêòîðèè (c, n, h) â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè Ω áóäåò ìàêñèìàëüíûì:

T → max,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîãî òåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà çà âðåìÿ
TΩ îãðàíè÷åííî çàäàííîé âåëè÷èíîé Q, ò.å.

TΩ∫
0

∫
D

h(x, t) dx 6 Q.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå ñòðàòåãèè òåðàïèè, ïåðèîäè÷åñêîå ïðèìåíåíèå êîòîðûõ
îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè, íå âûõîäÿùåé çà ãðàíèöû îáëàñòè âûæèâà-
åìîñòè Ω, ïîñêîëüêó ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ñòðàòåãèé âûÿâëÿåò âîçìîæíîñòü ïåðåâîäà çàáîëå-
âàíèÿ â õðîíè÷åñêóþ ôîðìó.

Â ýòîé ãëàâå äîêàçàíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

Òåîðåìà 2. Äëÿ çàäà÷è (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2) ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (9) ñ
îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ (4), (5) âåðíî:

1. Åñëè
S(ρ1−k1

q
Sγ+q )

ρ1β1
> c∗, òî íå ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèé, óäåðæèâàþùèõ ôàçîâóþ òî÷êó

â îáëàñòè âûæèâàåìîñòè: îãðàíè÷åíèå ñâåðõó ïî êîëè÷åñòâó áîëüíûõ êëåòîê îáÿçà-
òåëüíî áóäåò íàðóøåíî.

2. Åñëè
S(ρ2−l1−k2

q
Sγ+q )

ρ2β2
> n∗, òî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèÿõ îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà

êîëè÷åñòâî çäîðîâûõ êëåòîê áóäåò âñåãäà âûïîëíåíî.

Êðîìå ýòîãî äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3. Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñîñðåäîòî÷åííîãî àíàëîãà
ñèñòåìû (1), àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó â ïðîñòðàíñòâå W 2

2 (D) ïðè âñåõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðà u 0 6 u 6 q � òî åñòü ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì è äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû
(1) â êëàññå ôóíêöèé W 2

2 (D).

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îñóùåñòâëÿòü ÷èñëåííûé ïîèñê ïðîãðàììíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ (èç êëàññà Σ). Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè âûÿâëåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñèñòå-
ìû:

1. Ñóùåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè êî
âðåìåíè àêòèâíîé òåðàïèè τ2

τ1
, à òàêæå ñàìî âðåìÿ àêòèâíîé òåðàïèè. Óìåíüøåíèå ýòî-

ãî îòíîøåíèÿ ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ îãðàíè÷åíèÿ íà çäîðîâûå êëåòêè, óâåëè÷åíèå �
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îãðàíè÷åíèÿ íà áîëüíûå êëåòêè (ñì. ðèñ. 2). Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ïîèñêà áûëî íàé-
äåíî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå τ2

τ1
= 2.6 (ïðè çàäàííîé ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå ðàçîâîé

äîçû q), ïîçâîëÿþùåå ôàçîâîé òî÷êå íàõîäèòüñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå âðåìÿ âíóòðè
îáëàñòè âûæèâàåìîñòè (ñì. ðèñ. 3). Áûë ïðîâåä¼í ïîèñê îïòèìàëüíûõ ñîîòíîøåíèé τ2

τ1
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ðàçîâûé äîçû q, ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.
Òîãäà êàê îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ τ2

τ1
, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíîå

âðåìÿ âûæèâàíèÿ, íå çàâèñèò îò âûáîðà τ1 è τ2, âðåìÿ âûæèâàíèÿ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ
âðåìåíè àêòèâíîãî ëå÷åíèÿ τ1 (ñì. ðèñ. 3).

2. Ïðîöåññ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû çàäàííîãî ðåñóðñà Q. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ çíà÷åíèé Q ñóùåñòâóþò ðåæèìû, ïðè êîòîðûõ ñòàáèëèçàöèÿ ïðîèñõîäèò âíå ïðåäå-
ëîâ îáëàñòè âûæèâàåìîñòè. Ïðèìåð òàêîãî ðåæèìà ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå 5.

60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 250 260
365

370

375

380

385

390

395

 ∫
D

 ln c(x,t) dx

∫ D
 ln

 n
(x

,t)
 d

x 

τ
1
=30,

τ
2
=120

H=65, m=2.9
T=435
Q=188.5

u=0

u=q

τ
1
=30, τ

2
=90

H=64, m=4.9
T=588
Q=313.6

τ
1
=30, τ

2
=30

H=63, m=3.9
T=234
Q=245.7

Ðèñ. 2: Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíî ñëó÷àè, êîãäà âðåìÿ àêòèâíîé òåðàïèè τ1 = 30, à âðåìÿ
ðåëàêñàöèè τ2 = 30, τ2 = 90, τ2 = 120. Çäåñü m � êîëè÷åñòâî öèêëîâ âíóòðè îáëàñòè âûæè-
âàåìîñòè. H � ðàñõîä ëåêàðñòâà âî âñåé îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ â òå÷åíèå îäíîãî öèêëà. Q
� çàòðàòà ëåêàðñòâà íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè äâèæåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè âíóòðè îáëàñòè
âûæèâàåìîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå âðåìÿ ðåëàêñàöèè îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì è ïðîèñõîäèò
íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèÿ íà çäîðîâûå êëåòêè. Âî âòîðîì è òðåòüåì ñëó÷àå èç-çà ñëèøêîì áîëü-
øîãî âðåìåíè ðåëàêñàöèè ïðîèñõîäèò íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèÿ íà áîëüíûå êëåòêè. Íàèáîëåå
îïòèìàëüíûì èç ïðåäñòàâëåííûõ âàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ âàðèàíò ñ τ2 = 90, ïîñêîëüêó â ýòîì
ñëó÷àå âðåìÿ âûæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì.

Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåíà çàäà÷à î âûáîðå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè òåðàïèè, ïðè êîòîðîé
êîëè÷åñòâî êëåòîê, çàðàæåííûõ îñíîâíûì âèðóñîì, âìåñòå ñ êîëè÷åñòâîì êëåòîê, çàðàæåííûõ
ìóòàíòíûìè ðåçèñòåíòíûìè âèðóñàìè, íàõîäèëîñü áû íà ïðèåìëåìîì óðîâíå.

Ñïîñîáíîñòü ìíîãèõ òèïîâ âèðóñà ê ìóòàöèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â îðãàíèçìå íàðÿäó
ñ îñíîâíûì âèðóñîì ïðèñóòñòâóþò åãî ìóòàíòíûå ðàçíîâèäíîñòè (êëîíû). Â îáû÷íûõ óñëî-
âèÿõ åñòåñòâåííàÿ ñìåðòíîñòü ýòèõ ïîäâèäîì äîñòàòî÷íî âûñîêà è èõ ÷èñëåííîñòü ìàëà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëåííîñòüþ âèðóñîâ îñíîâíîãî âèäà. Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, êîãäà îñíîâíîé âè-
ðóñ ïîäâåðãàåòñÿ óíè÷òîæåíèþ ëåêàðñòâåííûìè ñðåäñòâàìè. Òàê, íàïðèìåð, ñ óâåëè÷åíèåì
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∫ D ln
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(x
,t)

 d
x 

τ
1
=15;

τ
2
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1
=39

T=782; m=14.5
Q

T
=462

τ
1
=7;

τ
2
=2.6*τ

1
=18.2

T=820; m=32.5
Q

T
=472

Ðèñ. 3: Îïòèìàëüíîå îòíîøåíèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè êî âðåìåíè àêòèâíîé òåðàïèè íàéäåíî è
ðàâíî τ2

τ1
= 2.6 Òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå ñïðàâà. Óìåíüøåíèå âðåìåíè àêòèâíîé

òåðàïèè âåä¼ò ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè âûæèâàíèÿ. Íà ðèñóíêå ñëåâà ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü
âðåìåíè âûæèâàíèÿ T îò τ1 ïðè óñëîâèè, ÷òî τ2

τ1
= 2.6
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∫
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Ðèñ. 4: Äëÿ êàæäîãî q ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âðåìåíè âûæèâàíèÿ ðàâíî T (q) (ñ ãðàôèêà
ñïðàâà ) è ýòîò ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ ïðè τ2

τ1
(q) (ñ ãðàôèêà ñëåâà). Çàäàíî: τ1 = 30

äîçû ëåêàðñòâà (ïðåïàðàòà ÀÑÒ) ïðèñïîñîáëÿåìîñòü (âûæèâàåìîñòü) îñíîâíîãî âèðóñà ÂÈ×
óìåíüøàåòñÿ áîëåå ÷åì â 16 ðàç, òîãäà êàê ïðèñïîñîáëÿåìîñòü íåêîòîðûõ êëîíîâ óìåíüøàåò-
ñÿ ëèøü â 1.8 ðàç. Â èòîãå, ëåêàðñòâåííîå ñðåäñòâî, óíè÷òîæàÿ îñíîâíîé âèðóñ, ñïîñîáñòâóåò
ïîÿâëåíèþ ðåçèñòåíòíûõ ê ýòîìó ñðåäñòâó ìóòèðîâàâøèõ êëîíîâ, íå ìåíåå îïàñíûõ, ÷åì îñ-
íîâíîé. Âîçíèêàåò çàäà÷à î âûáîðå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè òåðàïèè, ïðè êîòîðîé êîëè÷åñòâî
êëåòîê, çàðàæåííûõ îñíîâíûì âèðóñîì, âìåñòå ñ êîëè÷åñòâîì êëåòîê, çàðàæåííûõ ìóòàíò-
íûì ðåçèñòåíòíûì âèðóñîì, íàõîäèëîñü áû íà ïðèåìëåìîì óðîâíå. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è êàê çàäà÷è ñèíòåçà (çàäà-
÷è óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ). Â ýòîì ñëó÷àå äîçà ëåêàðñòâà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ êîëè÷å-
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Ðèñ. 5: Ñòàáèëèçàöèÿ öèêëà ïðîèñõîäèò âíå îáëàñòè âûæèâàåìîñòè.

ñòâîì âèðóñîâ îñíîâíîãî òèïà, êîëè÷åñòâîì ðåçèñòåíòíûõ âèðóëåíòîâ, à òàêæå êîëè÷åñòâîì
ââåäåííîãî ëåêàðñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, çàäàþùàÿ êîëè÷åñòâî ëå-
êàðñòâåííîãî ñðåäñòâà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ââåäåíî â ïàöèåíòà â åäèíèöó âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííîé.

Ïóñòü u1(t) � êîëè÷åñòâî îñíîâíûõ âèðóñîâ â îðãàíèçìå, u2(t) � êîëè÷åñòâî ìóòàíòíûõ
âèðóñîâ, h(t) � êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìîãî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà. (Çäåñü è äàëåå t � âðåìÿ.)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:
u̇1 = λ1 − γ1u1 − α1u1f1(h), u1(0) = u0

1;
u̇2 = λ2 + α3f3(h)− γ2u2 − α2u2f2(h), u2(0) = u0

2;

ḣ = −γ3h+W, h(0) = h0.
(10)

Çäåñü λ1, λ2 � ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà îñíîâíîãî è ìóòàíòíîãî âèðóñîâ, γ1, γ2 � êîýôôè-
öèåíòû ñìåðòíîñòè âèðóñîâ, γ3 � êîýôôèöèåíò äèññèïàöèè òåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà, f1(h)
è f2(h) ôóíêöèè òåðàïèè, õàðàêòåðèçóþùèå èíòåíñèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ ëåêàðñòâåííîãî ñðåä-
ñòâà íà êëåòêè, çàðàæåííûå îñíîâíûì è ìóòàíòíûì âèðóñîì, f3(h) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ
óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ìóòàíòíîãî âèðóñà ïîä äåéñòâèåì ëåêàðñòâåííîãî ñðåä-
ñòâà, W (t) � ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, çàäàþùàÿ êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà, êîòîðîå
ìîæåò áûòü ââåäåíî â ïàöèåíòà â åäèíèöó âðåìåíè, 0 6 W (t) 6 R, R > 0, αi, i = 1, 2, 3 �
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèé òåðàïèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàäêèå, ìîíîòîííî-âîçðàñòàþùèå ôóíê-
öèè: fi(h) > 0, h > 0; fi(0) = 0; f ′

i(h) > 0, h > 0, i = 1, 2, 3.
Åñëè ëå÷åíèå íå ïðîâîäèòñÿ (h = 0), òî îñíîâíîé âèðóñ ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì, ò.å.

λ1

γ1
> λ2

γ2
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè h > 0 óâåëè÷èâàåòñÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâîäñòâà ìóòàíòíîãî

âèðóñà òàêèì îáðàçîì, ÷òî îí íà÷èíàåò äîìèíèðîâàòü.
Ôóíêöèÿ f3(h), îïèñûâàþùàÿ óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ìóòàíòíîãî âèðóñà,

èìååò âèä

f3(h) =
h2

A+ h2
, A �äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíî ÷èñëî.

Âèä ôóíêöèè f3(h) îáóñëîâëåí òåì, ÷òî óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âîñïðîèçâîäñòâà ìóòàíòà
ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíûì ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà
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h(t).
Â êà÷åñòâå ôóíêöèé òåðàïèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè f1(h) = f2(h) = h

B+h , B > 0.
Âèä ôóíêöèè òåðàïèè îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü âîçäåéñòâèÿ ëåêàð-
ñòâåííîãî ñðåäñòâà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëåêàðñòâî àêòèâíåå âîçäåéñòâóåò íà îñíîâíîé âèðóñ, ÷åì íà ìóòàíò,
ïîýòîìó α1f1(h) > α2f2(h).

Â ðàáîòå ïîñòàâëåíà çàäà÷à ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé
ñâÿçüþ.

Äëÿ ëþáîãî òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîãî ðàâåíñòâàìè t = t, u1 = u1, u2 =
u2, h = h, íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå W ∗(t, u1, u2, h), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

0 6 W ∗(t) 6 R,

ïðè êîòîðîì ôóíêöèîíàë
Φ(t) = u2

1 + ϵu2
2 (11)

äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t = T.
Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-

ìîñòè ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà.
Îòûñêàíèå ãëàäêîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëíîñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñèíòå-
çà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ãëàäêèå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Äëÿ ýòîãî ñòðîÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå ïñåâ-
äîðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè (W = 0 è
W = R).

0 20 40 60 80 100
0

50

100

150

200

250

300

τ

h

γ
R

γ
0

M

Γ
0

Γ
R

D*

D
R

D
0

G*

Ðèñ. 6: Õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèé SR,S0 è ãðàíèöû γR,γ0.

×åðåç DR îáîçíà÷åíà îáëàñòü, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè-Áåëëìàíà, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè W = R, ÷åðåç D0

îáîçíà÷åíà îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî W = 0. Îáëàñòè ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïñåâäîðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà (DR, D0) íå çàíèìàþò âñ¼
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ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îáëàñòü D∗, òàêàÿ ÷òî îáúåäèíåíèå îáëàñòåé DR,
D0 è D∗ ïðåäñòàâëÿåò âñ¼ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (ñì. ðèñ. 6).

Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ðàáîòå çàíèìàåò äîêàçàòåëüñòâî ãëàäêîñòè ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðà-
çîì ðåøåíèÿ.

Áëàãîäàðÿ àíàëèçó õàðàêòåðèñòèê ïñåâäîðåøåíèé, à òàêæå ðàñ÷¼òó ïîëîæåíèÿ ñèíãóëÿð-
íîé òðàåêòîðèè, áûë ïîñòðîåí ñèíòåç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðèìåðàìè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ ïàðàìåòðîâ. (ðèñ. 7)
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Ðèñ. 7: Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Íà ðèñóíêå ñïðàâà çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: u0
1 =

106; u0
2 = 108; h0 = 0; ϵ = 1. Íà íà÷àëî ëå÷åíèÿ ïðèõîäèòñÿ ôàçà àêòèâíîãî ëå÷åíèÿ (W ∗ = 1).

Íà ðèñóíêå ñëåâà çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: u0
1 = 108; u0

2 = 106; h0 = 0; ϵ = 1
5 . Â ýòîì ñëó÷àå

íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ôàçîâîé òî÷êè ðàñïîëàãàåòñÿ â çîíå ïàññèâíîãî ëå÷åíèÿ (W ∗ = 0). Â
ñëó÷àå, êîãäà ôàçîâàÿ òî÷êà äîñòèãàåò ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ, îïòèìàëüíîé áóäåò ñòðà-
òåãèÿ, óäåðæèâàþùàÿ ôàçîâóþ òî÷êó íà ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè ìîæíî óêàçàòü ãèïåðïîâåðõíîñòü â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ðàçáèâàåò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî íà äâà ìíîæåñòâà: àêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ
è ïîêîÿ. Åñëè ôàçîâàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â ïåðâîì ìíîæåñòâå, òî ïðîèçâîäèòñÿ àêòèâíîå ââå-
äåíèå ëåêàðñòâåííîãî ñðåäñòâà íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîì óðîâíå. Åñëè æå ôàçîâàÿ òî÷êà
ïîïàäàåò âî âòîðîå ìíîæåñòâî, òî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ðàâíî íóëþ. Òî åñòü, çàäà÷à ñèí-
òåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòñëåæèâàíèè ïîëîæåíèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè
ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê óêàçàííîé ãèïåðïëîñêîñòè.
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