
МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

имени М. В. ЛОМОНОСОВА

ФИЗИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

На правах рукописи

Демченко Юрий Анатольевич

Моды шепчущей галереи в неидеальных оптических

микрорезонаторах. Методы аппроксимации

01.04.01 приборы и методы экспериментальной физики

ДИССЕРТАЦИЯ

на соискание ученой степени

кандидата физико-математических наук

Научный руководитель:

доктор физ.–мат. наук, профессор Городецкий М.Л

Москва 2017 г.



Оглавление

1 Введение 6

1.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Актуальность темы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Цели диссертационной работы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.5 Научная новизна . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.6 Практическая ценность результатов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.7 Mетодология и методы исследования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.8 Основные положения, выносимые на защиту . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.9 Достоверность результатов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.10 Личный вклад автора . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.11 Публикации и апробация работы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.12 Структура и объем диссертации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Собственные частоты резонаторов с МШГ 12

2.1 Обзор литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Микрорезонатор и системы координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.1 Цилиндрическая система координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.2 Сферическая система координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.3 Сфероидальная система координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.4 Тороидальная система координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Расчет собственных частот резонаторов с МШГ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.1 Собственные частоты диэлектрической сферы . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.2 Разложение для случая цилиндра . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3.3 Приближенные методы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3.3.1 Метод ВКБ для тел вращения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2



2.3.3.2 Метод Эйконала и квантование Энштейна-Бриллюэна-Келлера

(ЕБК) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.3.3 ЕБК для сфероида . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.3.3.4 ЕБК для квартики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.3.3.5 ЕБК для тороида . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3.4 Распределение поля в сфероидальных резонаторах . . . . . . . . . . . . 35

2.3.5 Численные проверки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3.6 Интерполяция ошибок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.4 Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3 Применение оптических микрорезонаторов с МШГ в качестве высокочув-

ствительных сенсоров 43

3.1 Обзор литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.1.1 Сенсоры на эффекте поверхностного плазмонного резонанса . . . . . . . 45

3.1.2 Сенсоры на интерферометрах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1.2.1 Интерферометр Маха-Цандера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1.2.2 Интерферометр Юнга . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1.2.3 Интерферометр Хартмана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1.2.4 Обратное рассеяние . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.1.3 Сенсоры на оптических волноводах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.1.3.1 Резонансное зеркало . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.1.4 Сенсоры на основе оптоволокна . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.1.4.1 Брэгговские решетки в волокне . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.1.4.2 Нановолокно . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.1.5 Фотонный кристалл . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.1.6 Сенсоры на микрорезонаторах с модами шепчущей галереи . . . . . . . 49

3.1.6.1 Отражение на границе раздела . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.1.6.2 Основные типы детекторов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.1.6.3 Методы улучшения чувствительности . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.1.6.4 Покрытия поверхности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.1.6.5 Шумы в резонаторах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.1.6.6 Методы, подавляющие некоторые виды шумов . . . . . . . . . . 54

3.1.6.7 Флюоресцентные сферы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.1.7 Использование . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.2 Расчет поправок для тонкого слоя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2.1 Характеристическое уравнение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3



3.2.1.1 Диэлектрическая сфера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2.1.2 Поправки тонкого слоя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2.2 Расчет через тензор Максвелла . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.3 Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4 Связь РШГ с призмой 64

4.1 Обзор литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.1.1 Взаимодействие со свободным пучком . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.1.2 Условие фазового синхронизма . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.1.3 Связь с помощью волокон . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.1.4 Связь в дифракционными решетками . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.1.5 Другие способы связи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.1.6 Призма . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.2 Связь с несферическим резонатором с помощью призмы . . . . . . . . . . . . . 68

4.2.1 Распределение поля снаружи резонатора . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.2.2 Оптимизация величины связи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.2.3 Добротность нагружения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.2.4 Сдвиг собственных частот . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.2.5 Влияние потерь в призме . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.3 Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5 Стабилизация лазеров с помощью микрорезонаторов с МШГ 80

5.1 Обзор литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

5.1.1 Полупроводниковые лазеры . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

5.1.2 Пассивная стабилизация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5.1.2.1 Стабилизация полупроводниковых лазеров внешним зеркалом 81

5.1.3 Активная стабилизация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

5.1.3.1 Метод Паунда-Дривера-Холла . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

5.1.3.2 Метод Хэнша-Куйо . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.1.4 Стабилизация лазера микрорезонатором с МШГ . . . . . . . . . . . . . . 84

5.2 Расчет параметров стабилизации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5.2.1 Обратное рассеяние и отражение от резонатора с МШГ . . . . . . . . . 85

5.2.2 Полная система уравнений для стабилизации . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5.2.3 Отражение от резонатора . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.2.4 Уравнение медленно меняющейся амплитуды для лазера . . . . . . . . . 87

5.2.5 Выбор безразмерных переменных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.2.6 Стабильность . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4



5.2.7 Полоса затягивания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.2.8 Устойчивость . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.3 Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

6 Основные результаты работы 98

5



Глава 1

Введение

1.1 Введение

В настоящее время фотоника активно развивается и в скором времени способна будет вытес-

нить традиционные методы обработки информации. Основой для фотоники является опти-

ческая обработка информации, для которой необходимы различные устройства: стабильные

оптические генераторы, модуляторы, фильтры и линии задержки [1]. Фотонные устройства

часто включают в себя и оптические резонаторы, среди которых по своим свойствам отдель-

ное место занимают оптические резонаторы с МШГ, обладающие высокой добротностью (до

1011 [2]), устойчивостью к внешним воздействиям и простотой изготовления.

Высокая добротность резонаторов с МШГ дает возможность использовать их в качестве

высокочувствительных детекторов, способных конкурировать с аналогичными устройствами

на других схемах детектирования. В настоящее время с помощью микрорезонаторов с МШГ

создаются биодетекторы, способные детектирировать единичные молекулы.

Однако, высокая добротность микрорезонаторов с МШГ не позволяет им эффективно

возбуждаться свободным пучком. Для связи с резонаторами используются различные опти-

ческие элементы связи. Оптимизация процесса связи является неотъемлемой частью улуч-

шения характеристик приборов на основе резонаторов с МШГ.

В то же время высокая добротность позволяет концентрировать большие оптические мощ-

ности в малых объемах, что приводит к появлению нелинейных процессов в резонаторах.

Благодаря этому в резонаторе с МШГ возможно создание оптических гребенок, генериру-

ющих излучение, состоящее из эквидистантного набора спектральных линий. Оптические

гребенки могут быть использованы для задач спектроскопии и телекоммуникации.

Высокая добротность резонаторов с МШГ позволяет использовать их в схемах как с

пассивной, так и с активной стабилизацией. Неидеальности материала резонатора также
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обеспечивают обратное рассеяние излучения в лазер, что может обеспечить затягивание ча-

стоты лазера, значительно сужающее ширину линии лазера. Этот эффект позволяет создать

компактные стабилизированные резонатором с МШГ источники излучения, обладающие хо-

рошими спектральными характеристиками.

Следовательно, при проектировании приборов на основе резонаторов с МШГ, важной

задачей является исследование структуры мод, их добротности и зависимости этих величин

от различных параметров, включая форму микрорезонатора, а также оптимизация их связи

с оптическим излучением.

1.2 Актуальность темы

Для современных задач коммуникации и спектроскопии важную роль играют оптические

гребенки. Резонаторы МШГ с керровской нелинейностью могут служить генераторами оп-

тических гребенок, причем их размер на несколько порядков меньше традиционных систем

на фемтосекундных лазерах. При подаче оптических импульсов гребенки на детектор так-

же возможно создание стабильного генератора СВЧ сигнала, также востребованного для

практических задач.

Задача детектирования химических веществ в жидкостях и газах является очень важной

в различных областях. Высокая добротность резонаторов с МШГ позволяет использовать

их наравне с детекторами других типов в качестве детекторов, что требует аналитических

оценок чувствительности собственных частот к изменению внешних параметров.

Высокая добротность резонаторов позволяет использовать их для стабилизации лазерного

излучения. Среди различных активных и пассивных схем стабилизации схема с затягиванием

частоты лазера на резонатор, основанная на обратном рассеянии в материале резонатора,

отличается простотой и эффективностью.

На практике для эффективного использования резонаторов с МШГ необходима оптими-

зация их формы и величины связи. При этом в экспериментах часто требуется использовать

не только сферические резонаторы, которые значительно проще в изготовлении по сравне-

нию, например, с цилиндрическими, но и резонаторов других форм. Если для сферических

резонаторов собственные частоты легко получить и численно и аналитически, то для осталь-

ных форм необходимы специальные методы.

Варьирование формы резонатора позволяет не только изменять собственные частоты мод,

но также и дисперсии разных порядков, что играет важную роль при процессе генерации

оптических гребенок [3].

Связь с резонатором с МШГ не является тривиальной задачей и требует дополнительных

оптических элементов. Для большинства экспериментальных задач требуется максимизиро-
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вать величину связи, что может быть, в том числе, сделано с помощью варьирования формы

резонатора.

1.3 Цели диссертационной работы

1. Разработка теоретических методов анализа мод шепчущей галереи в несферических

микрорезонаторах

2. Теоретическое исследование влияния адсорбированного поверхностного слоя на моды

шепчущей галереи

3. Разработка методов оптимального возбуждения оптическимх микрорезонаторов

4. Теоретическое исследование стабилизации лазера высокодобротным резонатором с мо-

дами шепчущей галереи

1.4 Задачи

1. Проанализировать и применить методы расчета собственных частот мод шепчущей га-

лереи для осесимметричных изотропных резонаторов с различными боковыми профи-

лями для увеличения точности существующих приближений

2. Рассчитать и верифицировать поправки для собственных частот тонкого диэлектриче-

ского слоя на поверхности изотропного сферического диэлектрического резонатора

3. Получить оптимальные параметры для связи изотропных сфероидальных резонаторов

с призмой

4. Проанализировать возможность построения упрощенной аналитической модели стаби-

лизации лазера высокодобротным резонатором с модами шепчущей галереи, обеспечи-

вающую затягивание частоты лазера и возможность аналитического получения основ-

ных параметров

1.5 Научная новизна

Построены наиболее точные приближения для собственных частот сфероидов и тороидов.

Впервые получены аналитические приближения дисперсии второго порядка для поперечных

мод. Получено распределение поля для сфероидальных резонаторов.
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Впервые применены два различных метода для поиска сдвигов собственных частот сфе-

рических микрорезонаторов при наличии тонкого диэлектрического слоя на их поверхности.

Так же впервые проанализировано влияние поглощения в тонком слое на добротность мод.

Впервые проведена оптимизация связи сфероидальных микрорезонаторов с призмой. По-

лучены выражения для оптимальных углов падения возбуждающего излучения в призме,

добротности связи, оптимальной сплюснутости и сдвигов собственных частот резонатора

при наличии призмы.

Исследована модель стабилизации лазера резонатором с МШГ, показано, что в ней воз-

можна стабилизация и затягивание. Впервые получены аналитические выражения для ста-

бильности частоты лазера и оценки ширины полосы затягивания.

1.6 Практическая ценность результатов

Полученные результаты могут использоваться для выбора оптимальных параметров для экс-

периментов с резонаторами с модами шепчущей галереи, а также дают возможность численно

оценить эффекты, связанные с резонаторами.

1.7 Mетодология и методы исследования

В основе аналитических расчетов лежат методы теории возмущения, квазиклассические при-

ближения эйконала и квантование Эйнштейна-Бриллюэна-Келлера в сопоставлении с чис-

ленным моделированием краевой электродинамической задачи методом конечных элементов.

1.8 Основные положения, выносимые на защиту

1. Асимптотические ряды для расчета собственных частот и дисперсии групповой скоро-

сти, и выражения для распределения поля в осесимметричных диэлектрических резо-

наторах с модами шепчущей галереи, полученные в диссертационной работе, обеспечи-

вают существенное (до порядка величины в практически важных случаях) улучшение

точности по сравнению с предыдущими аналитическими результатами.

2. Аналитические приближения для изменения собственной частоты и добротности сфе-

рических диэлектрических изотропных резонаторов с модами шепчущей галереи при

наличии тонкого изотропного поверхностного слоя, полученные двумя различным мето-

дами и верифицированные численным моделированием, устраняют имеющуюся в дру-

гих работах неоднозначность.
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3. Аналитическая теория связи призменного элемента со сфероидальными резонатора-

ми с модами шепчущей галереи, разработанная в диссертационной работе, позволила

расcчитать зависимости угловых спектров излучения от формы резонатора и оптими-

зировать геометрию резонатора для улучшения связи с осесимметричными гауссовыми

пучками и получить зависимость нагруженной добротности и сдвига собственных ча-

стот резонатора от формы резонатора при наличии призмы возбуждения.

4. Упрощенная модель стабилизации частоты диодного лазера резонатором с модами шеп-

чущей галереи при наличии в нем обратного рэлеевского рассеяния, учитывающая

затягивание частоты полупроводникового лазера модой микрорезонатора, позволяет

получить аналитические приближения для величины стабилизации частоты лазера и

ширины полосы затягивания, согласующиеся с численным моделированием.

1.9 Достоверность результатов

Достоверность результатов подтверждалась тщательным сравнением полученных аналити-

ческих приближений с численными расчетами. Все полученные приближения имеют непро-

тиворечивый физический смысл и согласуются с ранее полученными результатами. Резуль-

таты оптимизации связи с призмой для сфероидальных резонаторов были использованы в

экспериментах, проводимых в Российском Квантовом Центре.

1.10 Личный вклад автора

Все представленные в работе результаты получены либо лично автором, либо при его непо-

средственном участии. Автором выполнены все численные и аналитические расчеты, обра-

ботаны и проанализированы полученные результаты. Также им проведено тщательное срав-

нение полученных аналитических приближений с результатами численных расчетов.

1.11 Публикации и апробация работы

Результаты исследования опубликованы в 4-х статьях в журналах, которые индексируются

в базе данных Scopus и Web of Science, а также представлены на конференциях: Photonics

West 2012 - Laser Resonators, Microresonators, and Beam Control XIV, San Francisco, CA, USA,

2012; ICONO/ LAT 2013, 2013; ЛОМОНОСОВ 2015. , Москва, Россия, 13-17 апреля 2015;

Ломоносов 2017, МГУ имени М.В. Ломоносова, Россия, 10-14 апреля 2017; XVI Всероссийская

школа-семинар «Физика и применение микроволн» имени А.П. Сухорукова («Волны-2017»),

Физический факультет МГУ, Дом отдыха «Красновидово», Россия, 4-9 июня 2017.
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1.12 Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и списка литературы. Объем

диссертации 115 страниц, включая 25 рисунков. Список литературы насчитывает 186 наиме-

нований.
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Глава 2

Собственные частоты резонаторов

с МШГ

2.1 Обзор литературы

Единственными формами диэлектрических резонаторов, позволяющими получить точное

аналитическое решение для собственных мод и собственных частот, являются сфера [4, 5]

и цилиндр. Применение тороидальных [6,7], дисковых [8] и высокодобротных веретенообраз-

ных резонаторов [9] из различных материалов породило интерес к приближенным методам

анализа частот и распределения поля в произвольных выпуклых телах вращения. Хотя чис-

ленное моделирование, и в том числе метод конечных элементов [10], за последние годы

становится все более доступным и удобным, но они не всегда могут заменить желаемые ана-

литические формулы.

Для нескольких применений резонаторов шепчущей галереи, в особенности для гене-

рации Керровских гребенок [3, 11], возможность точного расчета собственных частот и их

пространственной дисперсии является необходимой для оптимизации приборов. Как было

продемонстрировано в [12], узкополосные гребенки намного более интересны, чем обычные

гребенки на микрорезонаторах с экваториальными модами, так как дисперсию, обуславли-

вающую процесс генерации гребенки, для поперечных мод контролировать намного проще.

Дисперсия второго порядка сильно влияет на процесс генерации гребенки. В работе [12] было

предложено, что небольшие изменения формы поверхности могут контролировать дисперсию

семейств поперечных мод. Уменьшив дисперсию второго порядка в материале за счет изме-

нения формы резонатора, можно уменьшить и минимальную мощность, необходимую для

генерации гребенки, что соответственно уменьшит и тепловые шумы.

Для резонаторов с отличной от сферической и цилиндрической форм разрешить ана-
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литически уравнения для распределения поля не удается. Для получения аналитических

выражений в качестве неидеальных резонаторов чаще всего рассматривают сфероид. Часто-

ты сфероида можно найти, используя собственные функции сфероида, широко рассмотрен-

ные в литературе. Проблема нахождения собственных функций была исследована в связи

с задачами квантовой механики о двухатомной молекуле, в которой электронная плотность

значительно лучше описывается сфероидальными функциями, нежели сферическими [13] а

так же в теории антенн и рассеяния электромагнитных волн [14].

Однако, на текущий момент подходящих приближений для случая резонаторов с МШГ

нет. Поэтому применяются различные приближенные методы, дающие достаточно точные

приближения для частот и пространственной дисперсии фундаментальной и поперечной мо-

ды сплюснутых и вытянутых сфероидов.

Существует несколько различных методов, подходящих для резонаторов с МШГ. Наибо-

лее простые основаны на геометрической интерпретации мод шепчущей галереи. Наиболее

простой такой метод основан на том, что для получения устойчивой траектории луча в резо-

наторе необходимо, чтобы на ней укладывалось целое число длин световых волн. При этом

оказывается, что относительный сдвиг частоты пропорционален относительному изменению

длины геодезической кривой [15]. Этот метод, однако, годится только для резонаторов с

небольшой степенью сжатия.

Более точные методы основаны на приближенном решении уравнения Гельмгольца. При

стандартной замене переменных, убирающей первую производную, уравнение становится по

структуре схоже со стационарным уравнением Шредингера, которое достаточно хорошо изу-

чено. В роли потенциала выступает диэлектрическая поверхность резонатора.

Отличительной особенностью приближенного решения уравнения Гельмгольца для сфе-

роида является то, что несколько параметров уравнения должны быть одновременно велики

и соответствующего порядка. Во-первых, размер резонатора a должен быть много больше

длины волны: ak ≈ m, где a — радиус резонатора, k — волновое число, соответствующее

собственной частоте и m — азимутальный индекс моды. Во вторых, константа разделения

углового и радиального уравнений должна быть пропорциональна квадрату m: λ ∝ m2, и, в

третьих, азимутальный индекс моды m должен быть много больше 1.

Наиболее физически простой метод — метод ВКБ, позволяющий найти собственные ча-

стоты в квазиклассическом приближении.

В работе [16] рассматривается решение уравнения Гельмгольца в системе координат, свя-

занной со сплюснутым сфероидом. Решения уравнения Гельмгольца ищутся в приближе-

нии, соответствующем резонаторам с МШГ. Для радиальной и угловой частей уравнения

Гельмгольца строятся асимптотические разложения решений по методу эталонного уравне-

ния Лангера-Дородницына. Собственные частоты находятся с помощью квантования полу-
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ченных разложений методом ВКБ. Результаты работы, к сожалению, в не содержат простых

алгебраических выражений для собственных частот, пригодных для дальнейшего использо-

вания.

В работе [17] были рассмотрены приближения для нахождения собственных частот сфе-

роида для решения задачи рассеяния на эллиптических частицах, в случае, если частицы

сравнимы с длиной волны. Распределение поля и собственные частоты ищутся с помощью

метода ВКБ. Аналитически были получены выражения для распределения поля и собствен-

ных частот сфероида. Для собственных частот точность полученных выражений от 4% до

10%. К сожалению, результаты для расчета собственных частот МШГ не пригодны, так как

приближения построены только для больших λ и m.

В работе [18] рассматривается рассеяние прозрачными сфероидами и исследуются квази-

классическим методом радиальные функции. Аналогично [17], находятся собственные часто-

ты и ширины линий. Для задачи нахождения интенсивности рассеяния от частоты, получа-

ется хорошее согласование полученных приближений с численными выражениями для мод

шепчущей галереи. Таким образом, узкие пики на зависимости сечения от частоты могут

быть определены с точностью до 10%, определяемой точностью исходных приближений для

собственных частот.

В работе [13] рассматривалось решение задачи методом ВКБ, с предварительным преоб-

разованием координат. Как известно, сфероидальные уравнения для угловых и радиальных

компонент переходят в сферические, если расстояние между фокусами стремится к нулю. В

работе было показано, что существует такое преобразование координат, что от дифференци-

ального уравнения для угловых сфероидальных функций можно перейти к уравнению для

сферических. Аналогично было показано, что можно сделать преобразование для радиаль-

ных функций, приводящих уравнение к похожему уравнению для функции Бесселя. Такие

приближения оказываются достаточно точными и для радиальной и для угловой частей.

Для параметра разделения λ получается простая и достаточно точная формула сплюснутых

сфероидов. К сожалению, в данной работе детально не рассматривается задача нахожде-

ния предельно точных приближений для собственных частот резонаторов с МШГ, а лишь

строятся приближения для распределения поля внутри сфероидального резонатора.

Существует также некоторое число сугубо аналитических методов нахождения прибли-

женных решений уравнения Гельмгольца.

В работе [14] рассматривается расчет для радиального уравнения и углового уравнения

методом Олвера. Для угловых функций строится решение через функции Эрмита и Поли-

номы Лежандра, для радиального уравнения строятся две собственные функции, пропор-

циональные функциям Эйри. Для нахождения аргументов функции Эйри в радиальной ча-

сти аппроксимировались эллиптические интегралы для больших значений λ. Полученные
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результаты хорошо описывают сплюснутые сфероиды, однако, в связи с аппроксимацией эл-

липтических интегралов с небольшой точностью, они позволяют найти собственные частоты

весьма приближенно, что непригодно для задач оценки дисперсии.

Таким образом, в литературе описаны различные ситуации, но приближения для МШГ

высоких порядков в сфероиде, размеры которого велики по сравнению с длиной волны, рас-

смотрены не были. В работах, подходящих для определения собственных частот РШГ полу-

ченные приближения для собственных частот не охватывают дисперсию поперечных МШГ

из-за недостаточной точности.

Для нахождения приближений для собственных частот в данной работе был выбран метод

ВКБ, так как он обладает простым физическим смыслом и позволяет с хорошей точностью

получать решения уравнения Гельмгольца.

2.2 Микрорезонатор и системы координат

В настоящей работе рассматриваются резонаторы различных форм. Остановимся подробнее

на каждой из них.

Для описания форм микрорезонаторов используются различные системы координат. Кри-

терием выбора системы координат является простота записи уравнений для поля и гранич-

ных условий. Обычно координаты выбираются таким образом, чтобы одна из координатных

поверхностей совпадала с границей резонатора, что приводит к граничным условиям Дири-

хле первого рода.

В представленной работе рассматриваются исключительно осесимметричные резонаторы

с осью симметрии z. Показатель преломления резонаторов считается изотропным и обозна-

чается n или nr, если в системе существуют дополнительные показатели преломления.

Предположим, что поле распространяется в экваториальной плоскости xy около границы.

Ось, перпендикулярную экваториальной плоскости, будем называть осью z. Радиус резона-

тора в экваториальной плоскости будем обозначать a или R.

Задача поиска собственных частот сводится к нахождению стационарных решений вол-

нового уравнения:

∂2E

∂t2
= c2∆E, (2.1)

которое при E(t) = E(r)e−iωt можно свести к уравнению Гельмгольца:

∆E + k2E = 0. (2.2)
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Рис. 2.1: Цилиндрическая система координат

2.2.1 Цилиндрическая система координат

Цилиндрическая система (2.1) часто используется для описания мод микрорезонатора, од-

нако, на практике резонаторы с МШГ с цилиндрической формой достаточно редки. Связь

цилиндрических координат с декартовыми проста:

x =ρ cosφ

y =ρ sinφ

z =z

Оператор Лапласа в цилиндрической системе координат записывается как:

∆ =
1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

+
1

r2
∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
(2.3)

и решение уравнения Гельмгольца можно найти в виде:

Ψ(ρ, φ, z) = Zm(
√

k2 − β2ρ)e±iβz±imφ, (2.4)

где Z(m) определяет радиальное распределение поля, β — постоянная распространения вдоль

оси z. Если kρ =
√

k2 − β2, то собственные частоты с нулевыми граничными условиями

определяются из соотношения:

kρa = Tm,q, (2.5)

где Tm,q — qтый корень функции Бесселя mого порядка.
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Рис. 2.2: Сферическая система координат

2.2.2 Сферическая система координат

Самая распространенная форма микрорезонаторов - сферическая. Для нее используется сфе-

рическая система координат (2.2), центр которой совпадает с центром микрорезонатора.

Связь декартовых координат со сферическими записывается следующим образом:

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

и также в обратную сторону:

r =
√

x2 + y2 + z2

θ = arccos
z

√

x2 + y2 + z2
= arccos

z

r

φ = arctan
y

x

Лапласиан записывается в виде

∆ =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

При этом решением скалярного уравнения Гельмгольца ∆e + k2e = 0 для электрического

поля и аналогично для магнитного будет являться:

e = Cfℓ(kr)Yℓm(θ, φ), (2.6)
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а для векторного случая:

~eTE =CTE
fℓ(kr)

√

ℓ(ℓ+ 1)

(

imYℓm(θ, φ)

sin θ
~iθ −

∂Yℓm(θ, φ)

∂θ
~iφ

)

, (2.7)

~bTE =− CTE
i

k0rc
√

ℓ(ℓ+ 1)

(

ℓ(ℓ+ 1)Yℓm(θ, φ)fℓ(kr)~ir+

+
∂Yℓm(θ, φ)

∂θ

∂(rfℓ(kr))

∂r
~iθ +

im

sin θ
Yℓm(θ, φ)

∂(rfℓ(kr))

∂r
~iφ

)

(2.8)

~eTM =CTM
1

kr
√

ℓ(ℓ+ 1)

(

ℓ(ℓ+ 1)Yℓm(θ, φ)fℓ(kr)~ir+

+
∂Yℓm(θ, φ)

∂θ

∂(rfℓ(kr))

∂r
~iθ +

im

sin θ
Yℓm(θ, φ)

∂(rfℓ(kr))

∂r
~iφ

)

, (2.9)

~bTM =− CTM
infℓ(kr)

c
√

ℓ(ℓ+ 1)

(

imYℓm(θ, φ)

sin θ
~iθ −

∂Yℓm(θ, φ)

∂θ
~iφ

)

, (2.10)

где C, CTE и CTM – нормировочные константы, ℓ = m + p, m – азимутальный индекс

моды, а p характеризует количество максимумов поля в меридиональной плоскости. При

этом радиальная составляющая f(kr) определяется через функции Рикатти-Бесселя ψℓ(x) =
√

πx/2Jℓ+1/2(x) и χℓ(x) = −
√

πx/2Nℓ+1/2(x) (Jℓ+1/2(x) и Nℓ+1/2(x) – цилиндрические функ-

ции Бесселя и Неймана полуцелого порядка).

Для нахождения собственных частот металлической сферы с нулевыми граничными усло-

виями fℓ(kr)|r=a = 0 можно получить:

nk0a = Tm+1/2,q (2.11)

где k0 — волновой вектор в вакууме, Tm+1/2,q — qый корень функции Бесселя полуцелого

порядка m+ 1/2.

Можно также получить характеристическое уравнение для случая диэлектрической сре-

ды с показателем преломления n. В этом случае нужно учитывать, что на границе поле ис-

пытывает скачок. Радиальная часть в этом случае снаружи будет состоять из сферической

функции Бесселя и Неймана, так как функция Неймана расходится только в 0. Обозначим

общее решение снаружи за ξl. При этом характеристическое уравнение:

nP
j′l(nk0a)

jl(nk0a)
=
ξ′l(nk0a)

ξ′l(nk0a)
(2.12)

где P = 1 для TE мод и 1/n2 для TM. Аналитически это уравнение не разрешается, но

можно получить поправку, связанную с граничными условиями, если искать ее в виде малой

добавки к известному решению для сферы.

18



2.2.3 Сфероидальная система координат

Наиболее распространенная система координат для описания несферических резонаторов —

сфероидальная. Оси и углы в ней отсчитываются аналогично сферической системе коорди-

нат, а длина полуоси b вдоль оси z.

Сфероидальные координаты соотносятся с декартовыми как:

x =
d

2

√

(ξ2 − s)(1 − η2) cosφ (2.13)

y =
d

2

√

(ξ2 − s)(1 − η2) sinφ (2.14)

z =
d

2
ηθ (2.15)

где s = +1 для вытянутых сфероидов, и s = −1 для сплюснутых. При ξ = const координаты

описывают сфероиды вращения, а при η = const — гиперболоиды. Уравнение Гельмгольца

для поля φ выглядит как:

∂

∂ξ

(

ξ2 − s
) ∂

∂ξ
ψ +

∂

∂η

(

1− η2
) ∂

∂η
ψ −

(

c2(ξ2 − sη2)− m2

1− η2
− s

m2

ξ2 − s

)

ψ = 0, (2.16)

где c = kd/2. Если искать решение в виде:

ψ = Rml(c, ξ)Sml(c, η)e
imφ, (2.17)

переменные можно разделить для радиальной и угловой частей:

∂

∂ξ

(

ξ2 − s
) ∂R

∂ξ
−
(

λml − c2ξ2 + s
m2

ξ2 − s

)

R = 0 (2.18)

∂

∂η

(

1− η2
) ∂S

∂η
−
(

λml − sc2η2 − m2

1− η2

)

S = 0, (2.19)

где λml — константа разделения.

В работе также рассматривается форма резонатора более общая по сравнению со сферо-

идом — квартика - поверхность, описываемая уравнением четвертого порядка в декартовых

координатах:

f(z) = a

√

1− z2

b2
− µ

z4

b4
(2.20)

За счет дополнительного параметра квартика с большей точностью пересчитывается в другие

гладкие формы, в том числе в тороидальную [19]. При этом для квартики явно не выписыва-

ется и не решается уравнение Гельмгольца ввиду его сложности, а квартика рассматривается
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Рис. 2.3: Иллюстрация аппроксимации то-
роида сфероидом

Рис. 2.4: Тороидальные координаты

лишь как возмущение сфероидальной формы.

2.2.4 Тороидальная система координат

Тороидальные резонаторы достаточно часто используются в экспериментах и проще всего

описываются тороидальной системой координат (2.3). Она связана с декартовой следующим

образом:

x = f cosφ
sinh ξ

cosh ξ − cos η
(2.21)

y = f sinφ
sinh ξ

cosh ξ − cos η
(2.22)

z = f
sin η

cosh ξ − cos η
(2.23)

При η = const уравнения описывают сферы радиуса Rs = f
| sin η| с центром, расположенным

в точке zcenter (0, 0, f cot η). Для тороидальной системы координат можно получить полезное

соотношение:

z2center −R2
s = f2 (2.24)

При ξ = const формируется тор, осевая окружность которого имеет радиус Ra = f coth ξ, а

в поперечном сечении окружность с радиусом r = f
sinh ξ . На рисунке (2.4) показан “разрез”

тороидальных координат при заданном угле φ, характеризующем поворот вокруг оси z. Для

простоты выбран угол φ = 0, что соответствует плоскости xz.
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Далее тороиды будут описываться не тороидальными, а "псевдополярными" координата-

ми, использующими два радиуса: r - радиус окружности в сечении тороида, а R - наружный

радиус тора. Следовательно, осевая окружность тора будет иметь радиус Ra = f coth ξ =

R−r. Легко получить соотношение, справедливое для выбранных таким образом координат:

f2 = R2
a + r2 = (R − r)2 − r2 = R (R− 2r) ⇒ (2.25)

f =
√

R (R− 2r) (2.26)

2.3 Расчет собственных частот резонаторов с МШГ

2.3.1 Собственные частоты диэлектрической сферы

Для характеристического уравнения легко найти лишь первую малую поправку. Однако,

существует метод, позволяющий получить разложение для собственной частоты по обратным

степеням азимутального индекса m. Подобный метод описан в работе Шиллера [20].

В оригинальной работе обозначения немного отличаются от используемых здесь, но для

изложения полученных результатов будем придерживаться именно их. В ходе работы рас-

сматривалось разложение характеристического уравнения по большому параметру ν, кото-

рый в настоящей работе обозначается как m. Для диэлектрической сферы с показателем

преломления m характеристическое уравнения выглядит следующим образом:

Ỹν(x)

(

p− 1

2
Jν(mx) + pmxJ

′

ν(mx)

)

−
√

ν2 − x2Jν(mx)Ỹ
′

ν (x) = 0, (2.27)

где

Ỹν(x) =

√

π

2

√
νYν(x)

4

√

1− x2

ν2
e
ν

(

√

1− x2

ν2 −arcCosh( ν
x )

)

(2.28)

Ỹ ′

ν (x) =

√

π
2

√

1
νxY

′

ν (x)e
ν

(

√

1− x2

ν2 −arcCosh( ν
x)

)

4

√

1− x2

ν2

(2.29)

и p = 1 для TE мод и p = 1/n2 для TM мод, что соответствует параметру P , а x соответствует

радиальной координате.

Воспользовавшись разложением Дебая для функций Неймана Yν(ν sechα) ( [21] формула
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9.3.8) получаем:

Yν(ν sechα) ≈− eν(a−tanhα)

√

1
2πν tanhα

(

1 +

∞
∑

k=1

(−1)k
uk(cothα)

νk

)

, (2.30)

u0(t) =1, u1(t) =
1

24

(

3t− 5t3
)

, u2(t) =
385t6 − 462t4 + 81t2

1152
, (2.31)

u3(t) =
−425425t9 + 765765t7 − 369603t5 + 30375t3

414720
, (2.32)

u4(t) =
185910725t12 − 446185740t10 + 349922430t8 − 94121676t6 + 4465125t4

39813120
(2.33)

и для ее производной ( [21] формула 9.3.12)

Y
′

ν (ν sechα) ≈
√

sinh 2α

πν
eν(a−tanhα)

(

1 +
∞
∑

k=1

(−1)k
vk(cothα)

νk

)

, (2.34)

v0(t) =1, v1(t) =
1

24

(

7t3 − 9t
)

, v2(t) =
−455t6 + 594t4 − 135t2

1152
, (2.35)

v3(t) =
475475t9 − 883575t7 + 451737t5 − 42523t3

414720
(2.36)

и, пользуясь тем, что в нашем случае

sech(α) = x/ν, cosh(α) = ν/x

1 = − sinh(α)2 + cosh(α)2

sinh(α)2 = cosh(α)2 − 1 = (ν/x)2 − 1

tanh(α) = sinh(α)/ cosh(α) = ((ν/x)2 − 1)1/2x/ν = (1− (x/ν)2)1/2

и также

sinh(2α) = 2 cosh(α) sinh(α)

sinh(2α) = 2(ν/x)((ν/x)2 − 1)1/2

перепишем формулы, избавившись от гиперболических функций в аргументе. Для того, что-

бы избавиться от функций Бесселя вблизи точки поворота, используют следующие выраже-
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ния ( [21] формула 9.3.23)

Jν(ν + zν1/3) ≈ 21/3

ν1/3
Ai(−21/3z)

(

1 +

∞
∑

k=1

fk(z)

ν2k/3

)

+
22/3

ν
Ai

′

(−21/3z)

∞
∑

k=1

gk(z)

ν2k/3
(2.37)

f1(z) = −z
5
, f2(z) =

3z2

35
− 9z5

100
, (2.38)

f3(z) =
957z6

7000
− 173z3

3150
− 1

225
(2.39)

f4(z) =
27z10

20000
− 23573z7

147000
+

5903z4

138600
+

947z

346500
. (2.40)

Воспользуемся тем, что производные всех порядков от функции Эйри зависят только от

самой функции Эйри и ее производной:

Ai
′′

(x) = xAi(x), Ai
′′′

(x) = Ai(x) + xAi
′

(x), (2.41)

Ai(4)(x) = x2Ai(x) + 2Ai
′

(x), Ai(5)(x) = 4xAi(x) + x2Ai
′

(x), (2.42)

что дает возможность значительно упростить исходную систему при разложении функции

Эйри около ее нуля. Решение характеристического уравнения ищется в виде:

x(l)n =
ν

m
−

3
√
νζl

3
√
2m

+
d0√
m2 − 1

+
d1

(m2 − 1) 3
√
ν
+ ... (2.43)

Подставляя все выражения в характеристическое уравнение и раскладывая по ν, получим

ряд, коэффициенты которого будут обращаться в 0 последовательным нахождением неиз-

вестных коэффициентов di. Ввиду того, что выражение слишком громоздко и в дальнейшем

не используется, здесь оно не приводится.

2.3.2 Разложение для случая цилиндра

Для получения аналогичного разложения в случае бесконечного цилиндра воспользуемся

характеристическим уравнением для цилиндра:

(xYν(x))J
′
ν (mx)− pmJν(mx)Y

′
ν (x)

√

ν2 − x2 = 0 (2.44)
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Производя аналогичные описанным выше преобразования, получим:

d0 = − 1

m2p

d1 =
3
(

m2 − 1
)

ζ2l
10 22/3m

d2 =

(

3m4p2 − 2
)

ζl

3 3
√
2m4p3

d3 =
m4
(

m2 − 1
)2
p4ζ3l + 10

(

m8p4 − 2m6p4 +m4p2
(

p2 − 35p+ 35
)

+ 35m2p2 − 35
)

700m5p4

d4 = −
(

3m8p4 + 12m6p4 − 12m4p2 − 8m2p2 + 8
)

ζ2l
10 22/3m6p5

.

Возвращаясь к принятым в работе обозначениям, разложение для собственной частоты будет

выглядеть

k0na = Tm,q −
nP̃√
n2 − 1

+
αq(3− 2P̃ 2)P̃ n3

6(n2 − 1)3/2

(m

2

)−2/3

− n2P̃ (P̃−1)(P̃ 2n2+P̃n2−1)

4(n2−1)2

(m

2

)−1

+O(m−3). (2.45)

2.3.3 Приближенные методы

Объекты с формой, отличной от сферической, для оптических резонаторов с МШГ доста-

точно изучены, однако, всех необходимых аналитических выражений не существует. Частоты

сфероида можно найти, используя собственные функции сфероида, широко рассмотренные

в литературе. Однако, нет подходящих приближений для случая, когда квантовые числа

m, l, и c одновременно велики и одного порядка. Поэтому применяются приближенные ме-

тоды, дающие достаточно точные приближения для частот и пространственной дисперсии

фундаментальной и поперечной моды сплюснутых и вытянутых сфероидов. Также все ранее

полученные приближенные формулы не охватывают дисперсию поперечных МШГ.

2.3.3.1 Метод ВКБ для тел вращения

Уравнение Гельмгольца является уравнением второго порядка и при стандартной замене

переменных его можно свести к виду, аналогичному стационарному уравнению Шрединге-

ра. Роль потенциала играет диэлектрическая поверхность резонатора. Пользуясь формулой

ρ
√

k2 − β2 = ym,q, где ym,q — корни характеристического уравнения, которые приближенно

можно положить ymq = Tm,q, воспользуемся методом ВКБ и найдем значение собственной
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частоты:

∮

β(z)dz =

∫ zc

−zc

√

k2 −
y2m,q

ρ2(z)
dz = 2π

(

p+
1

2

)

(2.46)

причем в точке zc подынтегральное выражение обращается в ноль, то есть является точкой

поворота.

Так же методом ВКБ можно пользоваться и для других уравнений второго порядка, если

удается сделать замены переменных, приводящие эти уравнения к виду уравнения Шредин-

гера. Для нахождения собственных частот Сумецким был предложен метод [22], основанный

на квазиклассическом квантовании поперечного волнового вектора β аналогично тому, как

это делается в квантовой механике. Подобный метод был также применен в [6]. В адиабатиче-

ском приближении кривизна поверхности ρs(z) слабо по сравнению с длиной волны зависит

от поперечной координаты z и β ≪ k0. Тогда поле может быть описано как:

Ψ ∝ e±i
∫

β(z)dz±imφR(ρ/ρs), (2.47)

где

β(z) =

√

k2 −
ỹ2mq

ρ2s(z)
, (2.48)

ỹmq – собственные частоты характеристического уравнения для бесконечного цилиндра с со-

ответствующими граничными условиями,R(ρ/ρs(z)) – радиальные функции, пропорциональ-

ные функциям Бесселя J(ỹmpρ/ρs) внутри резонатора и функциям Ханкеля H(1)(x̃mqρ/ρs)

снаружи него. Для простого случая нулевых граничных условий
√

k2 − β(z)2ρs = ỹmq =

ka = Tmq, где Tmq q-ый корень функции Бесселя Jm(Tmq) = 0 и a радиус цилиндра.

Применим описанный метод для поверхности квартики. Предположим, что подкоренное

выражение имеет 2 корня (2.20)) при локализации моды в малом объеме у экваториальной

области:

k2ρ2s = ỹ2
(

1− z2

b2
− µ

z4

b4

)

= ỹmq,

z4 +
b2

µ
z2 − b4

µ
(1− ỹ2mq/ỹ

2) = 0,

z2c =
b2

2µ

(√

1 + 4µ(1− ỹ2mq/ỹ
2)− 1

)

,

2ỹ

ab

zc
∫

−zc

√

(z2c − z2)(1 + (z2c + z2)µ/b4)

1− z2/b2 − µz4/b4
dz = π(2p+ 1). (2.49)
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Введем новую переменную ηc = zc/b, z = zc sinψ, много меньшую 1:

4ỹη2cb

a

π/2
∫

0

cos2 ψ

√

1 + µ(1 + sin2 ψ)η2c
1− η2c sin

2 ψ − µη4c sin
4 ψ

dψ

=
4ỹmqη

2
cb

a
√

1− η2c − µη4c

π/2
∫

0

cos2 ψ

√

1 + µ(1 + sin2 ψ)η2c
1− η2c sin

2 ψ − µη4c sin
4 ψ

dψ

≃ ỹmqη
2
cπb

a

(

1 +
5

8
(1 + µ)η2c +

1

64
(31 + 62µ− 13µ2)η4c

+
1

1024
(417 + 1251µ+ 231µ2 + 141µ3)η6c

)

= π(2p+ 1). (2.50)

Последнее выражение может быть разложено в ряд по ỹ:

η2c = τ

(

1− 5(1 + µ)

8
τ +

19 + 38µ+ 63µ2

64
τ2 − 117 + 351µ+ 1531µ2 + 2041µ3

1024
τ3 + ...

)

, (2.51)

где τ = (2p+1)a
ỹmqb

. Окончательно получим выражение для ỹ:

ỹ ≃ ỹmq

(

1 +
1

2
τ +

1

16
(1 + 3µ)τ2 − 1

128
(1 + 6µ+ 17µ2)τ3

)

. (2.52)

Подставляя выражение m = ℓ− p и разложение для корней Бесселя ỹmq = Tmq [23] получим

решение

ỹℓpq ≃ ℓ− αq

(

ℓ

2

)1/3

+
2p(a− b) + a

2b
+

3

20
α2
q

(

ℓ

2

)−1/3

+

+
αqp

6

(

ℓ

2

)−2/3

+

(

α3
q + 10

1400
+

(1 + 3µ)(2p+ 1)2a2

32b2

)

(

ℓ

2

)−1

. (2.53)

Для проверки воспользуемся аналитическим разложением корня характеристического урав-

нения Tℓ+1/2,q для сферы ((2.53)). Легко заметить, что пятый член, пропорциональный ℓ−2/3,

неверен, так как собственные частоты мод с одинаковыми ℓ и q должны быть вырождены и

не должны зависеть от p. Однако, первая часть коэффициента при шестой степени ℓ−1 не

зависит от p, что верно, но во второй части коэффициента есть проблемы с зависимостью от

p, аналогичные проблемам в пятом члене.

2.3.3.2 Метод Эйконала и квантование Энштейна-Бриллюэна-Келлера (ЕБК)

Метод Эйконала - это квазиклассический метод, позволяющий найти асимптотическое реше-

ние уравнения Гельмгольца в случае, если показатель преломления среды слабо меняется на

масштабах длины волны.
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Решение уравнения Гельмгольца ∆ψ − n2k2(~r)ψ = 0 будем искать в виде плоских волн,

раскладывая поле по обратным степеням волнового числа k0:

ψ(~r) =

∞
∑

m=0

Am(~r)

(ik0)m
eik0S(~r), (2.54)

где S(~r) имеет размерность длины и обычно называется эйконалом.

Подставляя решение, записанное в таком виде в уравнения Гельмгольца, и приравнивая

к нулю коэффициенты при одинаковых степенях, получим систему уравнений:

(∇S)2 = n2 (2.55)

2(∇A0∇S) +A0∆S = 0 (2.56)

2(∇Am∇S) +Am∆S = −∆Am−1 (2.57)

Полученные уравнения позволяют получить решение уравнения Гельмгольца с любой

точностью. Но рассматривается лишь первое уравнение, с помощью которого можно най-

ти собственные частоты. Для того, чтобы получить собственные частоты методом эйкона-

ла, воспользуемся модифицированным условием квантования Бора-Зоммерфельда. Обычное

квазиклассическое приближение квантовой механики выглядит следующим образом:

∮

k∗dx = 2πq (2.58)

В методе эйконала роль локального волнового вектора выполняет ~k∗ = k0~∇S, а при

более точном рассмотрении, полученном Келлером в [24], правая часть модифицируется и

получается

k0

∮

~∇S ~ds = 2π

(

q +
q′

2
+
q′′

4

)

(2.59)

где q′ - количество отражений от границы с нулевым граничным условием и q′′ - количество

касаний каустической поверхности.

Такая модификация связана с двумя факторами. Во-первых, известно, что при касании

границы с нулевыми граничными условиями происходит набег фазы на π, поэтому, если каса-

ний на траектории было q′, то фаза изменится на q′π. При касании каустической поверхности

необходимо сшивать квазиклассическое решение с линеаризованным решением вблизи точки

поворота [24]. Поэтому при касании каустической поверхности необходимо добавлять фазу

π
2 .

У мод ШГ поле внутри резонатора распространяется в небольшой области вблизи поверх-
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ности. Поэтому, будем считать, что существует каустическая поверхность — поверхность, к

которой все лучи являются касательными. Для сферы таких поверхностей две — вложен-

ная сфера и конус (точнее сказать, два конуса с общим центром и совпадающими осями

симметрии).

Рассмотрим метод эйконала для сферы. Будем искать решение для эйконала в виде

S(r, η, φ) = Sr(r) + Sθ(θ) + Sφ(φ) + S0. Подставим его в уравнение (2.55).

(

∂Sr

∂r

)2

+
1

r2

(

∂Sφ

∂φ

)2

+
1

r2 sin2 θ

(

∂Sθ

∂θ

)2

= n2 (2.60)

Разделяя переменные получим 3 уравнения:

∂Sφ

∂φ
=M (2.61)

∂Sθ

∂θ
= ±

√

L2 − M2

sin2 θ
(2.62)

∂Sr

∂r
= ±

√

n2 − L2

r2
(2.63)

где M и L — константы разделения. Теперь проинтегрируем эти уравнения. Первое уравне-

ние для замкнутой траектории интегрируется по φ от 0 до 2π, что соответствует полному

обороту. Второе уравнение интегрируется от θc1 до θc2, что соответствует проходу от верхнего

каустического конуса до нижнего и обратно. При этом дважды происходит касание каусти-

ческих поверхностей, поэтому добавляется фаза π. Для третьего уравнения интегрируется

от каустической сферы до поверхности, то есть от ac до a, и, следовательно, добавляется

π + π/2 за счет касания поверхности и каустики.

Для того, чтобы найти собственные частоты, необходимо проинтегрировать систему урав-

нений. Однако, согласно работе [25], можно воспользоваться несколько отличающимися вы-

ражениями. Интегрирование по замкнутым геодезическим кривым можно заменить на раз-

ницу между геодезическими путями на каустической поверхности. Путь для угла φ по кау-

стической окружности остается без изменений. Интеграл для Sr соответствует разнице длин

двух траекторий, одна из которых — это дуга на пересечении каустического конуса и кау-

стической окружности, а вторая — геодезическая траектория по поверхности каустического

конуса от каустической сферы до поверхности резонатора. И, наконец, интеграл для Sθ эк-

вивалентен разнице между дугой, расположенной на пересечении каустического конуса и

сферы, и геодезической, идущей по каустической сфере от "верхней" дуги до "нижней" и

обратно.

Такой подход можно применять к любому телу, даже если уравнения эйконала для него не

разделяются. Достаточно, чтобы существовали каустические поверхности: g(z), вложенная в
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поверхность резонатора, и h(z), ограничивающая распределение поля в плоскости, перпенди-

кулярной экваториальной. Иллюстрацию вышесказанного можно увидеть на рисунке (2.5).

Рис. 2.5: Каустические поверхности и геодезические кривые

Для того, чтобы воспользоваться полученными соотношениями, нам необходимо полу-

чить длину геодезической кривой на каустической поверхности резонатора [26]. Покажем эти

соотношения для поверхностей, заданных через g(z) и h(z). Длина элемента геодезической

кривой, лежащей на каустической поверхности g(z), определяется формулой:

ds =
g
√

1 + g′2(z)
√

g2(z)− g2(zc)
dz, (2.64)

а длину дуги на пересечении каустических поверхностей можно найти:

ds =
g2(zc)

√

1 + g′2(z)

g(z)
√

g2(z)− g2(zc)
dz (2.65)

Проинтегрируем эти выражения от −zc до zc и найдем их разность. Затем сделаем анало-

гично для поверхности h(z) и получим итоговые выражения:

2πnk0ρc = 2π |m| (2.66)

2nk0

∫ zs

zc

√
1 + h′2

√

h2 − ρ2c
h

dz = 2π(q − 1/4) (2.67)

2nk0

∫ zc

−zc

√

1 + g′2
√

g2 − ρ2c
g

dz = 2π(p+ 1/2) (2.68)

Как было показано в более ранних работах, [27, 28] метод эйконала и квазиклассический

метод Энштейна-Бриллюэна-Келлера (ЕБК) [24], могут давать достаточно хорошие асимп-

тотические приближения для собственных частот сфероидов (2.20).
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2.3.3.3 ЕБК для сфероида

Данный метод успешно применялся в более ранних работах [27, 28] и использовал унифи-

цированную систему координат для того, чтобы можно было одновременно описывать и

сплюснутые и вытянутые сфероиды (2.13). При подстановке в уравнение для эйконала S(ξ, η)

скалярного или векторного представления поля A(ξ, η)eik0S в сфероидальных координатах

переменные можно разделить. Производя квантование можно получить систему уравнений:

Sη(η) = k0nd

ηc
∫

−ηc

√

(η2c − η2)(ξ2c − sη2)

1− η2
dη = 2π(p+ 1/2),

Sξ(ξ) = k0nd

ξs
∫

ξc

√

(ξ2 − ξ2c )(ξ
2 − sη2c )

ξ2 − s
dξ = 2π(q − 1/4),

ỹ
√

1− η2c
√

1− ζ2c = m, (2.69)

из решения которой можно найти каустические поверхности ±ηc и ξc и затем собственные

частоты ỹ = k0na. Пусть ξs = 2b/d описывает поверхность сфероидального резонатора, а

ζ2 =
ξ2−ξ2s
ξ2s−1 малый параметр, заменяющий ξ, p ≥ 0.

Предположим, что ζc ≪ 1 и ηc ≪ 1. Это позволяет разложить интегралы по этим малым

параметрам и рассчитать их. Трансформируя выражения для ζc, ηc как ряд по (m/2)−1/3 и

подставляя их, можно получить выражения для собственных частот ỹ.

η2c =
(2p+ 1)a

b
m−1

[

1− βq(a
2 − b2)

2b2

(m

2

)−2/3

− a(5b2 + a2)(2p+ 1)

16b3

(m

2

)−1
]

+ o(m−4/3),

ζ2c = − βq

(m

2

)−2/3
[

1 +
3βq
5

(m

2

)−2/3

− (2p+ 1)a3

6b3

(m

2

)−1

+
48β2

q

175

(m

2

)−4/3
]

+ o(m−5/3),

nk0a = m− βq

(m

2

)1/3

+
(2p+ 1)a

2b
+

3β2
q

20

(m

2

)−1/3

− βq
12

(2p+ 1)a3

b3

(m

2

)−2/3

+

(

β3
q

1400
+

(2p+ 1)2a2(b2 − a2)

32b4

)

(m

2

)−1

+O(m−5/3), (2.70)

В предыдущих работах 6-ой член, пропорциональный (m/2)−1, не рассматривался, так

как он отличается от точного разложения для собственных частот сферы на
α3

q+10

1400

(

m
2

)−1
.

Предполагалось, что для получения членов выше 5-ого, метод эйконала не пригоден. Од-

нако, при a 6= b отличие 1
70m незначительно, и другая часть шестого коэффициента играет

большую Роль. Кроме того, член, содержащий (2p+ 1)2, является третьим в разложении ηc,

а различие 1
70m появляется из четвертого члена разложения ζc, что косвенно подтверждает

достоверность коэффициента при (2p+ 1)2.
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2.3.3.4 ЕБК для квартики

В работах [28, 29] было предложено обобщение метода для произвольных тел вращения. В

случае нулевых граничных условий Дирихле для тела вращения, каустические поверхности

будут определяться поверхностями ρ = gc(z) и ортогональными к ним ρ = hc(z), которые

соответствуют вложенным сфероидам и гиперболоидам вращения. Параметры каустических

поверхностей также могут быть определены из системы уравнений:

1

ρc

zc
∫

−zc

√

1 + g′2c
√

g2c − ρ2c
gc

dz =
π(p+ 1/2)

m
,

1

ρc

zs
∫

zc

√

1 + h′2c
√

h2c − ρ2c
hc

dz =
π(q − 1/4)

m
,

nk0ρc = m, (2.71)

где ρc = gc(zc) = hc(zc) — радиус, при котором пересекаются каустические поверхности, а zs

— координата, при которой пересекаются каустическая поверхность ρ = hc(z) с поверхностью

резонатора.

Проблема поиска семейства каустических поверхностей gc и hc не является тривиаль-

ной в общем случае. Однако, для нахождения интересующего последнего члена разложения,

пропорционального (2p + 1)2, предположим, что gc(z) = ac
√

1− z2/b2c − µcz4/b4c. Используя

первый интеграл ((2.71)) и подставляя в него z = zcηc sinψ, для третьего уравнения при

разложении в ряд, аналогичном (2.70), можно получить:

ηc =
(2p+ 1)ac

bcm

[

1− ac(2p+ 1)(5(µc + 1)b2 + a2)

8b3cm

]

+O(1/m3). (2.72)

Стоит отметить, что в отличие от ((2.70)) в уравнении остались параметры ac и bc, которые

могут быть получены из второго уравнения (2.71). Однако, для упрощения расчета подставим

вместо них посчитанные ранее для сфероида. Таким образом, только для последнего члена

предполагается, что ac ≃ a, bc ≃ b и µc ≃ µ и, подставляя в выражение для собственной

частоты ỹ = ma/ρc, получим:

nk0a = m− βq

(m

2

)1/3

+
(2p+ 1)a

2b
+

3β2
q

20

(m

2

)−1/3

− βq
12

(2p+ 1)a3

b3

(m

2

)−2/3

+

(

β3
q

1400
+

(2p+ 1)2a2(b2(1 + 3µ)− a2)

32b4

)

(m

2

)−1

+O(m−5/3), (2.73)

Подставляя m = ℓ− p и сравнивая полученный член
β3
q+10

1400

(

m
2

)−1
с результатом для сферы,
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получим:

ỹ = nk0a ≃ ℓ− βq

(

ℓ

2

)1/3

+
2p(a− b) + a

2b
+

3β2
q

20

(

ℓ

2

)−1/3

− βq
12

2p(a3 − b3) + a3

b3

(

ℓ

2

)−2/3

+

(

β3
q + 10

1400
+

(2p+ 1)2a2(b2(1 + 3µ)− a2)

32b4

)

(

ℓ

2

)−1

+O(ℓ−4/3). (2.74)

Для случая с ненулевыми граничными условиями к выражению для собственных частот

должны быть добавлены дополнительные члены [27]:

δys = − Pn√
n2 − 1

− αq

12

2n3P (2P 2 − 3)

(n2 − 1)3/2

(

ℓ

2

)−2/3

, (2.75)

Для данной аппроксимации в уравнении (2.74) нет проблем, появляющихся в (2.53). Пя-

тый член корректно зависит от ℓ и p. Последний полученный шестой член может быть ис-

пользован для расчета дисперсии поперечных мод, полученной ранее в [12] в приближении

b/a→ ∞, но имеющий правильную форму для случая сферы.

2.3.3.5 ЕБК для тороида

Предположим, каустическая поверхность для тороидального резонатора образована сферами

сверху и снизу экваториальной плоскости и вложенным между ними тороидом с параметрами

Rc и rc (2.4):

g(z) = Rc − rc +
√

r2c − z2 (2.76)

h(z) =
√

A2 − (z −B)2 (2.77)

Для каустических поверхностей так же справедливо, что f =
√

Rc (Rc − 2rc).

Подставим выражения каустических поверхностей в интеграл (2.68) и заменим выражение

2nk0 на 2m, пользуясь (2.66). Далее по тексту интеграл (2.68) будем называть первым.

I1 =

∫ zc

−zc

dz
2m
[

(

z2/(r2c − z2) + 1
)

(

(
√

r2c − z2 − rc +Rc)
2 − (

√

r2c − z2c − rc +Rc)
2
)]1/2

(

√

r2c − z2 − rc + Rc

)(

√

r2c − z2c − rc +Rc

)

(2.78)

Сделаем замену переменных z = zc sin(θ) и, так как первый интеграл четная относитель-

но z функция, интегрирование будет производится не от −π/2 до π/2, а от 0 до π/2, что

упрощает расчет. Для описания каустической поверхности определим 2 малых параметра,
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определяющих положение каустической поверхности:

zc = rc
√
η (2.79)

Rc =
R√
ξ + 1

, (2.80)

где η и ξ малые параметры. С учетом замен первый интеграл можно представить в виде

I1 = −4
√
ηmrc

∫ π
2

0

dz (2.81)

×

√

(
√

−r2c
(

η sin2(z)− 1
)

− rc + rc

)2

−
(

√

−(η − 1)r2c − rc + rc

)2

cos
(√
ηrc sin(z)

)

√

1− η sin2(z)
(

−
√

−(η − 1)r2c + rc − rc

)(√

−r2c
(

η sin2(z)− 1
)

− rc + rc

)

Разложим подынтегральное выражение в ряд по η, проинтегрируем и перенесем константу

из правой части (2.68) в левую

I ′1 =
3πη2m(rcRc)

3/2(5rc + 3Rc)

64R4
c

+
πηm(rcRc)

3/2

2R3
c

− 2π

(

p+
1

2

)

+ ... (2.82)

Это выражение должно асимптотически стремиться к нулю. Последовательно подбирая раз-

ложение для η так, чтобы выражение (2.82) не зависело от параметра m и было постоянным,

получим:

η = 2π(p+ 1/2)
R3

c

mπ(rcRc)3/2
(

1 + a1m
−1 + a2m

−2 + a3m
−3
)

+ ... (2.83)

Коэффициент 2π(p+1/2)
R3

c

mπ(rcRc)3/2
выбирался таким образом, чтобы коэффициент при 1/m

обратился в ноль. Аналогично коэффициент a1 должен обратиться в ноль при члене порядка

1/m2 и так далее. Коэффициенты будем искать для разложения до четвертого порядка по

m:

η =
2
(

p+ 1
2

)

R3
c

m(rcRc)3/2
− 3(2pRc +Rc)

2(5rc + 3Rc)

32m2r3c
+ ... (2.84)

Как видно из (2.84), уже при (Rc/rc)
3/2 = 50 для моды с m = 50 малый коэффициент

перестает быть малым и становится сравнимым с единицей.

Рассмотрим (2.67) и будем называть это выражение вторым интегралом. После аналогич-
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ной замены 2nk0 на 2m интеграл берется в явном виде:

I2 =
1

√

r2c − z2c − rc +Rc

2mA

(

tg−1

(

zp −B
√
zc − zp

√

−2B + zc + zp

)

−

−
√

(B − zc)2 −A2

A
tanh−1

(

(B − zp)
√

(B − zc)2 − A2

A
√

(zc − zp)(−2B + zc + zp)

))

(2.85)

но, при дальнейших вычислениях это не очень удобно, так как после интегрирования оста-

ются гиперболические функции и они загромождают расчет. Поэтому этот интеграл, так

же как и первый, сначала разложим по малому параметру и только потом проинтегрируем.

Из соображений упрощения подынтегральной функции можно перейти к новой переменной

интегрирования α =
h2−h2

c

h2
c

, которая в свою очередь является малой. Сделаем замену коор-

динат:

α =
h2 − h2c
h2c

, dα =
2hh′

h2c
dz (2.86)

h =
√

A2 − (z −B2)2 h′ =
−2(z −B)

2
√

A2 − (z −B2)2
=

√
A2 − h2

h
(2.87)

Подставляя (2.86) и (2.87) во второй интеграл, разлагая в ряд по α и интегрируя получим:

I ′2 =
2Amα3/2

3
√

A2 − h2c
−Amα

5/2
(

2A2 − 3h2c
)

5 (A2 − h2c)
3/2

+

+
Amα7/2

(

8A6 − 28A4h2c + 35A2h4c − 15h6c
)

28 (A2 − h2c)
7/2

− 2π

(

q +
1

2

)

(2.88)

Подставляя A в виде
√

B2 + f2 и сделав замену

B =
1

zc

(

r2c + (Rc − rc)
√

r2c − z2c

)

(2.89)

zs =

√

4f2r2 (B2 + (R− r)2) + 4B2r4 + 2Br2

2 (B2 + (R − r)2)
(2.90)

αs =
h(zs)

2 − h(zc)
2

h(zc)2
(2.91)

сведем второй интеграл к параметрам тороида и малым коэффициентам η, ξ и αs:

I ′2 =
mα

3/2
s

(

1008η2(3αs + 5) + 6720η + 128(105− 63αs)
)

20160
− 2π

(

q +
1

2

)

(2.92)

Подставляя ξ в виде:

ξ = b0m
− 2

3

(

1 + b1m
− 1

3 + b2m
− 2

3 + ..
)

(2.93)
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и обнуляя коэффициенты при соответствующих степенях m, получаем:

ξ =
(3π)2/3(4q − 1)2/3

2 3
√
2

(

1 +
(3π)2/3(4q − 1)2/3

5 3
√
2

m−2/3 + ...

)

(2.94)

Следуя указаниям [29] и [30], для улучшения точности формулы можно заменить выраже-

ние − (3/2π(q − 1/4))
2/3 на qый корень функции Эйри Ai, что позволяет улучшить точность

приближения для собственной частоты примерно на 0.1%.

В результате расчета выражение для собственной частоты получено в виде

nk0R = m− βqb 3
√
m

3
√
2

+
(2p+ 1)R

2
√
rR

+
3β2

q

1022/3 3
√
m

− 5βq(2p+ 1)R3/2

12 3
√
2m2/3r3/2

+
175(2p+ 1)2R(r −R) + 16β3

qr
2

11200mr2
(2.95)

Для того, чтобы сравнить полученное приближение для тороида и сфероида, произведем

замену:

R = a, b =
√

(Rr), µ =
R− r

4r
(2.96)

Легко заметить, что собственные частоты незначительно различаются лишь в последнем

члене, определяющем дисперсию поперечных мод.

Беря вторую производную собственной частоты (2.95) получим:

∂2(nk0R)

∂p2
=
Rβq

(

9r2 + 9rR − 35R2
)

72 3
√
2m5/3r3

+
R(r −R)

8mr2
(2.97)

Знак второй производной можно подобрать, варьируя параметры r, R и m, что позволяет

получить семейство форм с заданным уровнем дисперсии.

2.3.4 Распределение поля в сфероидальных резонаторах

Амплитуда поля в резонаторе в первом приближении может быть легко найдена из уравнения

переноса [24]. Сфероидальные функции:

R(ξ, c) ≃ Cξ

[(λ− c2ξ2)(ξ2 − s) + sm2]1/4
eik0S + c.c.,

S(η, c) ≃ Cη

[(1− η2)(λ− sc2η2)−m2]1/4
eik0S + c.c.,

λ = c2(ξ2c − s+ sη2c ). (2.98)

Аналогичные выражения для сферы или цилиндра приводят к известным приближениям

Дебая, использовавшимся ранее (2.30). Более простое приближение может быть получено,
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если распределение поля адиабатически приближается к поверхности резонатора аналогично

распределению в цилиндре:

Eχ ≃E0e
− z2

2b2

√
m2b2/a2−1/4Jm

(

Tmq
ρ

ā

)

eimφ, (ρ < a) (2.99)

Eχ ≃CE0e
− z2

2b2

√
m2b2/a2−1/4H(1)

m

(√

T 2
mq

n2a2
+
m(n2 − 1)

n2ab
ρ

)

eimφ

≃ 1

P
E0e

− z2

2b2

√
m2b2/a2−1/4Jm

(

Tmq
a

ā

)

eimφe−α(ρ−a), (ρ > a),

где ā = a+ P
k0

√
n2−1

– эффективный радиус, γ =
√
n2 − 1k0, χ = z для TE и χ = ρ для TM мод.

Для мод с p 6= 1 для зависимости от координаты z воспользуемся функциями Гауса-Эрмита

вместо простой Гусовой зависимости [29]:

∝ e−θ̃2Hp(θ̃),

θ̃ ≃ z

r

(

m3r3

a3
− r2

2a2

)1/4

,

r = b2/a. (2.100)

Проинтегрировав распределение поля внутри резонатора по объему, можно получить

энергию поля в нем:

E =
ǫ0n

2

2
2π

∫ ā

0

∫ ∞

−∞
|E|2ρdρdz

≃ ǫ0n
2

2
E2

02π

√
πab√
m

ā2

2
J ′2
m(Tm1), (2.101)

и эффективный объем:

Veff =

∫

n2|E|2dV
max(n2|E|2) ≃ π3/2 a

2
√
ab√
m

J ′2
m(Tm1)

J2
m(T ′

m1)
, (2.102)

где Emax = E0Jm(T ′
m1), T

′
m1 — первый корень производной функции Бесселя. Используя

приближенные выражения для корней Бесселя получим:

Veff ≃ 15.12a2
√
abm−7/6

≃ 15.12a11/4r
1/4
t m−7/6 (2.103)

Также можно упростить вид поля, предполагая, что радиальная часть поля имеет Гаусову
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Рис. 2.6: Относительная точность приближения для собственных частот (2.74)

огибающую:

E ≃ exp

[

− (r − am)2

2r2r
− z2

2r2z
+ imφ

]

, (2.104)

rz =

√

ab

m
, rr = 0.77am−2/3, am =

T ′
m1λ

2πn
.

2.3.5 Численные проверки

Аналитические результаты для собственных частот (2.74) достаточно хорошо соответствуют

результатам численного моделирования методом конечных элементов (2.6). Негладкость этих

графиков вызвана в первую очередь переходом графиков через ноль и также недостаточной

точностью численного моделирования. Как хорошо видно из графиков, приближение дает

хорошие результаты для вытянутых сфероидов, а для сплюснутых сфероидов при a/b > m1/3

становится мало пригодным. Причина этого в том, что для сильно сплюснутых сфероидов

поле перестает быть сконцентрированным вблизи экватора. Как таковая каустическая по-

верхность распадается на две, выше и ниже экваториальной плоскости, что противоречит

приближениям, сделанным при получении приближений.
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Таблица 2.1:
µ yℓ0q(num) yℓ0q((2.105)) d1(num) d1((2.105)) d2(num) d2((2.105))
−1/3 109.087968 109.088279 −0.5259± 0.0006 -0.5253 (−4.6± 0.6)× 10−4 −3.1× 10−4

−1/4 109.088042 109.088279 −0.5250± 0.0002 -0.5251 (−1.4± 0.1)× 10−4 0
0 109.088266 109.088279 −0.5222± 0.0011 -0.5247 (8.1± 0.2)× 10−4 9.4× 10−4

1/3 109.088568 109.088279 −0.5184± 0.0030 -0.5240 (21.2± 0.7)× 10−4 22× 10−4

Для проверки нового члена разложения в приближении для собственных частот сравним

аналитически полученное выражение для дисперсии с численным расчетом.

ỹℓpq ≃
na

c
ωℓpq = ỹℓ0q + d1p+

1

2
d2p

2,

d1 ≃ a− b

b
− αq

a3 − b3

6b3

(

ℓ

2

)−2/3

+
a2(b2(1 + 3µ)− a2)

4b4
ℓ−1,

d2 = ỹp+1 + ỹp−1 − 2ỹp ≃ a2(b2(1 + 3µ)− a2)

2b4
ℓ−1. (2.105)

Сравнение проводилось с численным моделированием скалярного уравнения Гельмгольца

методом конечных элементов в пакете Comsol Multiphysics. p0 = (0, 3−4µ

2
√
2
b), p1 = (43a,

12µ+7

6
√
2
b),

p2 = (43a,−
12µ+7

6
√
2
b), p3 = (0,− 3−4µ

2
√
2
b).

Результаты моделирования для m = 100, q = 1, a : b = 1 : 2, p = 0..5 показаны в таблице

(2.3.5). Полученные аналитически значения дисперсии сравнивались с результатами числен-

ного моделирования полного векторного уравнения в Comsol Multiphysics для диэлектриче-

ского резонатора. Точность аналитических приближений получена с поправкой на изменение

эффективного радиуса резонатора за счет выпадения поля. Также было показано, что при

µ = (a2 − b2)/(3µ) = −1/4 дисперсия снижается до 20 раз при m = 500, что открывает воз-

можности для оптимизации формы резонатора для получения нужного уровня дисперсии.

2.3.6 Интерполяция ошибок

Для улучшения точности приближения была аппроксимирована ошибка, возникающая при

сравнении приближения (2.74) с рассчитанными значениями собственных частот с помощью

программы Comsol Multiphysics. Получая равномерную по l аппроксимацию, необходимо по-

строить такую аппроксимацию, чтобы точность для сильно вытянутых резонаторов не ухуд-

шилась. Чтобы этого достичь, необходимо ввести для аппроксимации некоторою весовую

функцию. Весовая функция выбиралась такм образом, чтобы она быстро возрастала с увели-

чением вытянутости сфероида, при этом относительная погрешность стандартной аппрокси-

мации для вытянутых сфероидов уменьшается. Анализ показал, что функция g(b/a) = (b/a)4

дает хорошие результаты.

На графиках (2.7) для иллюстрации представлена ошибка, умноженная на весовую функ-
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цию, аппроксимированная многочленом

∆(b/a) =

4
∑

i=1

ci

(

b

a

)i

(2.106)

Как видно из графиков (2.7), выбранный способ аппроксимации многочленом по b/a в виде

(2.106) дает правдоподобный результат. После аппроксимации ошибок для каждой моды в
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Рис. 2.7: Аппроксимация различных мод с различными параметрами. Сплошная синяя линия
— интерполяция, красные точки — численный расчет.

отдельности, построим аппроксимацию для коэффициентов разложения ci для мод с одина-

ковыми p и q в зависимости от индекса моды l. На графике (2.8) приведены аппроксимации

четырех коэффициентов для мод с индексами p = 0, q = 1: Для мод с p = 0 и q = 1 удалось

построить формулу для различных l (то есть равномерную аппроксимацию), которая дает
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Рис. 2.8: Аппроксимация коэффициентов мод с p = 0, q = 1. Сплошная синяя линия —
интерполяция, красные точки — численный расчет.

увеличение точности:

∆ =
0.07241
m4/3 − 2.47

m5/3 + 7.779
l2

(b/a)4
+

− 7.947
l4/3

+ 61.56
l5/3

− 129.7
l2

(b/a)3
+ (2.107)

+
10.02
l4/3

− 81.69
l5/3

+ 174.8
l2

(b/a)2
+

− 2.178
l4/3

+ 21.22
l5/3

− 49.99
l2

(b/a)

Эту же формулу можно представить в виде таблицы:

. (b/a)−1 (b/a)−2 (b/a)−3 (b/a)−4

l−4/3 -2.178 10.02 -7.9471 0.07241

l−5/3 21.22 -81.69 61.56 -2.47

l−6/3 -49.99 174.8 -129.7 7.779

Как видно из графика (2.9), точность приближения после аппроксимации для моды p = 0 и

q = 1 возросла примерно на порядок.

Для мод p = 1 и q = 1 получить равномерную аппроксимацию не удалось — она не дает

улучшения точности, а наоборот ухудшает точность результата примерно на порядок.

Для мод p = 0 и q = 2 равномерную аппроксимацию не удалось построить, а удалось ап-

проксимировать только отдельные моды. В отличие от ошибки для фундаментальной моды и

моды с индексами p = 1 и q = 1, которая имеет два максимума в плоскости, перпендикуляр-

ной экваториальной, ошибка для моды p = 0 и q = 2 не описывается монотонной функцией.

Это может быть связано с достижением предела точности для формулы (2.74), то есть даже
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при учете следующих малых членов ряда, убрать достаточно сильную немонотонность не

получится. Так же была сделана аппроксимация многочленом

∆(b/a) =

5
∑

i=1

ai

(

b

a

)i

(2.108)

При такой аппроксимации ошибки для больших сплюснутостей у фундаментальной моды

точность немного улучшается по сравнению и аппроксимацией 4-ого порядка. Перейдем к

выражению не для l, а для l/2 и получим для фундаментальной моды:

∆ =
− 0.286804

(l/2)4/3
+ 1.72891

(l/2)5/3
− 2.78197

l2

(b/a)4
+

− 0.806069
(l/2)4/3

+ 0.752366
(l/2)5/3

+ 2.6708
(l/2)2

(b/a)3
+ (2.109)

+
− 0.130563

(l/2)4/3
+ 6.88115

(l/2)5/3
− 17.7603

(l/2)2

(b/a)2
+

1.63581
(l/2)4/3

− 13.184
(l/2)5/3

+ 24.9721
(l/2)2

(b/a)
−

−0.486759

(l/2)4/3
+

3.86993

(l/2)5/3
− 7.30341

(l/2)2

Запишем полученные коэффициенты в виде таблицы

. (b/a)0 (b/a)−1 (b/a)−2 (b/a)−3 (b/a)−4

(l/2)−4/3 -0.486759 1.63581 -0.130563 -0.806069 -0.286804

(l/2)−5/3 3.86993 -13.184 6.88115 0.752366 1.72891

(l/2)−6/3 -7.30341 24.9721 -17.7603 2.6708 -2.78197

Аппроксимация пятым порядком дает близкие результаты по сравнению с аппроксимаци-

ей четвертым порядком, но при больших сплюснутостях результат с аппроксимацией 5-ого

порядка получается немного лучше:
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Рис. 2.9: Относительная ошибка до и после аппроксимации
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В результате было показано, что для фундаментальных мод удается построить равно-

мерную по l аппроксимацию, дающую прирост в точности около порядка. При этом для

нефундаментальных мод равномерной аппроксимации найдено не было. Это косвенно озна-

чает, что рассмотренные методы не дадут дальнейшего увеличения точности при увеличении

числа членов.

2.4 Заключение

В результате работы с помощью метода эйконала было получено наиболее точное на сего-

дняшний день приближение для собственных частот сфероидов, тороидов и квартик. Это

приближение содержит достаточное количество членов разложения для вычисления диспер-

сии поперечных мод, которая хорошо согласуется с результатами численного моделирования.

К сожалению, по сравнению с предыдущим результатом приближение для собственных ча-

стот не дает значительного увеличения точности для сильно сплюснутых резонаторов. Также

для сфероидальных резонаторов были получены приближения для распределения поля, его

энергии и эффективного объема моды. Была получена равномерная аппроксимация ошибки

приближения для фундаментальных мод сфероида и квартики, которая позволяет на поря-

док улучшить точность. Также была показана возможность хорошей аппроксимации ошибок

приближения для мод с p = 1, q = 1.

Эти результаты опубликованы в [A1], [130].

42



Глава 3

Применение оптических

микрорезонаторов с МШГ в

качестве высокочувствительных

сенсоров

3.1 Обзор литературы

Задача детектирования химических и биологических веществ в растворах и в воздухе явля-

ется важной и актуальной не один десяток лет. Современные методы, позволяющие опреде-

лить очень малые количества биомассы основаны на создании благоприятных условий для

развития микроорганизмов и увеличения их численности до количеств, достаточных для

детектирования. К сожалению, такие методы требуют как длительного времени, иногда до

нескольких дней, необходимого для роста численности микроорганизмов, так и дорогосто-

ящего труда специалистов лаборатории. Кроме того в пищевой, военной и многих других

областях также требуются селективные сенсоры, способные быстро выявить присутствие

определенных веществ.

На текущий момент самыми перспективными являются оптические биосенсоры. Они обла-

дают более высокой чувствительностью и быстродействием по сравнению с другими типами

датчиков. В отличие от химических методов, использование оптических сенсоров позволяет

при значительно меньших размерах устройств обеспечить меньшее время детектирования и

большую чувствительность.

Биосенсоры можно разделить на две большие группы, к одной из которых будут относится
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детекторы с использованием маячков, работающие на основе флюоресценции при взаимодей-

ствии измеряемых частиц с детектором, к другой относятся сенсоры, работающие с чистыми,

не измененными детектируемыми частицами, которые работают за счет измерения косвен-

ных показателей, таких как изменение показателя преломления, Рамановское рассеяние и

поглощение. Детектирование чистого вещества обладает меньшей чувствительностью, зато

позволяет работать с меньшими объемами препаратов.

В дальнейшем будем рассматривать подробнее сенсоры на основе измерения показате-

ля преломления. Все эти сенсоры имеют общий принцип работы: чувствительная область

покрыта некоторым веществом-распознавателем, а объем сенсорной области заполнен бу-

ферным веществом. При попадании в чувствительную область детектируемой частицы, она

садится на акцепторы, замещая буферное вещество на расстоянии от нескольких нанометров

до нескольких десятков нанометров от поверхности, изменяя таким образом свойства поверх-

ности сенсора, точнее ее показатель преломления, что и отображается в выходном сигнале.

В большинстве сенсоров световое поле сконцентрировано в приповерхностном слое, и его вы-

падающее поле имеет характерную длину спадания от нескольких десятков до нескольких

сотен нанометров, что и определяет область, в которой будут видны детектируемые прореа-

гировавшие частицы.

Одним из ключевых понятий для сенсоров является их чувствительность, которая опреде-

ляется степенью изменения выходного сигнала при изменении состава вещества в сенсорной

области. Во всех датчиках на основе выпадающего поля она определяется интенсивностью

поля в приграничной области, то есть силой взаимодействия между светом и веществом. Но

чаще для сравнения работы сенсоров приводят их предел измерения, определяемый отноше-

нием минимально разрешимого сигнала к чувствительности. Поскольку мы рассматриваем

сенсоры на основе изменения показателя преломления, то предел измерения указывается в

единицах показателя преломления, но его можно задавать и в по отношению к массе (пгр /

мм2) или по отношению к концентрации (нгр / мл). Улучшить предел измерений можно за

счет:

• увеличения области взаимодействия свет-вещество

• уменьшения температурных флуктуаций (используя термостат)

• использования взаимной компенсации термо-оптического и термо-механического эф-

фекта (разные знаки коэффициентов)

Существует несколько основных видов оптических сенсоров, использующих изменение

показателя преломления для получения сигнала.
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3.1.1 Сенсоры на эффекте поверхностного плазмонного резонанса

Наиболее часто встречающимся является датчик, построенный на эффекте поверхностно-

го плазмонного резонанса [31–35]. Поверхностная плазмонная волна - колебание зарядовой

плотности, которое происходит на поверхности соприкосновения двух веществ с диэлектри-

ческими константами противоположных знаков (металл/диэлектрик). Такие волны распро-

страняются в направлении, параллельном границе раздела металл – диэлектрик, и сильно

локализованы у границы раздела сред. В результате они оказываются весьма чувствительны-

ми к любым изменениям граничных условий на поверхности металла, что позволяет исполь-

зовать их для детектирования сверхмалых концентраций различных биохимических соеди-

нений. Для возбуждения поверхностного плазмона на границе металл – диэлектрик должно

выполняться согласование проекции волнового вектора падающего излучения параллельной

границе раздела и волнового вектора поверхностного плазмона. Другими словами, энергия

фотона переходит в плазмонную волну при резонансной длине волны или резонансном угле

падения.

Существует четыре основных согласовывающих устройств для возбуждения плазмонной

волны: призма [36], волновод [37], оптоволокно [38] или субволновая решетка [39,40]. Связь че-

рез призму является наиболее удобной конфигурацией и дает наилучший предел измерений,

но за счет больших размеров такая связь плохо интегрируется. В этом смысле использование

волновода или оптоволокна намного удобнее. В случае использования оптоволокна снимает-

ся небольшой участок оболочки и покрывается слоем металла. Существует несколько раз-

личных конфигураций биосенсеров, основанных на оптоволокне: односторонне полированное

одномодовое волокно [41,42], односторонне полированное многомодовое волокно [43], волокно

с сохранением поляризации [44] и "D-shaped" волокно [45].

Однако, у сенсоров на основе плазмонного резонанса есть несколько особенностей. Первая

заключается в небольшой глубине проникновения выпадающего поля, составляющей десят-

ки нанометров, в результате чего детектирование происходит только в тонком приповерх-

ностном слое. С одной стороны это позволяет реализовать высокую чувствительность и се-

лективность и существенно уменьшить паразитный фоновый сигнал, но с другой стороны

не позволяет детектировать большие соединения, например клетки или бактерии. Вторая

особенность в том, что одна плазмонная волна не позволяет разделить информацию об из-

менении показателя преломления на поверхности и в общем объеме. Для избежания этих

проблем разработан дизайн с использованием одновременно двух чувствительных областей

разной длинны [46–50].

45



3.1.2 Сенсоры на интерферометрах

Следующий класс сенсоров построен на базе интерферометров. В отличие от биосенсора, ос-

нованного на принципе поверхностного плазмонного резонанса, биосенсор на основе интер-

ферометра чувствителен к изменениям коэффициента преломления по всему объему ячейки.

3.1.2.1 Интерферометр Маха-Цандера

В данных сенсорах реализована схема интерферометра Маха-Цандера при помощи оптово-

локна. Одно из плеч интерферометра взаимодействует с веществом, второе — изолирован-

но. В результате изменения показателя преломления одного из плеч в выходном сигнале

появляется разность фаз, приводящая к изменению интенсивности на фотодетекторе. Для

уменьшения фоновых шумов опорное плечо интерферометра также погружают в буферное

вещество. Один способ улучшить чувствительность данного сенсора - увеличить размер цен-

тральной жилы волноводов без потери одномодовости, что достигается при использовании

антирезонансного отражающего оптического волновода.

3.1.2.2 Интерферометр Юнга

Следующий вариант использования интерферометров представляет из себя схему Юнга. В

отличии от схемы с интерферометром Маха-Цандера, выходы обоих плеч не соединяются,

а независимо приходят на детектор (ccd-камеру) и образуют на экране интерференционную

картину. Таким образом в качестве выходного сигнала выступает пространственное распре-

деление интенсивности на экране. При сдвиге фазы сигнала из основного канала происходит

смешение интерференционной картины. Данная схема позволяет детектировать несколько

веществ одновременно, для чего необходимо добавить дополнительные плечи, каждое из ко-

торых будет взаимодействовать со своей частицей [51]. За счет того, что расстояние между

каждым из основных плеч и опорным плечом разное, общий сигнал можно разделить с по-

мощью фурье-анализа.

На основе интерферометра Юнга существует коммерческий продукт AnaLight® от ком-

пании Fairfield Scientific [52].

3.1.2.3 Интерферометр Хартмана

Еще одна очень похожая конфигурация использует интерферометр Хартмана [53]. Она пред-

ставляет из себя планарный волновод, на котором при помощи фотолитотграфии выделено

множество параллельных детектирующих каналов. Одиночные волны линейно-поляризованного

света от диодного лазера вводятся в волновод при помощи дифракционных решеток, пре-

вращаясь в широкий пучок, охватывающий все каналы детектора. На выходе при помощи
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дифракционной решетки и других интегральных элементов сигналы из каналов попарно со-

единяются, образуя независимые интерферометры.

3.1.2.4 Обратное рассеяние

Следующий класс сенсоров использует интеференцию при обратном рассеянии [54]. Как пра-

вило, такие сенсоры состоят из некоторой отражающей подложки, на которую может нано-

ситься или каким-либо образом пропускаться по ней исследуемый образец. Одномодовый

когерентный лазер сфокусирован на небольшую область этой подложки и в его поле зрения

находится лишь малая часть образца. Лазер сканирует всю поверхность образца так, что

в каждый момент отраженный сигнал попадает на детектор, измеряющий интенсивность.

Наличие субволновых частиц на сканируемой поверхности приводит к интерференци на де-

текторе.

Одной из реализаций является биологический компакт-диск [55, 56]. В данном случае в

качестве подложки выступает диск. На него наносится препарат, который после высыхания

сканируется лазером, как это делается с обычным cd-диском. В процессе такого считывания

на краях больших молекул-рецепторов появляется интерференция. Очевидно, что интерфе-

ренционная картина до и после добавления препарата будет различной. Биодиск (BioCD)

является коммерческим продуктом компании QuadraSpec [57].

Еще одно применение эффекта обратного рассеяния было продемонстрировано Марко-

вым [58]. В данной работе использовался проточный прямоугольный капилляр, стенки ко-

торого покрывались молекулами-распознавателями, и освещался сверху лазером. Интерфе-

ренционный сигнал детектировался лавинным фотодетектором. Результаты были получены

также и для круглого капилляра. Такая схема позволила осуществить детектирование био-

молекулярных реакций в свободном пространстве в отличие от ранее только поверхностных.

3.1.3 Сенсоры на оптических волноводах

К этой группе относятся сенсоры не просто имеющие в своем составе волновод, но немного

отличающиеся от уже упомянутых по принципу действия.

3.1.3.1 Резонансное зеркало

Датчик на основе резонансного зеркала представляет из себя слоистую структуру: волновод-

ный слой с большим показателем преломления и субстрат (призма) с большим показателем

преломления разделены металлическим слоем или диэлектриком с малыми потерями и с ма-

лым коэффициентом отражения [59]. При падении света под резонансным углом достигается

связь с волноводом и появляется отраженный свет на выходе. Выпадающее поле волново-
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да чувствительно к осажденному на его поверхности веществу, в результате чего меняется

резонансный угол. Подобная конструкция отличается достаточно большим выпадающим по-

лем, что позволяет использовать ее для детектирования клеток, размер которых достига-

ет нескольких микрон. В отличии от плазмонного резонанса, который работает только на

ТМ-моде, резонансное зеркало использует ТЕ и ТМ моды, которые имеют разные резонанс-

ные углы. На основе этой конфигурации также создан коммерческий продукт компанией

NeoSensors.

Сенсоры на основе резонансного зеркала, хотя и выигрывают у сенсоров на основе плаз-

монного резонанса по простоте и удобству использования, но оказываются дороже и сложнее

в производстве. Для решения этой проблемы существует гибридная конструкция, сочетаю-

щая в себе плюсы волноводного датчика с простотой изготовления плазмонно-резонансных

сенсоров. Она представляет из себя слой диэлектрика с малым показателем преломления,

разграниченный с призмой тонкой металлической пленкой. Диэлектрик в данном случае вы-

ступает в качестве волновода с выпадающим полем, а металлическая прослойка позволяет

ввести больше света в волновод, в результате чего чувствительность такой схемы оказывает-

ся намного выше за счет большего выпадающего поля [60–62]. Это позволяет детектировать

достаточно большие объекты, такие как клетки [60, 61, 63, 64].

3.1.4 Сенсоры на основе оптоволокна

Использование оптоволокна для создания сенсоров оказывается очень перспективным, так

как оно не только дешево и просто в изготовлении, но и удобно в использовании [65, 66].

3.1.4.1 Брэгговские решетки в волокне

Одной из самых популярных конструкция является Брэгговская решетка [67]. Такой датчик

представляет из себя волокно, в центральной жиле которого создана периодическая структу-

ра показателя преломления. Эта структура, или Брэгговская решетка, создается при освеще-

нии волокна в направлении перпендикулярном его оси двумя пересекающимися сфокусиро-

ванными лазерными пучками ультрафиолетового диапазона. Интерференционная картина

этих пучков и записывает в участок волокна периодичную структуру показателя прелом-

ления, которая работает как фильтр-пробка и отражает свет только с Брэгговской длиной

волны [68]. Существует немало вариантов связи с выпадающим полем Брэгговской решетки,

что достаточно непросто и является отдельной задачей [69–72].

Большой популярностью пользуется дизайн, при котором можно избежать необходимости

связываться непосредственно с основной жилой волокна и схема достаточно чувствительна

к изменениям на поверхности [73]. Это достигается при больших периодах Брэгговской ре-
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шетки, порядка 100 мкм -1 мм. Хотя чувствительность такой конструкции достаточно мала.

3.1.4.2 Нановолокно

Это кварцевое волокно, вытянутое при нагревании до диаметра менее 1мкм. Нановолокно

имеет большое выпадающее поле в связи со своими размерами и чувствительно к измене-

нию показателя преломления. Оно не является новым типом сенсора, а скорее служит для

улучшения уже известных сенсоров [74–76].

3.1.5 Фотонный кристалл

Совершенно другой класс биосенсоров использует фотонные кристаллы, хотя сам принцип

действия остается прежним [77–90]. Фотонный кристалл - это периодическая структура, про-

пускающая через себя определенные длины волн (как и фильтр пробка). Наличие дефекта,

который чаще всего реализуют в качестве большого отверстия в центре, приводит к появле-

нию дефектной моды в закрытом диапазоне частот, а изменение дефекта, выражающееся в

осаждении на поверхность аналита, приводит к изменению выходного спектра. Существует

множество конфигураций этого типа датчиков. Стоит отметить, что их общим достоинством

являются малые размеры и расход препарата.

3.1.6 Сенсоры на микрорезонаторах с модами шепчущей галереи

Принцип работы этого типа сенсоров основан на чувствительности выпадающего поля к

изменению показателя преломления среды при осаждении детектируемого вещества. Оста-

новимся на них более подробно.

3.1.6.1 Отражение на границе раздела

При полном внутреннем отражении поле выходит за границу раздела сред, на которой про-

исходит отражение, но при этом коэффициент отражения на поверхности остается равным

единице. При углах, больших полного внутреннего отражения, угол падения становится ком-

плексным, что приводит к появлению мнимой части у волнового вектора, направленной пер-

пендикулярно поверхности, что соответствует экспоненциально спадающей волне снаружи

поверхности, на которой происходит отражение. Характерная глубина, на которую проника-

ет поле определяется по формуле:

σ ≈ k−1
0

(

c0(n1, n2) + c2(n1, n2) cos
2(φ) + ...

)

, (3.1)
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где c0(n1, n2) и c2(n1, n2) положительные постоянные, зависящие от показателей преломления

и φ угол падения на поверхность. Эффективный набег фазы при отражении от поверхности

будет зависеть как от показателя преломления наружной среды, так и от угла, под которым

от поверхности отражается волна. Этот эффект также известен как эффект Гуса-Хенхена

[91]. Именно выпадающее поле дает возможность детектировать соединения на поверхности

раздела.

3.1.6.2 Основные типы детекторов

Типов сенсоров, использующих оптические микрорезонаторы с модами типа шепчущей га-

лереи, достаточно много. Все они так или иначе связаны с тем, что добротность микроре-

зонаторов может достигать огромных, вплоть до 1011, значений [2], что позволяет достичь

большой чувствительности. Так как для практических приложений очень важен как размер

устройства и возможность его интеграции на чипе, так и его чувствительность, то в каждом

конкретном случае выбирается свой подход к конструированию сенсора. Более чувствитель-

ные детекторы, обычно, обладают более сложной и громоздкой структурой.

Наиболее простые детекторы измеряют сдвиг резонансной частоты, вызванный изменени-

ем эффективного показателя преломления из-за появления на поверхности резонатора слоя

вещества, обладающего диэлектрическими свойствами. Для такой схемы измерений, обычно,

достаточно иметь микрорезонатор в ячейке, на который осаждается детектируемое вещество,

и элемент связи с ним. При этом форма резонатора может быть различной, например, ша-

рики [92], [93], диски [94] или тороиды [95] и так далее. Работ на эту тему сейчас достаточно

много [96].

Кратко рассмотрим некоторые из них.

В 2002 году в работе [97] детектировались протеины на поверхности микрорезонатора,

причем измерялся сдвиг собственной частоты резонатора. В эксперименте использовался

сфероид размером около 300 мкм., получившийся на кончике одномодового оптического во-

локна в пламени горелки и обработанный 3-аминопропилтриметоксисиланом для придания

ему гидрофобных свойств. Добротность микрорезонатра получилась около 2×106. Микроре-

зонатор помещался в ячейку с раствором детектируемого вещества. Сканирование осуществ-

лялось перестраиваемым полупроводниковым лазером и после прохождения через микроре-

зонатор усиливалось и попадало на детектор. Измерение чувствительности детектора про-

водилось на молекуле бычьего сывороточного альбумина (БСА). Изменение концентрации

БСА показало, что при пороговом значении, соответствующем одному монослою вещества,

молекулы перестают оседать на резонатор. После этого были проведены измерения на аль-

бумине человека, структура которого очень похожа на БСА. Экспериментально установлено,

что минимальная концентрация, которую можно детектировать, это 0.01 мг/М, а минималь-
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ная масса детектируемых молекул должна быть не меньше 50 г/М.

Белее современные эксперименты обладают значительно большей точностью. В экспери-

ментах 2014 [98] года уже получается детектировать появление одной молекулы на поверхно-

сти резонатора. Резонатор для этого эксперимента изготавливался с помощью мощного CO2

лазера, расплавляющего конец оптического волокна. Резонатор получается меньшего разме-

ра (80 мкм.) и с добротностью также около 106. В этом эксперименте удается детектировать

сдвиг частоты с точностью до 1/1000 ширины линии, благодаря компьютерной обработке. В

эксперименте детектируется вирус, размер которого достигает 100nm. Более мелкие вирусы

детектировать с помощью измерения сдвига резонансной частоты не получается.

3.1.6.3 Методы улучшения чувствительности

Для увеличения чувствительности сенсора можно, в частности, увеличивать добротность

микрорезонатора. При этом уменьшается ширина линии, что дает возможность измерять

более малые сдвиги частоты.

Например, в работе [99] детектируется наличие небольшого количества (0.0001%) тяжелой

водыD2O в обычной воде. Это оказывается возможным благодаря тому, что в диапазоне 1300

нм. добротность резонатора в обычной воде (106) на порядок ниже, чем в тяжелой.

В 2003 году для измерения молекул ДНК был предложен метод [100], который использо-

вал одновременно 2 микрорезонатора с разными покрытиями. Этот метод позволяет разли-

чать молекулы ДНК, отличающиеся на один нуклеотид, с соотношением сигнал шум равным

54.

Однако, очень высокая добротность резонатора значительно усложняет спектр, появля-

ется очень много мод, и наблюдать какую-то одну становится проблематично.

В 2008 году этой же группе [93] удается детектировать единичные частицы, причем мень-

ших масс, по сравнению с детектируемыми раньше. В эксперименте использовался микроре-

зонатор с не очень большой добротностью 6× 105, но зато с малым радиусом (до 30 мкм.). В

эксперименте удалось детектировать единичные вирусы гриппа, диаметр молекулы которых

всего 47 нм..

Достаточно сложные эксперименты, но дающие хорошую точность измерения для слоя

воды, учитывают изменение температуры микрорезонатора при появлении адсобрирован-

ного слоя на поверхности [101]. Эксперимент 2014 года проводился с микрорезонатором из

плавленного кварца радиуса 300 мкм. с добротностью 3 × 106. При медленной, с частотой

несколько мегагерц в секунду, перестройке частоты лазера в сторону увеличения частоты

и в сторону уменьшения частоты появляется температурная бистабильность. В этом случае

при сканировании в область увеличения частоты при приближении к резонансу увеличи-

вается адсорбированная энергия, и ширина линии уменьшается. При обратной перестройке
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частоты ширина увеличивается. Используя этот эффект, зависящий от толщины адсорбиро-

ванного слоя, можно получить его толщину, зная коэффициент поглощения в нем. Точность,

с которой получается измерить толщину слоя воды на поверхности резонатора, составляет

около одного процента для слоя воды толщиной около 1 ангстрема, что дает возможность

использовать этот метод для высокочувствительных сенсоров.

Также были проведены эксперименты, в которых содержащая детектируемое вещество

жидкость протекала внутри растянутого капилляра. Толщина капилляра варьировалась его

разной степенью растяжения. [94, 102–108]. Плюсами такого метода являются легкость де-

тектирования жидкостей и возможность оптимизировать толщину капилляра для умень-

шения температурных флуктуаций. Был проведен еще один эксперимент [109]. Внутренняя

поверхность резонатора покрывалась флуоресцентными нанокристалами кремния, и детек-

тировалось рассеянное ими излучение. В целом, данный метод обладает большой чувстви-

тельностью, и им успешно детектировались биомолекулы рака, вирусы, протеины и ДНК, но

уровень детектирования одной молекулы пока не достигнут.

3.1.6.4 Покрытия поверхности

Одним из самых важных аспектов для сенсоров является специальное покрытие их поверх-

ности.

Резонаторы из плавленного кварца изначально слабо селективны и большинство биове-

ществ и биомолекул адсорбируется на поверхность одинаково. Чтобы сделать поверхность

резонатора селективной к определенным видам молекул необходимо произвести функциоли-

зацию его поверхности.

Перед функциолизацией нужно очистить поверхности резонатора. Это можно сделать,

опустив резонатор в смесь перекиси водорода с серной кислотой или с помощью кислородной

плазмы, что значительно быстрее и не требует контакта с растворами и сушки.

Затем поверхность резонатора подвергается силанизации, что делает ее гидрофобной

[110]. Гидрофобность поверхности имеет очень большое значение, так как поглощение в ад-

сорбированном слое воды на поверхности может сделать практически невозможным детек-

тирование частиц на поверхности резонатора [111].

После процесса силанизиции или вместо нее на поверхность можно наносить лиганды,

которые будут обеспечивать селективную адсорбцию. В качестве лигандов могут выступать

различные вещества: от небольших молекул до ферментов и молекул ДНК. Слой лигандов

должен быть не очень толстым, чтобы часть поля, выпадающего из резонатора, проникала

через этот слой для воздействия с адсорбентом. Кроме того, так как добротность резона-

тора крайне чувствительна к неоднородностям на поверхности, слой лигандов должен быть

достаточно однородным.
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Для каждого вещества нужны свои лиганды, так как сами вещества бывают довольно

сложными. Например, рибонуклеиновые кислоты имеют форму одинарной спирали, дезокси-

рибонуклеиновая кислоты — двойной спирали, а белки - произвольных форм. Соответствен-

но, под каждое соединение нужно подобрать такой лиганд, чтобы именно это соединение

эффективно на него "садилось" и адсорбировалось, а остальные - нет.

Лиганды бывают двух типов: ковалентные и нековалентные. Ковалентные активнее взаи-

модействуют с детектируемым веществом и дают возможность контролировать ориентацию

садящихся молекул. Нековалентные меньше взаимодействуют с поверхностью и не обеспечи-

вают контроля ориентации осаждающихся молекул, но зато меньше влияют на поверхность

резонатора.

В качестве молекул для ковалентной лиганды обычно выбирают бифункциональные мо-

лекулы, один конец которой притягивается к поверхности резонатора, а другой реагирует с

детектируемым веществом. Для микрорезонаторов из кремния удобно выбирать алкалины, с

одной стороны которых может быть трихлоро, триметокси или триэтокси силан группа. Они

удобны тем, что обладают высоким давлением насыщенных паров. Это дает возможность

осаждать их на резонатор, не разрушая его поверхность. [112]

Нековалентные лиганды обычно просто адсорбируются на поверхность резонатора. Это

может привести как к неравномерности толщины слоя лигандов, так и к их неправильной

ориентации, что, в свою очередь, поведет за собой также неравномерность осаждения на них

детектируемого вещества. Более подробно с нековалентными и с ковалентными лигандами

можно познакомится [113], [114], [115], [116], [117].

В работе [118] подробно исследовалось детектирование веществ в растворе. Для этого бы-

ла сделана ячейка, которая состояла из проточной камеры с микрорезонатором в ее центре.

Резонатор был сделан из плавленного кварца и имел радиус 340 мкм. Связь с резонатором

осуществлялась призмой, являющейся одной из границ ячейки. Особенностью эксперимента

также было то, что измерения проводились не только около одной моды, а в очень широком

диапазоне частот: как в видимом, так и в ультрофиолете. В работе проводился подробный

анализ покрытий резонатора, необходимых для эффективной адсорбции красителей, аро-

матических соединений и боимолекул. Правильно выбранное покрытие может существенно

улучшить селективность и скорость осаждения детектируемых молекул на поверхности, что

приведет к улучшению характеристик детектора.

3.1.6.5 Шумы в резонаторах

Предельная чувствительность микрорезонаторов ограничена не только их добротностью, но

также шумами. В число шумов входят как случайность процесса взаимодействия детекти-

руемого вещества с поверхностью микрорезонатора [119] так и терморефрактивные и тер-
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моупругие шумы, шумы лазера и другие флуктуации и технические шумы [120]. Шумы,

связанные с резонатором, не только снижают чувствительность, но препятствуют точной

настройке расстояния между резонатором и элементом связи и могут приводить к ложнопо-

ложительным срабатываниям датчика. Флуктуации плотности, температуры и показателя

преломления снаружи от резонатора также ухудшают добротность. Как было показано в

работе [120], некоторые из шумов можно снизить, выбирая оптимальные параметры схемы

детектирования. Например, большая частота сканирования лазером приводит к большей точ-

ности измерений. Размер резонатора также играет большую роль: он позволяет выбрать оп-

тимальный набор величин объема моды, добротности и величине выходящего наружу поля.

Также для детектирования одиночных частиц оптимальнее выбирать резонаторы большего

размера по сравнению с монослоями.

3.1.6.6 Методы, подавляющие некоторые виды шумов

Для борьбы с шумами, кроме выбора оптимальных параметров, можно использовать более

сложные схемы, исключающие определенные виды шумов. Для уменьшения влияния ухода

частоты из-за изменения температуры используются покрытия с отрицательным термооп-

тическим коэффициентом [121], компенсирующие уход резонансной частоты от температур-

ных флуктуаций. Но, такие методы имеют недостаток. Покрытия толщиной около 100 нм.,

во-первых, уменьшают добротность резонатора, а, во-вторых, значительно ослабляют взаи-

модействие детектируемого вещества с выпадающим полем.

Существует метод [122], который учитывает поляризацию, измеряя разностную частоту

между TE и TM модами. Этот метод позволяет уменьшить влияние температурных флук-

туаций на измерения и также уменьшить влияние термоупругого шума и теплового расши-

рения микрорезонатора. Как было показано в работе, для водяных растворов глюкозы при

комнатной температуре даже при типичных флуктуациях температуры резонатора на 1C0,

достигается выигрыш в чувствительности до двух порядков.

В работе [123] использовались два различных микрорезонатора для исключения шумов,

связанных с флуктуациями температуры. Суть методы в том, что сдвиг частоты зависит

от изменения показателя преломления, а коэффициет определяется радиусом. Таким об-

разом, при использовании двух разных резонаторов получается отделить сдвиги частоты,

вызванные флуктуационными изменением температуры, от сдвигов, вызванных изменением

показателя преломления.

3.1.6.7 Флюоресцентные сферы

В качестве отдельного класса детекторов можно выделить схемы, в которых покрытые флю-

оресцирующим покрытием микрорезонаторы помещаются в раствор [124]. В этом случае
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резонаторы не связаны с элементами связи, а свободны в жидкости, в которой находится

детектируемое вещество. В малой области, где может находится только одна молекула, флю-

оресцентное покрытие возбуждается, и затем детектируется флюоресцентное излучение, ча-

стота которого не совпадает с частотой лазера. При такой схеме в детектировании участвует

вся поверхность резонатора, что увеличивает вероятность и скорость детектирования. Кроме

того, эта схема избавляет и от шумов, связанных с вариацией расстояния между элементом

связи и резонатором. Большим плюсом данного метода является то, что флюорисцентные

микрорезонаторы коммерчески доступны.

3.1.7 Использование

Имея полное представление об интересующих нас сенсорах, стоит вернуться непосредственно

к принципу их действия. Как упоминалось ранее, при попадании детектируемого вещества

на поверхность резонатора образуется слой адсорбированного вещества, толщина которого

обычно не превышает нанометра [125–127], происходит сдвиг собственных частот и измене-

ние добротности микрорезонатора вследствии модификации граничных условий. Измерение

сдвига резонансной частоты играет ключевую роль в работе оптических сенсоров на резона-

торах с МШГ и определяет их предельную чувствительность. Существует несколько методов

решения данной задачи. Первый подход основан на аналитическом решении характеристи-

ческого уравнения в случае сферического микрорезонатора в приближении тонкого диэлек-

трического слоя на его поверхности. Второй использует адиабатический инвариант и тензор

Максвелла, что делает его более общим и, в отличие от решения характеристического урав-

нения, позволяет рассчитывать поправки для микрорезонаторов более сложной геометрии.

Этот метод эквивалентен известному методу теории возмущений.

Рассмотрим сферический микрорезонатор и покажем, что поглощение в тонком слое на

поверхности резонатора по разному влияет на добротность TE и TM мод. Выражения для

сдвигов, полученные для сферических микрорезонаторов, обычно можно использовать как

хорошее приближение и для микрорезонаторов сфероидальной и тороидальной формы. Сле-

дует отметить, что в литературе существуют различающиеся выражения для оптических

потерь в поверхностном слое, имеющие разные зависимости от длины волны и размера ре-

зонатора [125–129].
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3.2 Расчет поправок для тонкого слоя

3.2.1 Характеристическое уравнение

3.2.1.1 Диэлектрическая сфера

Собственные частоты сферического резонатора с простейшим граничным условием Дирих-

ле для электрического поля (металлическая граница) определяются корнями сферических

функции Бесселя (2.11). Для диэлектрических резонаторов на границе поле не обращается в

0, и необходимо учитывать различные граничные условия для компонент поля. Вследствие

изменения граничных условий поле частично «выпадает» из резонатора, что приводит к

сдвигу собственной частоты. Так как сдвиг мал по сравнению с собственными частотами мод

ШГ, то будем называть его поправкой. Выражение для нее определяется [20]

∆(nk0a) = − nP/Pe
√

n2 − n2
e

, (3.2)

где ne — показатель преломления среды, окружающей резонатор, а P и Pe равны 1 для TE

мод и 1/n2 и 1/n2
e для TM мод соответственно.

Точность этого выражения для мод шепчущей галереи составляет ∼ αq(2/m)2/3 [20, 29,

130], где αq – qтый корень функции Эйри, и потому слабо зависит от индекса q для больших

m (мод с большой добротностью).

На рис. (3.1) показаны результаты численного анализа характеристического уравнения

вблизи корней функции Бесселя с q ≥ 1. Как видно из графика, поправки очень слабо

зависят от q. Существенные отклонения для мод с q > 6 при m = 100 обусловлены быстрым

ухудшением локализации и, соответственно, излучательной добротности мод [29].

3.2.1.2 Поправки тонкого слоя

Рассмотрим оптический сферический резонатор с тонким слоем пробного оптического мате-

риала на поверхности толщиной d≪ λ (λ – длина волны) с другим показателем преломления

np (рис. (3.2)). Так как детектирование вещества может происходить не только в воздухе [131],

но и, например, в растворах [132], то окружающая резонатор среда выбирается с показателем

преломления, отличным от 1. Для того, чтобы рассчитать поправку для собственной частоты

нужно воспользоваться условием сшивки для тангенциальных составляющих полей дважды:

на границе между резонатором и слоем и между слоем и окружающий средой:

~Eres
τ |a = ~El

τ |a, ~Bres
τ |a = ~Bl

τ |a, (3.3)

~El
τ |a+d = ~Eext

τ |a+d, ~Bl
τ |a+d = ~Bext

τ |a+d, (3.4)
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Рис. 3.1: График зависимости поправки для диэлектрического резонатора от индекса моды
q

где ~E и ~B электрическое и магнитное поля, а индексы res, l и ext соответствуют полям внутри

резонатора, внутри слоя и в среде соответственно.

Этот метод нахождения сдвига собственных частот позволяет найти поправку с любой

точностью, так как не использует никаких дополнительных условий. Рассмотрим наиболее

простой случай, допускающий аналитическое решение, когда резонатор имеет сферическую

форму. Используя решение в виде (2.7), выберем функцию ψℓ(nk0r), в слое αψℓ(npk0r) +

βχℓ(npk0r) и снаружи γχℓ(nek0r). При этом мы пренебрегли ψℓ(nek0r) в среде ввиду ее ма-

лости в области от 0 до ее корней по сравнению с функцией χℓ(k0r). Используя граничные

условия, можно получить систему уравнений на границе резонатора и слоя:

1

n
√
P
ψℓ(nk0a) =

1

np

√

Pp

(αχℓ(npk0a) + βχℓ(npk0a)) , (3.5)

√
Pψ′

ℓ(nk0a) =
√

Pp (αψ
′
ℓ(npk0a) + βχ′

ℓ(npk0a)) (3.6)
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Рис. 3.2: Распределение поля в резонаторе и слое для фундаментальной моды

и аналогично на границе слоя и среды

1

np

√

Pp

(αψℓ(npk0(a+ d)) + βχℓ(npk0(a+ d))) =
1

ne

√
Pe

γχℓ(nek0(a+ d), (3.7)

√

Pp (αψ
′
ℓ(npk0(a+ d)) + βχ′

ℓ(npk0(a+ d))) =
√

Peγχ
′
ℓ(nek0(a+ d)), (3.8)

где α, β и γ определяют отношение амплитуд поля в средах и Pp равно 1 для TE мод и

1/n2
p для TM мод. В общем виде эта система относительно k0 не разрешается, но ее удается

разрешить в допущении тонкого слоя, много меньшего радиуса резонатора и длины волны.

Разложим члены в уравнениях, содержащие d, по малому параметру η = d/a и избавимся

от вторых производных, воспользовавшись дифференциальным уравнением для функций

Рикатти-Бесселя:

1

n
√
P
ψℓ(nk0a) + k0d

√
P

Pp
ψ′
ℓ(nk0a) = γ (χ′

ℓ(nek0a) + k0dχ
′
ℓ(nek0a)) (3.9)

√
Pψℓ(nk0a)− k0d

(

1− l(l+ 1)

n2
pk

2
0a

2

)

n2
pPp

n
√
P
ψℓ(nk0a) =

= Peγ

(

χ′
ℓ(nek0a)− nek0d

(

1− l(l+ 1

n2
ek

2
0a

2

)

χℓ(nek0a)

)

(3.10)

Так как влияние слоя мало, то поправку ∆p можно рассчитывать как

nk0a = tm,q +∆0 +∆p (3.11)
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Учитывая малость поправки, из характеристического уравнения вблизи корней функции Бес-

селя можно получить выражения, связывающее функции второго рода с их производными

ψℓ(tm,q +∆) = ∆ψ′
ℓ(tm,q), (3.12)

χ′
ℓ(nek0a) =

√

n2/n2
e − 1χℓ(nek0a). (3.13)

Подставив выражения ((3.12)) и ((3.13)) в ((3.9)) и в ((3.10)), разделив первое уравнение на

второе, можно получить:

1
nP (∆0 +∆1) + k0d

1
Pp

1 +
k0dn2

pPp

Pe

√
n2−1

(

1− l(l+1)
z2

) =
−1

nePe

√
n2 − 1

1− k0d
√

n2 − n2
e

1 + nek0d√
n2−1

(

1− l(l+1)
k2
0a

2

) . (3.14)

Уравнение разрешается относительно ∆p

∆p = −nk0d
Pp

Pe

(

Pe

Pp
+
n2
pPp − n2Pe

Pe (n2 − n2
e)

+
n2

Pe

Pe − Pp

n2 − n2
e

l(l + 1)

k20d
2

)

. (3.15)

Учитывая, что Pp равно 1 или 1/n2
p в зависимости от типа моды и nk0a ≈ ℓ, можно получить

достаточно простое выражение:

∆p = −nk0d
n2
p − n2

e

n2 − n2
e

(1 + n2
e(Pp − P )) (3.16)

Это выражение согласуется с полученным в более ранних работах [133], но при этом име-

ет более простой вид. Так как в микрорезонаторных биосенсорах детектируемые величины

крайне малы [134] и практически не зависят от членов l−1/3, то для большинства приложений

выражение ((3.16)) хорошо описывает величину поправки.

Используя полученное выражение, также можно рассчитать изменение добротности ре-

зонатора, вносимое тонким слоем при наличии в нем затухания. Как было показано в рабо-

тах [126,135], такие потери из-за поглощения в тонком слое воды на поверхности резонатора

могут очень существенно ограничивать добротность реального резонатора. Пусть показатель

преломления слоя можно записать в виде np → npr − in′′
p , где n′′

p = −αp/2k0 (αp – оптические

потери в материале), тогда Qp = nk0a
2Im(∆p)

и

Q−1
p,TE ≈ d

a

4nr

n2 − n2
e

n′′
p ,

Q−1
p,TM ≈ Q−1

p,TE

(

n2 − n2
e

n2
+
n4
e

n4
p

)

. (3.17)
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3.2.2 Расчет через тензор Максвелла

Чтобы рассчитать поправки для тонкого слоя, воспользуемся еще одним методом элек-

тродинамики.

При медленном адиабатическом изменении параметров системы величины, называемые

адиабатическими инвариантами, не изменяются. В частности:

∆A

E = −∆ω

ω
, (3.18)

где ∆A — работа пондеромоторных сил давления света по перемещению границы адсорби-

рованного слоя, E — энергия поля. Так как микрорезонатор с диэлектрической границей

является открытой системой, то интеграл энергии во всем пространстве расходится. Суще-

ствуют разные методы обхода этого ограничения [29]. В настоящей работе в качестве энергии

поля выберется энергия, сосредоточенная внутри резонатора, что является хорошим прибли-

жением для высокодобротного микрорезонатора и обеспечивает сходимость интеграла.

Чтобы получить изменение собственных частот адиабатически увеличим толщину слоя

на поверхности резонатора от 0 до d. Чтобы найти работу поля внутри слоя нужно получить

разницу давления световой волны в слое и в окружающем слой пространстве. При этом

удобно воспользоваться тензором Максвелла σij в среде с диэлектрической проницаемостью

ǫ [136]:

σij =
1

4π

(

ǫEiEj +HiHj −
ǫE2 +H2

2
δij

)

, (3.19)

который необходимо использовать в сферических координатах. Разницу давлений на поверх-

ности сред с показателями преломления ǫp и ǫe можно получить как

p = σrr|in − σrr|out =
(ǫp − ǫe)

8π

[

ǫp
ǫe
E2

r +
[

E2
φ + E2

θ

]

]

. (3.20)

Для получения работы нужно проинтегрировать силу на всей внутренней поверхности слоя,

действующую на элементарную площади поверхности dS, на толщине слоя в данной точке

поверхности. Так как толщина слоя мала и предполагается одинаковой на всей поверхности

резонатора, то изменением напряженности поля в слое мы пренебрегаем:

∆ω

ω
= −

∫

dS(pd)

E , (3.21)
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где энергия поля в резонаторе определяется по формуле

E =

∫

1

4π
ǫE2dV. (3.22)

Это выражение совпадает с выражением, полученным другим методом из обобщения тео-

рии возмущения границы двух диэлектриков с ǫ1 и ǫ2, полученным в [137]:

dE
dα

=

∫

dA
dh

dα

[

∆ǫ12|E(0)
‖ |2 −∆

(

ǫ−1
12

)

|D(0)
⊥ |2

]

, (3.23)

где α – безразмерный параметр, характеризующий возмущение, h(α) – смещение границы,

dA – элемент площади на границе, E(0)
‖ и D

(0)
⊥ невозмущенные параллельная и нормальная

к границе напряженность электрического поля и электрическая индукция соответственно,

∆ǫ12 = ǫ1 − ǫ2 и ∆
(

ǫ−1
12

)

= ǫ−1
1 − ǫ−1

2 .

Рассчитаем поправку из этого выражения и сравним ее с результатом, полученным выше,

из аналитического точного решения.

Поскольку угловая зависимость для TE мод в числителе и в знаменателе одинаковая,

выражение ((3.21)) сводится к

∆ω

ω
= − pda2

∫

E2r2dr
. (3.24)

Для расчета TE мод интеграл в знаменателе берется:

∫ a

0

C2
TM

n2k20ℓ(ℓ+ 1)

πnk0r

2
Jℓ+1/2(nk0r)

2dr =

=
C2

TM

n2k20ℓ(ℓ+ 1)

πa2

4nk0

(

Jℓ+ 1
2
(nk0a)

2 − Jℓ− 1
2
(nk0a)Jℓ+ 3

2
(nk0a)

)

. (3.25)

Так как для МШГ ℓ ≈ m≫ 1 велико, то

J ′
ℓ+ 1

2
(nk0a) ≈ J ′

ℓ− 1
2
(nk0a) ≈ J ′

ℓ+ 3
2
(nk0a) = G. (3.26)

Электрическое поле для TE мод тангенциальное и не имеет компонент, направленных пер-

пендикулярно поверхности, и в слое будет отличаться в n2
p/n

2 раз. Пользуясь этим, поле

в слое можно выразить через поле на границе внутри резонатора. Подставляя полученные

выражения в ((3.24)) можно получить:

∆ω

ω
= −

n2
p − n2

e

n2 − n2
e

d

a
(3.27)
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и соответственно:

∆(nka) = −nkd
n2
p − n2

e

n2 − n2
e

. (3.28)

Для TM мод электрическое поле имеет также нормальную к поверхности компоненту.

Интегрируя отдельно угловые части для всех трех компонент поля и оценивая их радиальные

части можно получить, что θ компонента поля много меньше двух других компонент.

Получая интегралы для радиальных части энергии поля TM мод:

∫ a

0

C2
TM

k20l(l + 1)

(
√

πnk0r

2
Jℓ+1/2(nk0r)

)′2

dr =
C2

TM

k20l(l + 1)

amπG2

8
, (3.29)

∫ a

0

C2
TM

k20l(l+ 1)

(

1

nk0r

√

πnk0r

2
Jℓ+1/2(nk0r)

)2

dr =
C2

TM

k20l(l + 1)

aπG2

8m2
(2nk0a+m), (3.30)

можно получить:

RTM =
C2

TM

k20l(l+ 1)

amπG2

8
. (3.31)

Упростить выражения для поля в слое можно, пользуясь условиями сшивки и разложениями

для функций Рикатти-Бесселя:

Rl =
C2

TM

k20l(l+ 1)

πnk0a

2

(

n4

n2
p

G2∆2 +G2

)

=
C2

TM

k20l(l + 1)

πnk0a

2
G2

n2n2
e + n2

pn
2 − n2

pn
2
e

n2
p(n

2 − n2
e)

. (3.32)

Таким образом, для TM моды относительная поправка для собственной частоты:

∆ω

ω
= −

n2
p − n2

e

n2 − n2
e

d

a

n2n2
e + n2

pn
2 − n2

pn
2
e

n2n2
p

. (3.33)

Полученный результат сходится как с результатом, полученным с помощью характери-

стического уравнения, так и с результатами, полученными ранее в работе ( [133]).

3.3 Заключение

В настоящей работе были продемонстрированы новые подходы к оценке сдвига собственных

частот при осаждении тонкого диэлектрического слоя на поверхности резонатора. Приве-

денные методы подтверждают результаты, полученные ранее с использованием возмущения

векторного уравнения Гельмгольца [133], но при этом обладают большей простотой, меньшим

количеством допущений и физической ясностью. Исходя из рассчитанных поправок, были

получены комплексные добавки к частоте из-за наличия поглощения в слое, определяющие
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зависимость оптических потерь от длины волны и размера резонатора, и показано, что для

TE и TM мод они различны. Кроме того, рассматривалась зависимость простой диэлектри-

ческой поправки от радиального индекса q, и также было показано, что для q ≤ 6 поправки

можно считать постоянными, а для мод высших порядков их нужно учитывать более точно.

Эти результаты опубликованы в [169], [1].
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Глава 4

Связь РШГ с призмой

4.1 Обзор литературы

Среди возможных способов связи с микрорезонаторами можно выделить два. Первый - это

связь свободным пучком и использование элементов связи, в большинстве своем основанных

на использовании "выпадающего" поля. И второй - когда при полном внутреннем отраже-

нии в резонаторе или элементе связи существует поле снаружи, напряженность которого

экспоненциально спадает с расстоянием [91]. Каждый из этих способов имеет свои сильные

и слабые стороны. Рассмотрим детальнее принципы их работы.

4.1.1 Взаимодействие со свободным пучком

Так как добротность резонатора с МШГ не бесконечна, существует вытекающее из резонато-

ра поле. В соответствии с принципом локализации для возбуждения резонатора свободным

пучком необходимо сфокусировать излучение тангенциально на границе внешней каустики

резонатора, то есть на таком расстоянии от резонатора, что тангенциальная составляющая

скорости волны равна скорости света [29]. Так как добротность резонаторов с МШГ доста-

точно велика, то, по принципу взаимности, связь с пучком также крайне мала.

Для достижения приемлемых уровней связи используются различные методы.

Наиболее очевидный метод — добавление дефекта или рассеивающего центра на или у

поверхности резонатора. При этом вблизи дефекта нарушается условие полного внутреннего

отражения и усиливается излучение. Чем больше выходит поле из области с дефектом, тем

меньше становится добротность резонатора и тем большую связь можно получить. В работе

[138] теоретически исследовалось добавление дефекта внутрь резонатора и было показано,

что небольшой дефект внутри резонатора добавляет эмиссию поля из резонатора вблизи

себя, при этом сохраняя гладкую поверхности резонатора и высокую добротность. Крупные
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дефекты не дают возможности получить высокодобротные моды.

Для получения хорошей связи можно использовать не осесимметричные резонаторы. В

зависимости от формы резонатора можно получать разное количество областей с увеличен-

ной эмиссией. Подробное теоретическое исследование и объяснения возбуждения с помощью

квантовой теории рассеяния можно найти в [139].

Существуют также экзотические методы, позволяющие получить связь с осесимметрич-

ным резонатором без дефектов. В работе [140] проводится численное моделирование резона-

тора с волноводом, подведенным перпендикулярно поверхности резонатора. Утверждается,

что за счет интерференции возможна связь до 75%.

4.1.2 Условие фазового синхронизма

Условие фазового синхронизма крайне важно для возбуждения мод резонатора с МШГ. Для

того, чтобы условие фазового синхронизма выполнялось, необходимо, чтобы тангенциальные

составляющие волнового вектора в резонаторе и в элементе связи были близки:

kdevice ≈ kresonator (4.1)

Чем с большей точностью выполняется данное условие, тем больших величин связи можно

достичь.

4.1.3 Связь с помощью волокон

При нарушении структуры оптического волокна часть света начинает "выпадать" из него.

В эту область подносят резонатор, и при выполнении условия фазового синхронизма, кото-

рое заключается в близости эффективного показателя преломления волокна и резонатора,

происходит возбуждение.

Наиболее распространенным является метод связи резонаторов с МШГ с растянутым во-

локном [141]. Для того, чтобы получить растянутое волокно, обычное оптическое волокно

на требуемую длину волны локально нагревают лазером или горелкой, затем растягивают

обычно при помощи специальных установок. При этом нагретая область утончается до ха-

рактерных толщин в 1мкм. Данный процесс достаточно сложен, так как растянутое волокно

довольно хрупкое. Его толщина вдоль растянутой области зависит и от температуры и от ее

распределения в нагретой области, а также скорости растягивания. В настоящей момент не

существует коммерческих установок по растягиванию волокна.

Впервые успешная связь с волокном была продемонстрирована в [142] для сферических

микрорезонаторов. В работе экспериментально была получена связь с низкодобротным ре-

зонатором (Q ≈ 2.5 × 105) с Гаусовым полем волокна с сравнительно небольшой эффектив-
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ностью в 1%. В дальнейшем эффективность связи с волокном значительно возросла: для

добротных резонаторов (Q > 106) в эксперименте [143] был достигнут коэффициент связи

90%. Наибольшая связь с резонатором с МШГ с помощью растянутого волокна достигала

99.97% [144].

Процесс связи с волокном достаточно хорошо исследован и оптимизирован, в том числе

аналитически. Первое моделирование связи цилиндрического микрорезонаторах с волново-

дом (и аналогично с призмой) было выполнено в [145]. В этой работе впервые продемон-

стрировано наличие оптимального расстояния от волновода до резонатора для резонансного

возбуждения, обусловленного особенностями пространственного распределения полей. В ра-

боте [146] численно была рассмотрена связь фундаментальной моды сферы с МШГ с фун-

даментальной модой волокна. При этом было показано, что для оптимальной связи сфера

и волокно должны касаться друг друга, причем при увеличении расстояния между ними

эффективность связи падает. Также для достижения максимальной связи диаметр волокна

должен быть примерно на 30% меньше необходимого значения для идеального фазового син-

хронизма. Кроме того, было отмечено, что TE моды имеют большую эффективность связи

по сравнению с TM модами.

Существуют также методы связи с волокном, не связанные с растяжением волокна. По-

лированные волокна позволяют получить эффективность связи около 10% [147]. Сточенные с

торца оптические волокна, называемые "пигтэйлами" [148] позволяют достичь эффективно-

сти связи 60%. В работе [149] была продемонстрирована связь с протравленным волокном с

фотонно-кристальной серединой. После процесса травления оставалась сердцевина волокна,

размером около 2мкм, с которой связывали резонатор, и края, препятствующие механиче-

ским воздействиям. Резонатор вносился между краями и сердцевиной. Связь в такой схеме

продемонстрирована до 51%. Так как протравленое волокно образует Фабри-Перо резонатор,

то в схеме были обнаружены резонансы Фано, форма которых зависела от частоты света и

геометрических параметров волновода.

В последнее десятилетие идет активная работа в разработке методов увеличения ста-

бильности и устойчивости к внешним факторам схем с растянутым волокном. В [150] была

продемонстрирована связь резонатора с приваренным к нему волокном. Данная схема не

вносит значительных потерь на прохождение света по волокну, значительно увеличивает

стабильность связи к вибрациям и воздушным потокам, но, к сожалению, обладает доста-

точно высоким уровнем связи. В работах [151] и [152] были продемонстрированы резонаторы

с добротностями 107 и 108, помещенные в диэлектрик с небольшим показателям преломле-

ния, и коэффициентами связи 50% и 81% соответственно. Также было показано, что такие

системы могут являться хорошими датчиками. В частности, в [152] был продемонстрирован

датчик температуры с чувствительностью до 1.1× 10−4K.
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4.1.4 Связь в дифракционными решетками

Относительно новым методом связи является связь с помощью дифракционных решеток.

Они могут быть нанесены поперек распространения света или вдоль него. Особенностью

дифракционных решеток является возможность возбуждения волн сразу в 2-х направлениях,

а также падающим нормально к поверхности резонатора пучком.

В работе [153] была экспериментально получена связь резонатора с помощью дифракци-

онной решетки из 6 штрихов, напыленной на диэлектрик. Эффективность связи достигала

75%. Так же при связи с дифракционной решеткой наблюдались резонансы Фано из-за вза-

имодействия аномалий Вуда, возникающих из-за резонансного возбуждения поверхностных

волн в решетке, и резонаторе с МШГ.

В [154] рассматривается новый подход к связи через дифракционные решетки с большим

периодом, сделанные внутри волокна вне растянутой области. Решетка позволяет возбудить

моды высокого порядка, которые затем распространяясь в растянутой области позволяют

связываться с определенными модами резонатора. С помощью такого метода можно возбуж-

дать TE и TM моды одновременно. Так же было оптимизировано возбуждение мод высоких

порядков с помощью подбора дисперсии, вносимой волноводом. В [154] было также показано,

что растянутые волокна с длиннопериодной решеткой, возбуждая различные моды оплет-

ки, позволяют делать область с растянутым волокном до 10 раз толще, что обеспечивает

большую устойчивость к внешним воздействиям относительно обычных схем по возбужде-

нию резонатора растянутым волокном. Эффективность в эксперименте с такими решетками

достигала 22%. В [155] в эксперименте использовались длиннопериодные решетки, распо-

ложенные до области растянутого волокна, и короткопериодные дифракционные решетки,

расположенные после, возвращающие измененные первой решеткой моды к исходным, одно-

временно, что позволило возбуждать разные резонаторы на одном волокне разными длинами

волн при достаточно высоком коэффициенте связи, достигающем в эксперименте 60%.

4.1.5 Другие способы связи

Существуют также другие методы связи с резонаторами с МШГ.

В работе [156] была продемонстрирована связь резонатора с полосковым антирезонанс-

ным пьедесталом на уровне 98%. Для кварцевого микрорезонатора полосок был сделан из

слоев Si и SiO2 и был оптимизирован на минимальные потери на исследуемой длине вол-

ны (1.55мкм). Данный вид связи так же является достаточно устойчивым к механическим

воздействиям.
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4.1.6 Призма

Исторически использование призмы было первым предложенным методом связи с резона-

тором с МШГ [2], и этот метод, по-прежнему, является наиболее простым и позволяющим

получить эффективность связи до 75% [157]. В настоящее время во многих экспериментах

для связи с резонаторами, форма которых отличается от сферической, также продолжает

использоваться призма: [158], [159], [160], [161], [162], [163]. Для аппроксимации формы таких

резонаторов можно использовать сфероид [30], являющийся, с одной стороны, хорошим при-

ближением для описания формы резонаторов в области, в которой распространяется свет,

а, с другой стороны, позволяющий получить хорошую точность при расчете собственных

частот [130].

4.2 Связь с несферическим резонатором с помощью приз-

мы

4.2.1 Распределение поля снаружи резонатора

Для того, чтобы связаться с резонатором через призму, излучение должно быть сфокусирова-

но на внутренней поверхности призмы под углом, большем полного внутреннего отражения,

а резонатор должен быть поднесен к точке фокусировки на расстояние порядка λ/2π, где λ

- длина волны [15]. Аналогично предыдущей работе [15], выбираются сферическая система

координат в центре резонатора и декартова система координат с центром в точке фокусиров-

ки излучения (4.1). Так как для сфероидальной геометрии уравнение Гельмгольца не может

ρ
θ

y′

x′

z′

φ

x

y

z

Θ

Φ

Рис. 4.1: Сферическая система координат с началом в центре резонатора и декартова с на-
чалом в точке фокусировки излучения

быть решено явно, используются приближения (2.99) для распределения поля в резонато-

ре. Для фундаментальной моды резонатора распределение поля на поверхности резонатора
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может быть записано в виде:

Ell = clle
−θ̃2/2eimφ (4.2)

а для мод высокого порядка с l−m≫ 1

Elm = clm cos
[√

2
√
l −mθ̃ +

π

2
(l −m)

]

eimφ, (4.3)

где

θ̃ =
(π

2
− θ
)

4

√

m2b̃2

ã2
− 1

4
,

ã = a+ Pr∗, b̃ =

√

ã

(

b2

a
−∆ρ

)

,

1/r∗ = k
√

n2
r − 1, ∆ρ ≈ 1.05am−2/3, (4.4)

где y и z - координаты снаружи от сфероида и cll и clm - нормировочные константы. Влия-

ние выпадающего из резонатора поля при расчете эффективных геометрических параметров

сфероида не учитывалось, так как оно имеет порядок малости O(m−2/3) по сравнению с ис-

ходными параметрами сфероида и, таким образом, полагается, что ã ≈ a и b̃ ≈ b.

Отметим, что выражения для распределения поля несферического резонатора были впер-

вые получены в работе [164], опубликованной раньше, чем [165], на которую ссылаются в [166].

Эквивалентность распределений [164] и [165] легко показать простым преобразованием ко-

ординат. Метод, описанный в последней, использует ортогональную систему координат в

которой производные коэффициентов Ламе малы и ими можно пренебречь, что позволя-

ет упростить уравнение Гельмгольца и записать решение радиальной части через функции

Эйри, а угловой через функции Гаусс-Эрмитта, в то время как в работе [164] используется

метод приближение для радиальной части через цилиндрические функции Бесселя. Посколь-

ку функции Бесселя высокого порядка можно аппроксимировать через функции Эйри, оба

подхода асимптотически идентичны. Поскольку для исследования связи играют роль только

угловые распределения и рассматриваются моды очень высокого порядка, отличия в аппрок-

симациях роли не играет. Простое координатное преобразование показывает, что выражения

для амплитуды поля идентичны. Предполагая, что сфероидальные координаты ζ и η соот-

ветствуют координатам u — расстоянию от рассматриваемой точки до поверхности, и θr —

произведению локальной кривизны на полярный угол, угловая и радиальная часть распре-
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деления поля представляются как

EΘ(θ, φ) = e−θ2/(2θ2
m)Hp(θ/θm)eimφ (4.5)

ER(u) = Ai

(

u− δ

um

)

где θm, δ и um определяют параметры распределения поля в резонаторе. Легко также пока-

зать, что угловое распределение для фундаментальных мод и мод высокого порядка может

быть получено из (4.5) при p = 0 и p≫ 1 соответственно.

Поле снаружи от резонатора спадает экспоненциально с характерным расстоянием зату-

хания r [15]. Так как радиусы кривизны различны в плоскостях xz и xy, то затухание поля

снаружи от резонатора можно выразить как e−z2/(2azr
∗)−y2/(2ayr

∗), где az и ay радиусы кри-

визны поверхности резонатора в горизонтальной и меридиональной плоскостях. В случае

осесимметричного сфероидального резонатора радиус кривизны в экваториальной плоско-

сти az = a. В меридиональной плоскости зависимость кривизны от угла θ не учитывается и

радиус полагается равным радиусу кривизны при θ = 0, что аналогично условию z = 0:

ay =

∣

∣

∣

∣

(

a
√

1− z2/b2
)′′
∣

∣

∣

∣

[

1 +
(

a
√

1− z2/b2
)′2]

3
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

=
ab2

√

1− z2

b2 (a2z2 + b4 − b2z2)
√

a2z2

b4−b2z2 + 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z=0

=
b2

a
(4.6)

Перемножая выражения для поля снаружи от резонатора (4.2), (4.3) с полученным выраже-

нием для спадания поля с расстоянием можно получить распределение поля на поверхности

призмы.

Для того, чтобы перейти от распределения поля на поверхности призмы к распределе-

нию поля внутри нее, используется интеграл Френеля. Распределение поля умножается на

ei(kyy+kzz) и интегрируется по плоскости призмы, к которой поднесен резонатор. Так как

область, к которой проникающее в призму из резонатора поле не мало, значительно мень-

ше размеров призмы, то интегрирование можно производить в бесконечных пределах. Для

фундаментальных мод:

Ell(ky , kz) =

∫ +∞

−∞
cl,le

− z2

2b̃2

√

m2b̃2

˜
a2

− 1
4
ei(kyy+kzz)dydz =

= cl,l
2πabre

− 1
2 r





b2k2
z

r

√

b2m2

a2 −
1
4
+a

+
(m−aky)2

a





√

a

(

r
√

b2m2

a2 − 1
4 + a

)

(4.7)
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а для мод высокого порядка

Em,l(ky , kz) =

∫ +∞

−∞
cm,le

i(kyy+kzz)dydz×

× e−
y2+z2

2ar − imy
a cos





√
l −m 4

√

4m2

ã2b̃2
− 1

b̃4
z +

π

2
(l −m)



 =

= 2πbrcm,l cos

(

1

2
π(l −m) + ibkzr

4
√

4b2m2 − a2

√

l −m

a3

)

×

× e−
r(a3k2

y+(l−m)
√

4b2m2
−a2

−2a2kym+a(b2k2
z+m2))

2a2 (4.8)

Представляя косинус комплексного аргумента в виде:

cos

(

1

2
π(l −m) + ibkzr

4
√

4b2m2 − a2

√

l −m

a3

)

=

=
1

2

[

e
bkzr

4√4b2m2−a2
√

l−m

a3 ± e
−bkzr

4√4b2m2−a2
√

l−m

a3

]

(4.9)

Предполагая, что k̃y = ky/k и k̃z = kz/k, результат интегрирования можно представить в

виде:

E(kz, ky) ∝ e
− (k̃z−k̃z0)2

2∆k̃2
z

− (k̃y−k̃y0)2

2∆k̃2
y .

После интегрирования могут быть найдены величины k̃y0, k̃z0, которые определяют опти-

мальные углы падения излучения на внутреннюю границу призмы, а также характерные

ширины диапазонов оптимальных углов ∆k̃z , ∆k̃y в плоскостях xz и xy соответственно. Для

p = 0:

k̃z0 = sinΘ = 0 (4.10)

∆k̃2z = ∆Θ2 cosΦ2 =
r
√

b2m2

a2 − 1
4 + a

rb2n2
pk

2
=

=
mnr

b
a + l

√

n2
r − 1

n2
p

nr

b2

a2 l2
(4.11)

k̃y0 = sinΦ =
m

npka
≈ nr

np
(4.12)

∆k̃2y = ∆Φ2 cos2 Φ =
1

n2
pk

2ar
≈ nr

√

n2
r − 1

n2
pl

, (4.13)
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и для p≫ 1:

k̃z0 = sinΘ cosΦ = ±
4
√
4b2m2 − a2

bnpk

√

l −m

a
≈

≈ ±
√
2

√

a

b

nr

np

√

m(l −m)

l
(4.14)

∆k2z = ∆Θ2 cos2 Φcos2 Θ =
a

n2
pk

2b2r
≈

≈ a2

b2
nr

√

n2
r − 1

n2
pl

(4.15)

k̃y0 = sinΦ cosΘ =
m

aknp
≈ mnr

lnp
(4.16)

∆k2y = ∆Φ2 cos2 ΦcosΘ2 =
1

n2
pk

2ar
≈ nr

√

n2
r − 1

n2
pl

. (4.17)

Как легко может быть замечено, новый параметр b определяет характеристики поля в

призме. Одно из важнейших соотношений np > nr, следующее из условия полного внутрен-

него отражения на грани призмы и ограничивающее выбор возможных материалов призмы

и резонатора, можно получить из (4.12) и (4.16). Это условие не изменяется существенно с

изменением b/a из-за характера зависимости собственной частоты от сплюснутости [30]. Ос-

новное отличие от случая идеальной сферы в распределении поля в вертикальной плоскости.

Для фундаментальных мод характерная ширина распределения поля в призме зависит от

сплюснутости. При увеличении сплюснутости резонатора характерная ширина распределе-

ния увеличивается из-за уменьшения ширины поля, проникающего из резонатора в призму.

Для случая мод высокого порядка с p≫ 1 зависимость характерной ширины в зависимости

от сплюснутости аналогична и в основном определяется углом прецессии, зависящим в свою

очередь от m/l [15].

4.2.2 Оптимизация величины связи

Предполагая, что падающий на грань призмы пучок Гаусов и углы в призме подобраны опти-

мальным образом, можно получить сплюснутость резонатора, необходимую для наибольшей

связи. Предположим, что падающий на призму луч имеет в направлениях y и z ширины gy

и gz соответственно, причем отношение gy/gz зависит от угла падения излучения в призме.

Для того, чтобы оптимизировать величину связи, максимизируем нормированный интеграл

In перекрытия на поверхности призмы [167] между полем резонатора, проникающим в приз-

му и полем излучения:

In =

∫

dsEl(y, z)Er(y, z)
√

∫

ds|El(y, z)|2
√

∫

ds|Er(y, z)|2
.
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Для фундаментальной моды интеграл может быть посчитан:

In =

2π
√

nka

√
n2
r−1

a2nr
+ 1

g2y

√

mnrb/a+nka

√
n2
r−1

a2nr(b/a))2
+ 1

g2z

√
πa
√

nrb/a

4

√

nka
(

mnr

√
n2
r−1b/a+nka(n2

r−1)
)

√
gygz

(4.18)

и результат продифференцируем по b/a для поиска экстремума. Так как выражение для

корня производной In слишком громоздкое, разложим его в ряд по m:

b

a
=
gzm

(

2a 4
√

n2
r − 1

√

nka
mnr

+ gz

)

2a2
(4.19)

Для того, чтобы убедиться, что найденный экстремум является максимумом, возьмем вторую

производную (4.18) в точке экстремума. Очевидно, что выражение для второй производной

меньше нуля:

d2In
d(b/a)2

=
16π2g2ynr

√

nka
nr

agz

√

1
mnka

4
√

n2
r − 1

−
8π2g2y
g2z

что означает, что точка является максимумом.

Для эффективного возбуждения мод с p ≫ l требуется Гаусов входной пучок, распро-

страняющийся под углом к оси xz, и не рассматривается в настоящей работе. Оптимальные

параметры не зависят одновременно и от gy и от gz, так как сплюснутость резонатора су-

щественно изменяет распределение поля лишь в вертикальной плоскости (4.2). Как можно

видеть из (4.3), зависимость связи от сплюснутости резонатора слабая. Для типичных экс-

периментальных значений величина интеграла перекрытия изменяется лишь на 10% при

изменении сплюснутости в 3 раза.

Полученный результат для оптимальной сплюснутости резонатора отличается от ана-

логичного, полученного в работе [168], в которой предполагалось, что оптимальная связь

достигается при равенстве отношений характерных ширин пучка в направлениях осей z и

y для лазера и для резонатора на грани призмы. Предложенный в настоящей работе метод

является методологически более корректным, так как при решении уравнений связанных

мод [167] для коэффициентов связи появляются именно интегралы перекрытия, которые и

максимизируются в настоящей работе.

4.2.3 Добротность нагружения

Наличие элемента связи (призмы) приводит к тому, что энергия из резонатора будет из-

лучаться через него. Потери энергии на излучение через призму можно характеризовать
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Рис. 4.2: Оптимальная сплюснутость nr = 1.4
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Рис. 4.3: Интеграл перекрытия для фундаментальных мод a = 100µm, nr = 1.4, gz = 1µm,
gy = 2µm

75



обратной величиной, которую мы будем называть добротностью нагружения. Сплюснутость

резонатора также влияет на добротность нагружения. Найти её можно как отношение внут-

ренней энергии резонатора E к энергии P , уходящей через призму:

Q =
ωE
P

Для того, чтобы найти энергию, уходящую из резонатора в призму, находящуюся на рас-

стоянии d, интегрируется плотность энергии, выходящей из резонатора, причем аналогично

предыдущим выкладкам, поверхность призмы считается бесконечной:

P =
ǫ0ǫpc

2
√
ǫp

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|E|2dydz = ǫ0npc

2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|E|2dydz =

=
ǫ0n

2
pc

2

1

(2π)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|E(ky , kz)|2dkydkz =

=
4π3abrc2l,l

√

1
2r
√
4b2m2 − a2 + a2

(4.20)

Энергию поля получим из выражения (2.101). Таким образом, добротность нагружения для

фундаментальных мод:

Q =
n2
r

np

(

2πa
(

n2
r − 1

)

λ

)
3
2

e
4πd

√
n2
r−1

λ

√

π
√

n2
r − 1

+
πa

bnr

Аналогично для мод с p≫ l энергия, уходящая в призму:

P =
π3bJ ′2

mc
2
l,mn

2
pǫ0e

−2dk
√

n2
r−1

k (n2
r − 1)

3/2

E =
1

2
πa2bc2l,mJ

′2
mn

2
rǫ0

Q = 2
√
πa2k2

√

a

b
me2dk0

√
n2
r−1

(

(

n2
r − 1

)

m

)3/2

Полученные выражения совпадают с добротностью для сферы [15] и изменяются со сплюсну-

тостью, что связано с изменением формы области на поверхности призмы, в которую эффек-

тивно проникает поле из резонатора. Добротность нагружения, так же как и в случае сферы,

экспоненциально зависит от расстояния между резонатором и призмой (4.4), что позволяет

легко добиваться оптимального нагружения выбором необходимого расстояния d.
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Рис. 4.4: Добротность нагружения фундаментальных мод при nr = 1.4, np = 1.5, d = 0,
κ = a/λ
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4.2.4 Сдвиг собственных частот

Так как призма находится в области быстро спадающего с расстоянием поля резонатора, то

её присутствие влияет на собственные частоты резонатора. Соответствующий малый сдвиг

частот может быть легко получен при использованием адиабатического инварианта анало-

гично [169]

∆A

E
=

∆ω

ω

Так как призма достаточно велика, она рассматривается как полупространство. Для того,

чтобы найти работу по перемещению призмы из бесконечности на расстояние d, рассмотрим

разность энергии при наличии призмы на расстоянии d и при ее отсутствии. Предполагая,

что выпадающее поле резонатора Ep зависит только от расстояния d, можно получить:

Ep(d) = −
∫ ∞

d

dx

∫

|E(y, z)|2dSe− 2x
r =

=
1

2
re−

2d
r

∫

|E(y, z)|2dS

Таким образом, ∆A = Ep(d)(n
2
p − 1) и

∆A

E
=

1

Ql

1
2r
C
ω

=
1

Ql

kr

2
=

1

Ql

(

n2
p − 1

2
√

n2
r − 1

)

(4.21)

4.2.5 Влияние потерь в призме

При наличии потерь в материале призмы часть энергии из резонатора будет поглощаться в

ней. Назовем обратную величину этих потерь добротностью призмы. Чтобы её найти, подста-

вим комплексный показатель преломления материала призмы np = npr + inpi в выражение

для добротности:

Qli =
ω0

2δ
=

1

2Im
[

∆A
E

]

Пусть Ql = Ql0/np, и тогда мнимая часть

Im

[

∆A

E

]

=
1

Ql0

√

n2
r − 1

Im

[

n2
p − 1

np

]

=

=
1

Ql0

√

n2
r − 1

ni

(

1

n2
pi + n2

pr

+ 1

)
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Подставляя полученное выражение для мнимой части в выражение для добротности полу-

чим:

Qli = Ql

√

n2
r − 1

npr

npi

n2
pr + n2

pi

n2
pr + n2

pi + 1
(4.22)

4.3 Заключение

В настоящей работе рассматривалось влияние сплюснутости резонатора на величину связи

с призмой и добротность нагружения. Было показано, что распределение поля в призме за-

метно меняется со сплюснутостью резонатора только в направлении сплюснутости. Наличие

сплюснутости резонатора позволяет смягчить требования к наклону резонатора относитель-

но плоскости призмы. Добротность нагружения призмой сплюснутого резонатора слабо зави-

сит от сплюснутости. Также было показано, что выбор оптимальных параметров падающего

излучения может увеличить связь на несколько процентов.

Эти результаты опубликованы в [A5].
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Глава 5

Стабилизация лазеров с помощью

микрорезонаторов с МШГ

5.1 Обзор литературы

5.1.1 Полупроводниковые лазеры

Наиболее распространенным полупроводниковым лазером является лазерный диод, генера-

ция у которого осуществляется за счет рекомбинации электронов и дырок в области p-n пере-

хода, оптически прозрачной для излучения. Показатель преломления среды диодного лазера

высок, от 3.5 до 4, а коэффициент отражения от стенок диода около 30%. При этом для полу-

чения приемлемой плотности носителей область генерации делается достаточно тонкой. что

ведет к большой расходимости пучка, выходящего из диода, вплоть до нескольких десятков

градусов. Поэтому часто излучение на выходе лазера собирают линзой. При изготовлении

волновода в области генерации либо создают градиент показателя преломления в перпенди-

кулярном распространению излучения направлении либо градиент коэффициента усиления,

что реализуется формой электродов. Область свободной дисперсии диодного лазера обычно

несколько десятков гигагерц, и при этом он работает в многомодовом режиме.

При эксплуатации полупроводниковых лазеров есть и свои проблемы. Одна из основ-

ных – трудности с контролем спектральных характеристик. Стандартный предел точности

при установке рабочей длины волны составляет ±3 нм, что сравнимо с полной шириной на

полувысоте линии спектра. При этом длина рабочей волны зависит от температуры: темпе-

ратурный коэффициент, определяющийся отношением dλ/dT , составляет, примерно, 0.3нм

на 1 градус по Цельсию. Ещё одна проблема диодных лазеров —- постепенное смещение рабо-

чих длин волн в длинноволновую часть спектра, из-за чего срок эксплуатации оборудования
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ограничивается 10 тысячами часов [170].

Шумы лазера в первую очередь определяются квантовыми шумами, связанными со спон-

танным излучением. Каждый испущенный фотон усиливается активной средой лазера, при-

чем, из-за малой добротности резонатора дисперсия фазы выходного сигнала достаточно

велика. Так как показатель преломления среды лазера зависит от концентрации носителей,

спонтанное излучение также добавляет флуктуации показателя преломления. Большое влия-

ние оказывают флуктуации температуры среды, длины резонатора, показатели преломления,

а также релаксационные осцилляции, возникающие из-за конечности времени, требуемого

на создание инверсной населенности. Ширина линии нестабилизированного лазера может

достигать десятков гигагерц, причем, обычными электронными методами сузить ширину не

удается.

Поэтому для сужения спектра используются различные методы: от использования мало-

шумящих источников тока и до заведения части излучения обратно в резонатор для стаби-

лизации и использования схем активной и пассивной стабилизации.

5.1.2 Пассивная стабилизация

5.1.2.1 Стабилизация полупроводниковых лазеров внешним зеркалом

Известно, что ширина линии лазера с удлиненным резонатором (ECDL) квадратично спада-

ет с длиной резонатора [170], поэтому для стабилизации также можно эффективно удлинять

резонатор. На этом факте основана идея стабилизации диодного лазера внешним зеркалом.

При отражении от пластины или зеркала в резонатор попадает незначительная часть энергии

(10−6), которой оказывается достаточно для стабилизации работы диодного лазера. В рабо-

тах [171], [172] показано, что в зависимости от количества энергии, отражающейся от зеркала,

есть несколько режимов работы полупроводникового лазера. При крайне малой обратной свя-

зи происходит небольшое сужение линии, определяющееся фазой пришедшей обратно волны

от зеркала. При дальнейшем увеличении обратной связи подавляются межмодовые скачки,

затем переходящие в одномодовую генерацию узкой линии. Дальнейшее увеличение величи-

ны обратной связи сначала приводит к значительному уменьшению длины когерентности,

что сопровождается межмодовыми скачками, и уже после некоторой величины связи опре-

деляется только параметрами пришедшего обратно в лазер излучения, спектральная ширина

которого обычно сужается оптическим резонатором.

В случае стабилизации диодного лазера дополнительной решеткой или зеркалом, можно

добиться сужения линии до 200 кГц. [170]. Для дальнейшего уменьшения ширины линии уже

используется обратная связь от дополнительного резонатора. Сужения линии лазера можно

добиться настройкой частоты лазера на склон резонансной кривой дополнительного резо-
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натора и его низкочастотной подстройкой. Обычно медленные флуктуации частоты лазера

компенсируются пьезоэлементом на одном из зеркал, а быстрые флуктуации, частотой до

нескольких МГц, компенсируются с помощью модуляции тока накачки.

5.1.3 Активная стабилизация

5.1.3.1 Метод Паунда-Дривера-Холла

Метод Паунда-Дривера-Холла (ПДХ) основан на детектировании низкочастотной составля-

ющей амплитудно модулированого сигнала лазера, отраженного от резонатора. При этом,

в зависимости от типа лазера, механизм его модуляции может быть различным: модуля-

ция инжекционного тока для диодных лазеров и электрооптический или акустооптический

для других типов. При амплитудной модуляции каждая из трех частотных составляющих

сигнала отражается от резонатора Фабри-Перо с определенной фазой и амплитудой, и ре-

зультирующая отраженная низкочастотная составляющая суммарного сигнала имеет анти-

симметричный вид, пригодный для генерации сигнала ошибки. Сигнал ошибки подается на

элемент управления отстройкой частоты лазера.

Схема ПДХ при этом обладает рядом преимуществ по сравнению с другими методами,

так как слабо зависит от ширины полосы резонатора, подавляет амплитудные флуктуации

и применима в широких диапазонах и при достаточно больших расстройках лазера и резо-

натора.

Метод ПДХ может быть использован не только как схема стабилизации лазера резона-

тором, но так же в качестве контроля за уходом частоты резонатора при условии, что лазер

является более стабильным.

C помощью метода ПДХ можно привязать лазер к резонатору Фабри-Перо с точностью

более чем 0.1Гц. Ширина линии лазера при этом становится ограничена термическими и

механическими шумами резонатора, на который стабилизируется лазер. Лучших результа-

тов (ширина линии менее 40мГц) удалось добиться при стабилизации волоконного лазера

монокристаллическим резонатором Фабри-Перо, поддерживаемого при криогенной темпера-

туре [173].

В качестве эталона, к которому привязывается частота лазера, может также выступать

резонатор с МШГ. В работе продемонстрирована схема [174], в которой лазер, стабилизи-

рованный на Рубидиевой ячейке, привязывался к высокодобротному резонатору (Q ≈ 2108,

3.8МГц) с помощью схемы ПДХ. Итоговая ширина линии составила 206КГц, что составляет

5.4% процента от ширины линии лазера и 3.4% от ширины линии резонатора.

Для стабилизации диодных лазеров часто применяется комбинация нескольких методов:

в работе [175] представляется простой компактный диодный лазер с внешним зеркалом в кон-
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фигурации Литрова (стабилизированный отражательной дифракционной решеткой с зерка-

лом), стабилизированный резонатором Фабри-Перо, с перестройкой на 3ГГц с узкой линией

в 59 кГц.

Резонаторы с МШГ так же успешно применялись для предстабилизации излучения диода,

которое затем подается на резонатор Фабри-Перо с еще более узкой линией. Это требовалось,

так как ширина полосы резонатора Фабри-Перо оказывалась значительно меньше ширины

полосы диодного лазера, что вносило большие искажения в сигнал ошибки для Метода ПДХ

и требовало широкополосной петли обратной связи. В работе [176] для стабилизации ECDL

лазера с шириной линии около 200кГц на времени усреднения 50мс был предложен кристал-

лический резонатор из MgF2 с добротностью 109, соответствующей ширине линии около

100кГц, который с помощью метода ПДХ привязывался к частоте лазера. Затем также с по-

мощью ПДХ лазер привязывался к резонатору Фабри-Перо, имеющему ширину линии около

10кГц, что дало возможность стабилизировать лазер до субкилогерцового уровня и снизить

дисперсию Алана на полтора порядка на временах вплоть до десятков минут относительно

нестабилизированного лазера.

5.1.3.2 Метод Хэнша-Куйо

Метод Хэнша-Куйо основан на детектировании изменения поляризации в зависимости от

отстройки частоты лазера от резонатора. Основным компонентом в данной схеме является

поляризующий компонент, помещенный, в оригинале, в резонатор Фабри-Перо, формирую-

щий частотно зависимое изменение поляризации. При прохождении резонатора перпенди-

кулярная компонента не пропускается поляризующим элементом и отражается от входного

зеракала резонатора, амплитуда параллельной компоненты же зависит от расстройки часто-

ты резонатора и частоты падающего излучения. Таким образом, линейно поляризованное

излучение лазера, меняющее поляризацию на круговую при отсутсвии расстройки после от-

ражения от резонатора, при наличии расстройки становится элиптически поляризованным.

Впоследствии, степень элептичности дает сигнал ошибки, пропорциональный расстройке,

подающийся обратно на лазер.

Этот метод используется для поляризационной спектроскопии в резонаторах с МШГ [177].

Поляризация лазера подбирается таким образом, чтобы только малая часть излучения с со-

ответствующей поляризацией попадала в РШГ, а остальная часть излучения проходила без

изменений. После резонатора обычно устанавливается четвертьволновая пластина, с последу-

ющим поляризационным делителем, с которого излучение попадает на детекторы. Разность

интенсивностей на детекторах позволяет определить отстройку частоты лазера и резонато-

ра [178].

Этот метод активно применяется в экспериментах по оптомеханике в РШГ для достиже-
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ния большей чувствительности детектирования механических колебаний, так как позволяет

не использовать активную стабилизацию, добавляющую технические шумы, и разделить по

поляризациям излучение для генерации сигнала ошибки лазера и сигнал, несущий инфор-

мацию [179].

Также этот метод используется для подстройки частоты лазера на частоту резонатора при

изготовлении модуляторов на РШГ [180]. При этом также модулируемый сигнал и сигнал

ошибки будут разделены по поляризациям.

5.1.4 Стабилизация лазера микрорезонатором с МШГ

Стабилизация лазерных диодов с помощью оптических микрорезонаторов носит важный при-

кладной характер для задач спектроскопии, телекоммуникации, фотоники. Размер полно-

стью собранного устройства может быть достаточно малым, вплоть до нескольких несколь-

ких кубических сантиметров, причем стабильность полученной системы - достаточно высо-

кой [181].

Работы в данном направлении ведутся, в основном, в экспериментальной области. Одним

из пионеров является компания OEWaves: ими разрабатываются и продаются стабилизиро-

ванные резонатором с МШГ лазерные диоды на чипе с хорошими характеристиками.

На сегодняшний день не существует простой и четко разработанной аналитический теории

затягивания лазера резонатором с МШГ, предсказывающей одновременно такие основные

параметры затягивания, как ширину полосы затягивания и стабильность затянутого лазе-

ра. Одна из наиболее актуальных работ, в которой теоретически проанализирована система

уравнений лазера и резонатора с МШГ, была сделана в 2003 году Величанским В. Л. [182]. В

данной работе рассматривалась система из 4-х уравнений: уравнение медленно меняющейся

амплитуды (ММА) для моды лазера, два уравнения ММА для прямой и обратной мод резо-

натора, связанных друг с другом за счет рассеяния излучения из моды, распространяющейся

в прямом направлении, в моду с противоположным направлением распространения. В работе

были аналитически получены результаты для стабильности частоты затянутого лазера, но

аналитически ширина полосы затягивания не рассматривалась.

Основным отличием настоящей работы является попытка описать систему более просто,

используя меньшее количество параметров лазера, но при этом сохранив основные особен-

ности системы. За счет более простого описания можно получить аналитическое выражение

для ширины полосы затягивания, которое в дальнейшем необходимо как для фундаменталь-

ных исследований, так и для прикладных проблем. В частности, ширина полосы затягивания

важна при выборе параметров схемы для генерации оптических солитонов в резонаторах с

нормальной дисперсий групповой скорости [183].

Для того, чтобы описать воздействие обратной волны в резонаторе на лазер используется
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ранее полученное в работе [184] выражение для отраженной волны, зависящее только от

параметров падающего на резонатор излучения, параметров резонатора и коэффициента

связи прямой и обратной моды.

5.2 Расчет параметров стабилизации

5.2.1 Обратное рассеяние и отражение от резонатора с МШГ

Рассеяние в обратную моду определяется многими факторами, в частности, оно может быть

вызвано рэлеевским рассеянием, шероховатостями поверхности [184], наличием диэлектри-

ческих тел вблизи поверхности резонатора [185]. Количественно коэффициент связи может

быть получен из [184]:

βjk = β =
ω0

2n2

[
∫

dv ~ej
∗δǫ ~ek

]

/

[
∫

|~ej |2dv
]

(5.1)

где ~ej и ~ek — моды, распространяющиеся в противоположном направлении, δǫ — вариация

диэлектрического показателя.

В случае рэлеевского рассеяния δǫ легко находится из термодинамики, для шероховато-

стей оно определяется усредненным размером шероховатости на поверхности.

В случае диэлектрических тел с ним взаимодействует вытекающее из резонатора поле.

Кроме того, в работе [185] экспериментально было обнаружено, что при поднесении острия

резонансная кривая превращается в дублет. Этот эффект связан с тем, что с увеличением

рассеяния поглощение энергии обратной волной тоже увеличивается. Этот эффект является

аналогией эффекта Парселла для связанных мод резонатора.

В работе [186] численно исследовалась связь при наличии обратной волны, и было пока-

зано, что ее наличие изменяет условия максимальной связи. Нагружение при этом должно

быть не критическим, а немного меньшим.

5.2.2 Полная система уравнений для стабилизации

Для стабилизации диодного лазера с помощью резонатора с МШГ используется стандартная

схема (5.1): лазер, РШГ и элемент связи с ним. Стабилизация диодного лазера с помощью

РШГ описывается системой четырех уравнений, учитывающей множество эффектов, в част-

ности, динамику инверсной населенности среды лазера:

85



Рис. 5.1: Схема эксперимента по стабилизации лазера

dÃ

dt
+
(

i(Ω̃− ωl(ni)) + δl −G(ni)
)

Ã = = K1Arm (t− τd/2) exp (iωτd/2) , (5.2)

dni

dt
+

1

τs
ni = J −G(ni)

∣

∣

∣
Ã2
∣

∣

∣

8πηΩ̃
, (5.3)

dArm

dt
+
(

i(Ω̃− ωrm) + δ0 + δc

)

Arm = iβArp, (5.4)

dArp

dt
+
(

i(Ω̃− ωrp) + δ0 + δc

)

Arp = iβArm +K2Ã(t− τd/2) exp (iωτd/2) , (5.5)

где τs — время релаксации инверсной населенности, J — плотность тока накачки, η — КПД

лазера, ni — инверсия населенности, Ã, Arp и Arm — амплитуда моды лазера, амплитуда

моды резонатора, распространяющаяся в прямом направлении, и амплитуда обратной моды,

K1 и K2 — коэффициенты связи полей в лазере и в резонаторе, τd время прохождения от

лазера к резонатору и обратно, ωrm и ωrp — собственные частоты мод, распространяющихся

в прямом и обратном направлениях, δ0 и δl собственное затухание моды резонатора и за-

тухание, связанное со связью. Предположим, что добротности мод, распространяющихся в

прямом направлении и в обратном одинаковы.

Несмотря на упрощенное рассмотрение динамики лазерной генерации в системе (5.2),(5.3),(5.4),(5.5),

она не является тривиальной и достаточно ресурсоемкая для численного анализа ее динами-

ки.

5.2.3 Отражение от резонатора

Задача нахождения амплитуды и фазы отраженной от РШГ волны была рассмотрена ранее

в [184]. Комплексная амплитуда отраженного излучения как функция частоты и падающей
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амплитуды поля может быть получена как:

Br = −Ã i2δcβ

(δ0 + δc)2 + β2 −∆ω2 + i2∆ω(δ0 + δc)
(5.6)

где ∆ω = Ω− ωr. В зависимости от коэффициента связи мод β вид зависимости может быть

различным: зависимость от ∆ω может иметь как один, так и два максимума (5.2).

-10 -5 5 10
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Рис. 5.2: Зависимость амплитуды отраженного поля от частоты

При описании системы для стабилизации лазера использование отражения в таком виде

позволяет существенно упростить систему, считая пришедшее от РШГ поле обратно в лазер

известным.

5.2.4 Уравнение медленно меняющейся амплитуды для лазера

Для более простого описания системы сведем систему уравнений (5.2),(5.3),(5.4),(5.5) к од-

ному единственному уравнению. При этом пренебрежем:

1. Сложной зависимостью показателя преломления и усиления среды лазера, предполагая

их зависящими только от интенсивности поля. Это означает, что происходящие в среде

лазера процессы считаем бесконечно быстрыми.

2. Отличием амплитуды лазера в момент времени t и t + τd, что не существенно при

рассмотрении стационарного случая

Рассмотрим укороченное уравнение амплитуды без стабилизации.

dÃ

dt
+
(

i∆ωl(Ã) + δl −G(Ã)
)

Ã = 0 (5.7)

G(Ã) = G0(1− gÃ2) (5.8)

ωl(Ã) = ωl0(1− hÃ2) (5.9)

∆ωl(Ã) = Ω̃− ωl(Ã) (5.10)
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где Ã — амплитуда поля, g и h — коэффициент нелинейности усиления среды и нелиней-

ности частоты в зависимости от амплитуды поля, G0 и ωl0 коэффициент усиления среды и

собственная частота холодного лазера, Ω̃ — генерируемая частота и δl — потери в резонаторе

лазера. При этом стационарным решением будут:

Ã2
s =

(

1− δl
G0

)

1

g
(5.11)

Ω̃s = ωl0

(

1− h

g

(

1− δl
G0

))

(5.12)

Добавим в уравнение (5.12) выражение для отраженного от резонатора с МШГ поля (5.6):

dÃ

dt
+
(

i∆ωl(Ã) + δl −G(Ã)
)

Ã = iT̃Bre
−iΩ̃τd , (5.13)

Рассматривая стационарный случай получим 2 уравнения, для действительной и мнимой

части, и перенося набег фаз в левую часть уравнения, получим:

∆ωl(Ã) cos(Ω̃τd) + (δl −G(Ã)) sin(Ω̃τd) = −2T̃ δ̃cβ̃
2∆ω(δ0 + δ̃c)

((δ0 + δc)2 + β̃2 −∆ω2)2 + 4∆ω2(δ0 + δ̃c)2

(5.14)

−∆ωl(Ã) sin(−Ω̃τd) + (δl −G(Ã)) cos(Ω̃τd) = 2T̃ δ̃cβ
(δ0 + δc)

2 + β̃2 −∆ω2

((δ0 + δc)2 + β̃2 −∆ω2)2 + 4∆ω2(δ0 + δ̃c)2

(5.15)

5.2.5 Выбор безразмерных переменных

Для дальнейших вычислений обезразмерим уравнения. Выберем безразмерные координаты

следующим образом:

τ = δ0t

Ω̃− ωl0

δ0
= Ω,

G0 − δ̃l
δ0

= G

ωl0h

gδ0
= αi,

ωr − ωl0

δ0
= ∆ω

A =
√
gÃ

δ̃c
δ0

= δc

β̃

δ0
= β

T̃

δ0
= T,

G0

δ0
= αr
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и с учетом сделанных переобозначений перепишем отстройку и правую часть уравнения

(5.13):

∆ω = Ω̃− ωr = δ0

(

Ω̃− ωl0

δ0
− ωr − ωl0

δ0

)

= Ω−∆ω (5.16)

i
√
gBr

T̃

δ0
e−iτ = −iÃ i2δ̃cβ̃

(δ0 + δ̃c)2 + β̃2 −∆ω2 + i2∆ω(δ0 + δ̃c)

T̃

δ0
e−iτ =

=
2(δ̃c/δ0)(β̃/δ0)Ãe

−iτ T̃ /δ0

(1 + δ̃c
δ0
)2 + β̃2

δ20
− (Ω− ωr−ωl0

δ0
)2 + i2(Ω− ωr−ωl0

δ0
(1 + δ̃c

δ0
)

=
2δcβTe

−iτA

(1 + δc)2 + β2 − (Ω−∆ω)2 + i2(Ω−∆ω)(1 + δc)
(5.17)

Ω̃τd = τdδ0Ω+ ωl0τd = κΩ+ φ = τdωrQ
−1
r Ω+ φ (5.18)

где τ — набег фазы при проходе от лазера к резонатору и обратно. В безразмерном виде

уравнение для амплитуды моды можно представить в виде:

dA

dτ
+

[

iΩ−G+ (iαi + αr)A
2 − 2δcβTe

−i(κΩ+φ)

(1 + δc)2 + β2 − (Ω−∆ω)2 + i2(Ω−∆ω)(1 + δc)

]

A = 0

(5.19)

В стационарном случае (5.13) и его действительная и мнимая часть будут выглядеть:

iΩ−G+ (iαi + αr)A
2 − 2δcβTe

−i(κΩ+φ))

(1 + δc)2 + β2 − (Ω−∆ω)2 + i2(Ω−∆ω)(1 + δc)
= 0 (5.20)

(Ω + aiA
2) cos(κΩ+ φ) + (−G+ arA

2) sin(κΩ + φ)−

− 2Tδcβ(−2(Ω−∆ω)(1 + δc))

[(1 + δc)2 + β2 − (Ω−∆ω)2]2 + 4(Ω−∆ω)2(1 + δc)2
= 0 (5.21)

(−G+ arA
2) cos(κΩ+ φ) + (−Ω− aiA

2) sin(κΩ+ φ)−

− 2Tδcβ((1 + δc)
2 + β2 − (Ω−∆ω)

2)

[(1 + δc)2 + β2 − (Ω−∆ω)2]2 + 4(Ω−∆ω)2(1 + δc)2
= 0 (5.22)

Из полученной системы уравнений легко выражается амплитуда A от частоты Ω

A =

2βTδc(β2+(δc+1)2−(Ω−∆ω)2)
(β2+(δc+1)2−(Ω−∆ω)2)2+4(δc+1)2(Ω−∆ω)2 +G cos(κΩ + φ) + Ω sin(κΩ+ φ)

αr cos(κΩ + φ)− αi sin(κΩ + φ)

что позволяет получить уравнение F (∆ω,Ω) относительно частоты Ω. Данное уравнение пло-

хо поддается точному аналитическому анализу ввиду того, что Ω входит в него в пятой

степени, а ∆ω — в четверной.

Характерный вид решений уравнения можно увидеть на графиках (5.4), (5.3).
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Рис. 5.3: Зависимость генерируемой Ω частоты от отстройки с затягиванием ∆ω от φ при
κ = δ0/(3 109), G0 = 4 1010c−1, δ̃l = 3.9 1010рад/c, δ̃c = δ0, g = 10−2м/В, h = 10−8м/В,
β̃ = 106рад/c, T̃ = 1012рад/c, ωl0 = 3.14 1015рад/c
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Рис. 5.4: Зависимость генерируемой Ω частоты от отстройки без затягивания ∆ω от φ при
κ = δ0/(3 109), G0 = 4 1010c−1, δ̃l = 3.9 1010рад/c, δ̃c = δ0, g = 10−2м/В, h = 10−8м/В,
β̃ = 106рад/c, T̃ = 1012рад/c, ωl0 = 3.14 1015рад/c
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5.2.6 Стабильность

Стабильностью будем называть отношение изменения генерируемой стабилизированным ла-

зером частоты к изменению разницы собственных частот резонатора лазера и резонатора с

МШГ, то есть производную Ω̃ по ∆ω при ∆ω = 0. Так как уравнение относительно Ω является

уравнением 5-ого порядка, и решить его алгебраически не представляется возможным даже

при нулевой отстройке ∆ω , предположим, что Ω|∆ω=0 = 0. Учитывая, что Ω̃ = δ0Ω + ωL0 и

ωl0 = ωr −∆ωδ0 получим стабильность, выраженную через безразмерные координаты:

S =
∂Ω̃

∂ωL0
= δ0

∂Ω

∂ωL0
+ 1 = δ0

∂Ω

∂∆ω

∂∆ω

∂ωL0
+ 1 = 1− ∂Ω̃

∂∆ω
= 1 +

F∆ω(∆ω,Ω̃)

FΩ(∆ω, Ω̃)

∣

∣

∣

∣

∆ω=0,Ω̃=0

(5.23)

Вычисляя производные F (∆ω,Ω) получим стабильность:

S = 1+
[

4βTδc (δc + 1) (αi sin(φ)− αr cos(φ))
]

/
[

αr

((

β2 + δc (δc + 2) + 1
)

2+

+2βTδc cos(φ)
(

β2κ+ δc (κδc + 2κ+ 2) + κ+ 2
))

−

−2βTδcαi sin(φ)
(

β2κ+ δc (κδc + 2κ+ 2) + κ+ 2
)]

=

= 1−
[

4βTδc (δc + δ0) (gG0 cos(φ)− hωl0 sin(φ))
]

/
[

gG0

((

β2 + (δc + δ0)
2
)

2+

+2βTδc cos(φ)
(

τd
(

β2 + (δc + δ0)
2
)

+ 2 (δc + δ0)
))

−

− 2βhTδcωl0 sin(φ)
(

τd
(

β2 + (δc + δ0)
2
)

+ 2 (δc + δ0)
) ]

(5.24)

При оптимальной связи δ0 = δc

Sopt = 1− 8βT (αi sin(φ)− αr cos(φ))

2βT ((β2 + 4)κ+ 4)αi sin(φ) − αr

(

(β2 + 4)
2
+ 2βT ((β2 + 4)κ+ 4) cos(φ)

) =

= 1 +
8δ20

gG0(β2+4δ20)2
βT (hωl0 sin(φ)−gG0 cos(φ)) − 2δ0 ((β2 + 4δ20) τd + 4δ0)

(5.25)

Как легко заметить из графика (5.5), полученное выражение для стабильности качественно

совпадает с выражением, полученным численным решением системы уравнений (5.19). При

этом стабильность увеличивается c увеличением добротности резонатора Qres (5.6).

5.2.7 Полоса затягивания

Для того, чтобы при отсутствии обратной связи Ω̃ стремилась к нулю, сделаем еще одно

преобразование:

Ω = αi

(

1− αr −G

αr

)

+ Ω̄, (5.26)
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S+1

Рис. 5.5: Зависимость стабильности от φ при κ = δ0/(3 10
9), G0 = 4 1010c−1, δ̃l = 3.9 1010рад/c,

δ̃c = δ0, g = 10−2м/В, h = 10−8м/В, β̃ = 106рад/c, T̃ = 1012рад/c, ωl0 = 3.14 1015рад/c. Точки
— численно полученные значения, тонкие линии — рассчитанные по формуле.
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Рис. 5.6: Зависимость стабильности от κ при G0 = 4 1010c−1, δ̃l = 3.9 1010рад/c, δ̃c = δ0,
g = 10−2м/В, h = 10−8м/В, β̃ = 106рад/c, T̃ = 1012рад/c, ωl0 = 3.14 1015рад/c, φ = 0
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∆ω

Ω

Рис. 5.7: Зависимость отстройки от генерируемой частоты при параметрах G0 = 4 1010c−1,
δl = 3.9 1010рад/c, δ̃c = δ0, g/h = 106м/В, β̃ = 106рад/c, T̃ = 1012рад/c, δ0 = 107рад/c,
ωl0 = 3.14 1015рад/c. Синяя кривая — численный расчет, красная - аппроксимация с помощью
(5.27)

где Ω̄ будет искомой смещенной частотой генерации. Вид решений легко проследить из гра-

фика (5.7) (по оси x генерируемая частота, по оси y расстройка). Будем искать решение

уравнения F (Ω̄,∆ω) в виде ∆ω = −Ω̄ + ζ/Ω̄α. Так как уравнение имеет четвертый порядок

по ∆ω и пятый порядок по Ω, для нахождения α достаточно перебрать делители числа 4.

Среди рассмотренных вариантов вид решения

∆ω = γ +
ζ√
Ω̄

− Ω̄ (5.27)

дает наилучший результат. Подставляя его в таком виде в F (Ωs,∆ω) можно получить ряд

по Ω̄:

F (Ωs,∆ω) =
αr

(

2βζ2Tδcαiα
3
r cos

(

φ− Gκαi

αr

)

− α4
r

(

ζ4 − 2βζ2Tδc sin
(

φ− Gκαi

αr

)))

Ωs

+O(1/
√

Ωs) +O(
√

Ωs) + ...

Так как затягивание наблюдается при малых Ω̄, обнулим старший коэффициент при Ω−1
s ,

играющий решающую роли в области Ω̄ → 0, получим:

ζ = ±
√
2

√

βTδc sin

(

φ− Gκαi

αr

)

+ βTδcαi/αr cos

(

φ− Gκαi

αr

)

(5.28)
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и, подставляя в уравнение для ∆ω, можно получить полуширину линии затягивания:

∆lock = 3 22/3 3

√

βTδc

(

sin

(

φ− Gκαi

αr

)

+ αi/αr cos

(

φ− Gκαi

αr

))

=

= 3 22/3
3

√

√

√

√

βTδc

(

gG0 sin
(

hτdωl0(δl−G0)
gG0

+ φ
)

+ hωl0 cos
(

hτdωl0(δl−G0)
gG0

+ φ
))

δ30gG0
(5.29)

Так как в выражении присутствует квадратный корень, оно действительно не при любых

значениях подкоренного выражения. К сожалению, полученные выражения для ширины по-

∆lock

φ

Рис. 5.8: Синяя — численно полученная ширина полосы затягивания, красная — с помощью
полученной формулы в зависимости от φ: G0 = 4 1010c−1, δl = 3.9 1010рад/c, δ̃c = δ0, g =
10−2м/В, h = 10−8м/В, β̃ = 106рад/c, T̃ = 1012рад/c, ωl0 = 3.14 1015рад/c, φ = 0, δ0 =
107рад/c

лосы не корректно зависят от набега фазы в свободном пространстве (5.8) и позволяют лишь

качественно оценивать величину полосы затягивания.

5.2.8 Устойчивость

Для проверки устойчивости решений предположим, что A = A0 +αeλτ , где A0 стационарное

решение уравнения (5.19), α бесконечно малое приращение амплитуды, λ показывает дина-

мику изменения возмущения. Подставив амплитуду в (5.19) и сократив на αeλt, получим
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уравнение для действительной части λ, определяющей устойчивость:

λ = 2A2
0 (αr cos(κΩ+ φ)− αi sin(κΩ+ φ)) (5.30)

Для того, чтобы решение было устойчивым, λ должна быть меньше нуля.

В рассмотренной модели стабилизированного лазера устойчивость решения зависит, в

первую очередь, от набега фаз τd между лазером и резонатором. Параметры лазера αr и αi

фиксированы для данного лазера, набег же фаз легко варьируется в эксперименте. В зависи-

мости от набега фаз существуют области, где решение безусловно устойчиво или безусловно

неустойчиво.

Для проверки наличия устойчивых решений с затягиванием и стабилизацией построим

графики этих величин в зависимости от набега фаз при различных значениях ai. Так как ве-

личины стабильности, ширины полосы затягивания и λ имеют разный порядок, на графиках

(5.9), (5.10), (5.11) по оси ординат они отложены в относительных единицах.

ЀЀЀ. ЀЀ.

ЀЀЀ.

Рис. 5.9: Рассчитанные величины в относительных единицах от набега фаз при G0 =
4 1010c−1, δ̃l = 3.9 1010рад/c, δ̃c = δ0, g = 10−2м/В, h = 10−7м/В, β̃ = 106рад/c, T̃ =
1012рад/c, ωl0 = 3.14 1015рад/c, φ = 0

Таким образом видно, что при различных параметрах нелинейности среды лазера суще-

ствуют устойчивые области с стабилизацией и затягиванием (5.9), (5.10), (5.11).

5.3 Заключение

В рассмотренной модели, несмотря на ее простоту, реализуются все необходимые особенно-

сти: и наличие стабилизации и затягивания частоты лазера на моду резонатора. Все анали-

тически полученные величины согласуются с численными значениями.
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ЀЀЀ. ЀЀ.

ЀЀЀ.

Рис. 5.10: Рассчитанные величины в относительных единицах от набега фаз при G0 =
4 1010c−1, δ̃l = 3.9 1010рад/c, δ̃c = δ0, g = 10−2м/В, h = 10−8м/В, β̃ = 106рад/c, T̃ =
1012рад/c, ωl0 = 3.14 1015рад/c, φ = 0

ЀЀЀ. ЀЀ.

ЀЀЀ.

Рис. 5.11: Рассчитанные величины в относительных единицах от набега фаз при G0 =
4 1010c−1, δ̃l = 3.9 1010рад/c, δ̃c = δ0, g = 10−2м/В, h = 10−9м/В, β̃ = 106, T̃ = 1012рад/c,
ωl0 = 3.14 1015рад/c, φ = 0
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Эти результаты опубликованы в [A6].
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Глава 6

Основные результаты работы

1. Для собственных частот сфероидов, тороидов и квартик с модами шепчущей галереи с

помощью метода Эйнштейна-Бриллюэна-Келлера был получено уточнение разложения

собственных частот по азимутальному индексу моды, позволяющее получить увеличе-

ние точности приближения около порядка, а также получены выражения для диспер-

сии групповой скорости продольных и поперечных мод, согласующиеся с численными

расчетами. Было показано, что для собственных частот фундаментальных мод можно

получить равномерную аппроксимацию ошибки, улучшающую точность еще на поря-

док. Для сфероида было получено выражение для распределения оптического поля

внутри и снаружи резонатора.

2. С помощью приближенного решения характеристического уравнения и применения

адиабатического инварианта удалось получить аналитические выражения для сдвигов

собственных частот TM и TE мод шепчущей галереи при наличии тонкого слоя диэлек-

трика на поверхности сферического резонатора. Приближения совпали с результатами,

полученными ранее ранее с помощью приближенного решения уравнения Гельмгольца,

подтвердив их корректность. Получены выражения для добротности резонатора при

наличии поглощения в тонком слое.

3. Для связи сфероидальных резонаторов с призмой получены угловые спектры распро-

странения света в призме и показано, что они отличаются от случая сферы из-за харак-

тера распределения поля в резонаторе. Для случая сфероида было получено выражение

для оптимального сжатия резонатора и показано, что подбор правильной формы может

увеличить величину связи на несколько процентов. Было показано, что с увеличением

сжатия резонатора добротность нагружения падает. Было получено приближение для

величины добротности потерь в материале призмы с поглощением.
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4. Для упрощенной модели стабилизации лазера с нелинейностью среды, пропорциональ-

ной интенсивности излучения, резонатором с модами шепчущей галереи, при наличии

в нем рэлеевского рассеяния, была показана возможность стабилизации и затягивания.

Показано, что в такой модели существуют устойчивые режимы с затягиванием часто-

ты лазера на резонатор, что соответствует экспериментальным данным. Аналитические

выражения для стабильности и полосы затягивания, полученные для данной модели,

согласуются с численными расчетами.
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