
Номер проекта 13-01-00022. Отчет 2014 (промежуточный)
Название проекта Геометрические методы в теории приближений и

теории функций и их приложения
Коды классификатора, соответствующие содержанию фактически про-

деланной работы:
01-109 (основной) Вещественный и функциональный анализ
01-111 Дифференциальные уравнения с частными производными
Аннотация
На текущем этапе исследовались актуальные задачи геометрической

теории приближений и теории функций, были получены приложения к диф-
ференциальным уравнениям в частных производных, теории жадных ал-
горитмов, теоремам вложения функциональных пространств, вычислению
поперечников различных классов в весовом случае и задаче наилучшего
приближения весового класса Соболева N -звенными ломаными с фиксиро-
ванными и нефиксированными узлами.

В частности, выполнено следующее:
- Получены порядковые оценки нормы двухвесового оператора сумми-

рования на слабо регулярном дереве с весами, являющимися функцией рас-
стояния от корня дерева.

- Получены новые теоремы вложения весовых классов Соболева в весо-
вое пространство Лебега на области, удовлетворяющей условию Джона, с
весами, являющимися функцией расстояния до h-множества, содержащего-
ся в границе области.

- Для весов, определяемых функциями специального вида, зависящих
от расстояния до h-множества, получены порядковые оценки поперечников
весовых классов Соболева.

- Получена оценка сверху приближения функций весового класса Собо-
лева W 1

∞,φ ломаными с фиксированным и нефиксированным набором узлов.
- Найдены точные оценки минимального собственного значения на раз-

личных классах потенциалов в задаче Штурма–Лиувилля на полуоси с гра-
ничным условием в нуле.

- Установлено, что с большой вероятностью случайный K-разреженный
сигнал может быть точно восстановлен за ⌈K(1 + ε)⌉ итераций ортогональ-
ного жадного алгоритма, что показывает почти оптимальность в вероят-
ностном смысле ортогонального жадного алгоритма в задаче точного вос-
становления разреженных сигналов;

- Исследованы неравенства типа Лебега для слабого чебышевского жад-
ного алгоритма, являющегося обобщением слабого ортогонального алгорит-
ма на случай банаховых пространств.

- Установлено, что ограниченно слабо компактное m-связное множество
в сепарабельном банаховом пространстве монотонно линейно связно.

- Получено обобщение известной теоремы Рейнуотера–Симонса о сла-
бой сходимости последовательностей на случай сходимости последователь-
ностей относительно ассоциированной (по Брауну) нормы.
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- Охарактеризованы классы множеств в линейных нормированных про-
странствах и пространствах с несимметричной полунормой, обладающих
непрерывной аддитивной ε-выборкой для каждого ε > 0. Получены прило-
жения для широкого класса классических нелинейных аппроксимирующих
агрегатов в пространстве непрерывных функций на связном метрическом
компакте.

- Решена задача равномерного приближения равномерно непрерывных
функций, заданных на пространстве Lp, 1 < p < 2, функциями, имеющими
гёльдерову производную с показателем p − 1, с получением эффективных
оценок.

Объявленные ранее цели проекта на 2014 год
В задаче об изучении структурных свойств чебышёвских множеств и

солнц продолжить исследование монотонной связности чебышёвских мно-
жеств и солнц в пространствах типа C(Q) и в общих линейных нормирован-
ных пространствах, изучить монотонную линейную связность ограниченно
слабо компактных подмножеств линейных нормированных пространств.

Продолжить изучение задачи о поперечниках весовых функциональных
классов на многомерных областях.

Найти двухсторонние оценки минимального собственного числа на раз-
ных классах функций оператора Штурма-Лиувилля с различными гранич-
ными условиями.

Получить вероятностные оценки на эффективности жадных алгоритмов
в задаче о сжатых измерениях

Продолжить изучение относительных поперечников для весового класса
Соболева с ограничениями на первую производную.

Продолжить изучение вопросов сглаживания равномерно непрерывных
функций.

Степень выполнения поставленных в проекте задач
Запланированные на данный этап задачи полностью выполнены, в ряде

задач получены существенные продвижения.
Полученные за отчетный год (2014) важнейшие результаты
Получены порядковые оценки нормы двухвесового оператора суммиро-

вания на слабо регулярном дереве с весами, являющимися функцией рас-
стояния от корня дерева. Эти результаты были использованы для доказа-
тельства новых теорем вложения весовых классов Соболева в весовое про-
странство Лебега на области, удовлетворяющей условию Джона, с весами,
являющимися функцией расстояния до h-множества, содержащегося в гра-
нице области. Для таких весов, заданных функциями специального вида,
получены порядковые оценки поперечников весовых классов Соболева.

В задаче равномерного приближения весового класса W 1
∞,φ N -звенными

ломаными (с фиксированным и нефиксированным набором узлов) класса
k · W 1

∞, где k > ∥φ∥∞, получены оценки сверху наилучшего приближения.
В случае нефиксированных узлов оценка зависит от числа звеньев и L1-
нормы веса, а в случае фиксированных узлов – от максимума L1-норм веса
на отрезках разбиения.
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Найдены точные оценки минимального собственного значения на раз-
личных классах потенциалов в задаче Штурма–Лиувилля на полуоси с гра-
ничным условием в нуле.

Установлено, что с вероятностью 1 − exp(−C(ε)K) случайный K-раз-
реженный сигнал может быть точно восстановлен за ⌈K(1 + ε)⌉ итераций
ортогонального жадного алгоритма. (Данный результат получен совместно
с В.Н. Темляковым.) Таким образом, в задаче точного восстановления раз-
реженных сигналов ортогональный жадный алгоритм оказался почти опти-
мальным в вероятностном смысле. Исследованы неравенства типа Лебега
для слабого чебышевского жадного алгоритма, являющегося обобщением
слабого ортогонального алгоритма на случай банаховых пространств.

Установлено, что ограниченно слабо компактное m-связное (связное по
Менгеру) множество в сепарабельном банаховом пространстве монотонно
линейно связно (т.е. любые две точки такого множества, можно связать
непрерывной монотонной кривой, лежащей во множестве). Получено обоб-
щение известной теоремы Рейнуотера–Симонса о слабой сходимости после-
довательностей на случай сходимости последовательностей относительно
ассоциированной (по Брауну) нормы.

В терминах ограниченной стягиваемости охарактеризованы классы мно-
жеств в линейных нормированных пространствах и в пространствах с несим-
метричной полунормой, обладающих непрерывной аддитивной ε-выборкой
для каждого ε > 0. Получены приложения для широкого класса классиче-
ских нелинейных аппроксимирующих объектов в пространстве непрерыв-
ных функций.

Методы и подходы, использованные в ходе выполнения проек-
та

При оценке норм двухвесового оператора суммирования на дереве при
p < q получен дискретный аналог теоремы Эванса–Харриса–Пика. Сначала
задача решена в некотором частном случае весов с использованием мето-
дов вариационного исчисления, общий случай сведен к данному. В случае
p > q задача сведена к оценке нормы оператора суммирования последо-
вательностей – для сведения производится разделение дерева с конечным
множеством вершин на со специальными весами в вершинах.

Для доказательства теорем вложения используется разработанная ранее
А.А. Васильевой техника, использующая древоподобную структуру области
с условием Джона, при этом оценивается норма специального двухвесового
оператора на дереве. Оценка сверху этой нормы нормы использует резуль-
тат M. Christ’а о семействе разбиений h-множества, элементы которого яв-
ляются вершинами некоторого слабо регулярного дерева Â. Норма исход-
ного оператора суммирования оценивается сверху через норму оператора
суммирования на Â.

Для оценки поперечников используются полученные оценки константы
вложения весового класса Соболева на подобласти, порожденной поддере-
вом. Затем применяется ранее полученный А.А. Васильевой результат об
оценке сверху поперечника функционального класса на множестве с древо-
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подобной структурой. Для оценки снизу строятся функции со специальным
свойством и затем применяется метод дискретизации Майорова.

Результаты такого типа в невесовом случае восходят к работам В.М. Ти-
хомирова, М.Ш. Бирмана, М.З. Соломяка, Х. Трибеля, О.В. Бесова, С.Б.
Бабаджанова, Р.С. Исмагилова, Ю.И. Маковоза, Б.С. Кашина, В.Н. Темля-
кова, Э.М. Галеева, Е.Д. Куланина, а в весовом – к работам Б.С. Кашина,
О.В. Бесова, Е.Д. Куланина, R. DeVore, R.C. Sharpley, К. Т. Мынбаева, М.
Отелбаева и А.А. Васильевой.

При получении оценок на минимальное собственное число для сингу-
лярных дифференциальных операторов впервые применены новые методы,
сводящие эту задачу к исследованию положительности специальной функ-
ции. Для вычисления точных оценок на минимальное собственное число на
классе потенциалов с ограниченной L1-нормой были использованы методы
вариационного и функционального анализа.

В задаче о монотонной связности m-связных (связных по Менгеру) мно-
жеств применялись методы геометрической теории приближений и методы
геометрии банаховых пространств. Введенное автором понятие монотонной
линейной связности множества оказалось вполне естественным при изуче-
нии как геометрических, так и топологических свойств чебышёвских мно-
жеств и солнц в линейных нормированных пространствах. Понятие моно-
тонной линейной связности обобщает конечномерное понятие l1-выпуклости,
введенное Х. Беренсом и Л. Хетцельтом в 80-х годах и имеет тесную связь с
классическим понятием d-выпуклости (выпуклости о Менгеру), исследовав-
шимся В.Г. Болтянским и П.С. Солтаном, и недавно - Х. Мартини и други-
ми. Также были использованы методы теории R-слабо выпуклых множеств
(множеств, слабо выпуклых по Виалю), активно разрабатываемые в насто-
ящее время Е.С. Половинкиным, М.В. Балашовым и Г.Е. Ивановым. При
исследовании вопросов о соотношении сходимости последовательностей от-
носительно ассоциированной (по Брауну) нормы и слабой сходимости отно-
сительно некоторой границы Джеймса пространства использовался следу-
ющий результат об I-генерирующих множествах, введенных Линденштрау-
сом и Фонфом: B∗ = convC =⇒ C (I)-генерирует B∗ =⇒ B∗ = conv w∗

C.
Далее, использовался недавний результат, полученный независимо О. Ни-
гардом и О. Календой, согласно которому, если C ⊂ B∗ (I)-генерирует шар
B∗, то C – множество Рейнуотера, т.е. множество со следующим свойством:
если ограниченная последовательность (xn) ⊂ X сходится поточечно на C,
то (xn) сходится слабо.

В задаче об оценке сверху приближения функций весового класса Собо-
лева ломаными с фиксированным и нефиксированным набором узлов ис-
пользовались методы теории функций, геометрической теории приближе-
ния функций и теории вариационного исчисления, а также результаты Т.В.
Семеновой, полученные для случая отрезка.

В задаче о структурных свойствах множеств, обладающих ε-выборкой
для каждого ε > 0, использовались методы геометрической теории при-
ближений и геометрической топологии и методы геометрии банаховых про-
странств. В задаче о сглаживании равномерно непрерывных функций ис-
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пользуется теория и методы аппроксимации в бесконечномерных банаховых
пространствах.

Цели на 2015 год, связь с основной задачей Проекта
Получить оценки энтропийных чисел оператора вложения весового клас-

са Соболева на области с условием Джона, а также весовых операторов
суммирования и интегрирования на деревьях.

В задаче об изучении структурных свойств чебышёвских множеств и
солнц установить, что аппроксимативно компактное m-связное (связное по
Менгеру) подмножество банахова пространства является δ-солнцем.

Продолжить исследования приложений жадных алгоритмов.
Найти двухсторонние оценки минимального собственного числа на раз-

ных классах функций оператора Штурма–Лиувилля с различными гранич-
ными условиями, как в пространствах с ограниченной потенциалом, так и
на классе с ограничением только на отрицательную часть потенциала опе-
ратора Штурма–Лиувилля.

Изучить связь между существованием непрерывной глобальной и ло-
кальной ε-выборкой на подмножество линейного нормированного простран-
ства. Исследовать новые невыпуклые аппроксимирующие объекты на пред-
мет существования непрерывной ε-выборки.

Ожидаемые в конце 2015 г. научные результаты
Получить порядковые оценки энтропийных чисел оператора вложения

весового класса Соболева на области с условием Джона с весами, являю-
щимися функциями расстояния до h-множества.

Получить аналогичные результаты для операторов суммирования и ин-
тегрирования на деревьях.

Найти оценки сверху и снизу минимального собственного числа на раз-
ных классах функций оператора Штурма–Лиувилля с различными гранич-
ными условиями.

Установить, что аппроксимативно компактное m-связное (связное по
Менгеру) подмножество банахова пространства является δ-солнцем.

Для классических невыпуклых объектов в пространствах непрерывных
функций установить существование непрерывной ε-выборки.
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